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அறிமுகம்‌ 


இது 13. 7. 1. பியாக்‌யோ என்பவர்‌ எழு திய “மிமி 1000410027 
என்னும்‌ ஆங்லை நூலின்‌ மொழிபெயர்ப்பாகும்‌. 


விஞ்ஞானமாணிப்‌ பொதுப்‌ பட்டத்துக்குத்‌ தோற்றும்‌ மாணவர்க்கு. 
வழக்கமாகத்‌ தேவைப்படும்‌ பாடத்திட்டத்தை இது அடக்குகின்றது. அத்‌ , 
துடன்‌ முூதுவிஞ்ஞானப்‌ பட்டத்துக்குத்‌ தேவையான சில பகுதிகளையுங்‌ 
கொண்டுள்ளதெனலாம்‌. இத்துறையில்‌ முன்னறிவில்லாதவர்களும்‌ இல 
.. குலில்‌ விளங்கக்‌ கொள்ளும்‌ வகையிலே, இவ்லியலின்‌ மையக்கருத்துக்களை 

நன்கு கையாள்வறைது, இந்நூல்‌. 

ஒவ்வோர்‌ அத்தியாய முடிவிலும்‌ தரப்பட்டுள்ள பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 
ஓரளவு கடின வை. எனினும்‌, அவற்றை மாணவன்‌ எவ்வித இடரு 
மின்றித்‌ தற்கு வேண்டிய ஆதாரங்கள்‌ தரப்பட்டுள. செய்த உதா 
ரணங்களு செய்யப்படாத பயிற்சிகளும்‌ பல தரப்பட்டுள்ளன. பயிற்சி 
களுக்குரிய விடைகள்‌ நூலின்‌ இறு இயிலே தரப்பட்டுள்ளன. 

இந்‌ நூலை மொழிபெயர்த்து உதவிய சி. நடராசர்‌ எம்‌. எ., பி. எஸ்சி 
அவர்களுக்கு இத்‌ இணைக்களம்‌ மிகவும்‌ கடமைப்பட்டுள்ளது. 


டபிள்யூ. டி. ௪. மஹதந்தில 
ஆணையாளர்‌ 


கல்வி வெளியீட்டுத்‌ திணைக்களம்‌, 
58, சேர்‌, எணெஸ்ற்‌ டி. சில்வா மாவத்தை; . 
கொழும்பு-3. 
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முகவுரை 


* வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுக்‌ கொள்கையே நலீன கணிதத்தின்‌ மிக 
மூக்யே ளை ” என்று கூறியுள்ளார்‌, சோஃபஸ்‌ லை. பல்வேறு இயல்களின்‌ 
வளர்ச்சி நெறிகளுக்கும்‌, நடுநாயகமாக விளங்குவது இப்பாடம்‌ எனலாம்‌. 
தூய பகுப்பு நெறியைப்‌ பின்பற்றுவோமாயின்‌, முடிவில்‌ தொடர்கள்‌, 
இருப்புத்‌ தேற்றங்கள்‌; சார்புக்‌ கொள்கைகள்‌ என்பவற்றைச்‌ சென்றடை 
வோம்‌. மற்றுமொரு நெறியோவெனில்‌, வளையிகள்‌, பரப்புகள்‌ பற்றிய 
வகைமீட்டுக்‌ கேத்திரகணிதத்துக்கு நம்மை இட்டுச்‌ செல்லும்‌. இவ்விரு 
நெறிகளுக்கும்‌ இடையே அமைந்து இடப்பதே, லை என்பார்‌ முதலிலே 
கண்டறிந்த நெறி. அது, உருமாற்றத்‌ தொடர்ச்சிக்‌ கூட்டங்களுக்கும்‌, 
அவற்றின்‌ கேத்$ரகணித வில்க்கங்களுக்கும்‌ நம்மை உய்த்துவிடும்‌. மற்‌ 
றொரு தஇிசையிந்‌ களைத்துச்‌ செல்லும்‌ நெறி, எலலாவிதமான பொறியியல்‌- 
மின்னியல்‌ அதிர்வுகள்‌ பற்று.பும்‌, பரிவென்னும்‌ முக்கிய தோற்றப்பாடு 
பற்றியுமான படிபபுக்கு நபாமைச்‌ செதுத்தும்‌. வெப்பக்‌ கடத்தல்‌, மின்‌ 
அலை ஊாடுகடத்தல்‌ பற்றிய படிபபுகதம்‌, மற்றும்‌ பல பெளதிகக்‌ கிளை 
களுக்குமெல்லாம்‌ பிள்ளையார்‌ சுழி பால அமைவன சில பகுதி வகை 
யீட்ட்ச்‌ சமனபாடுகளே. திணிவுத்‌ தாக்ச விதியையும்‌ பிறவற்றையுமிட்டூப்‌ 
பேசும்‌ பெளதிக இரசாயனத்தின்‌ பெரம்‌ பகுதி சில வகைமீட்டூச்‌ சமன்‌ 
பாடுகளைப பற்றியனவேயாகும்‌. - 

இக்கணிதம்‌ பற்றிய முன்னறிவு இலார்க்கும்‌, இயன்றளவு எளிய 
வேறையில்‌ விளக்கந்‌ தருவதோடு, எவ்வெத்‌ துறைகளில்‌ இது முன்னேற்ற 
மடையக்‌ கூடியது என்பதையும்‌ எடுததுக்‌ காட்டுவதே இந்நூலின்‌ முக்க 
நோக்காகும்‌. ப - 

இந்நூலின்‌ சில பகுதிகளும்‌, பயிற்சிகளும்‌ “இலகுவானவை. இந்‌ 
. நூலைப்‌ படிப்போர்‌ அறிந்திருக்க வேண்டியன வகையீட்டு, தொகைமீட்டு 
நுண்‌ கணித மூலகங்களும்‌, சிறிது ஆள்கூற்றுக்‌ கேத்திரகணிதழுமே. 
பல்வேறு அதிகாரங்களுக்கும்‌ முடிவிலே தரப்பட்ட பலவினப்‌ பயிறசிகள்‌ 
சற்றுக்‌ கடினமானவை. சிறு முகூயத்துவம்‌ வாய்ந்த தேற்றங்களையும்‌ 
அவற்றின்‌ தீர்வுக்கான குறிப்புகளையும்‌ இந்நூல்‌ கொண்டுள்ளது. அவை 
கேததாகணித, பெளதிகப்‌ பிரயோகங்களையுங்‌ கொண்டுள்ளன. எனினும்‌, 
இங்கு பெளதிக அறிவு முற்றாகத்‌ தேவைப்படாதவாறு கேள்விகளை 
ஆக்குவதில்‌ முக்க கவனஞ்‌ செலுத்தபபட்டுள்ளது. உதாரணமாக, இரு 
கேள்லியிலே, சல மாறிலிகள்‌, மாறிகள்‌ ஆகியவற்றின்‌ தொடர்பில்‌ 
குறித்த ஒரு பகுதி வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ இர்வொன்று வினாவப்‌ 
பட்டிருக்ன்றது எனபோம்‌. இதனைத்‌ தூயகணிதததுின்‌ ஒர்‌ அம்சமாகக 
கருதலாம்‌; ஆனால்‌ இது மிக வழக்கிலுள்ள வெப்பப்‌ பரிசோ தனை 
யொன்றைச்‌ சுட்டுவதோடு சம்பந்தப்பட்ட மாறிலிகள்‌, மாறிகளின்‌ பெளதி 
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௫1ம்‌ 


கக்‌ கருத்துக்களையுந்‌ தரும்‌ என்ற உடனடியான ஒரு விளக்கத்தையுங்‌ 
கொள்ளும்‌. கடைசியாக நூலின்‌ முடிவில்‌ பல்கலைக்கழகப்‌ பரீட்சை வினாத்‌ 
தாள்களிலிருந்து மிகுதியாக எடுக்கப்பட்ட மிகக்‌ கடினமான 115 பயிற்ச 
கள்‌ தரப்பட்டுள்ளன. (இவற்றை என்‌ நூலிற்‌ பயன்படூத்துவதற்கு 
இயைந்து உதலிய லண்டன்‌, ஷெவீல்ட்‌, வேல்ஸ்‌ சர்வகலாசாலைகளுக்கும்‌ 
கேம்பிறிட்ஜ்‌ பல்கலைக்கழக அச்சகத்‌ இனர்க்கும்‌ நன்றியுடையேன்‌.) இந்‌.நூல்‌, 
லண்டன்‌ கெளரவ 1.86. இற்கும்‌, கேம்பிறிட்ஜ்‌ கணிதப்‌ பரீட்சை, 
பகுதி 14, அட்டவணை & மிற்கும்‌ வேண்டிய வகையமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டு 
அதிகாரங்களையும்‌ லண்டன்‌ ]4.5௦. அல்லது கணிதப்‌ பரீட்சை, அட்டவணை % 
யிற்கு வேண்டிய சில பயிற்சிகளையுங்‌ கொண்டுள்ளது. செய்த, செய்யப்‌ 
படாத பயிற்சிகளின்‌ தொகை அதிகமாக உள்ளது. செய்யப்படாத பயிற்சி 
களுக்குரிய விடைகள்‌ நூலின்‌ முடிவிலே தரப்பட்டுள்ளன. விசேட அம்‌ 
சங்கள்‌ சில இங்கு குறிப்பிடற்பாலன. (கலாநிதி புறோடெற்ஸ்9 என்பவரால்‌ 
கணிதச்‌ சங்க முன்னிலையிற்‌ சமர்ப்பிக்கப்பட்ட பினனர்‌ எனக்கு அன்பளிப்‌ 
பாகக்‌ கிடைக்க அவரது டவளியீட்டுக்‌ கையெழுத்துப்‌ பிரதியையும்‌, 
பேராசிரியர்‌ தேக்கியோ வாடா என்பவரின்‌ ஏறக்குறைய அதேயனைய 
வெளியீட்டையுந்‌ தமூலிய) அத்தியாயம்‌ 1 இலுள்ள வரைபு முறை 
ஏற்கெனவே எந்த நூலிலும்‌ தரப்படவில்லை. எண்‌ தொகையிடல்‌ பற்றிய 
அதிகாரம்‌ வழக்கத்தை லிட முற்றாக லிடயக்தை எடுத்தாளுினறது. 
இந்‌நால்‌” றங்கே, பிக்கார்‌. என்பவர்களின்‌ முறைகளையே பிரதானமாகப்‌ 
பின்பற்றுகன்றது. எனினும்‌ இந்‌ நாலாசிரியராலான பூதிய முறையின்‌ 
விளக்கமொன்றையும்‌ இது குருகசின்றது. ட. 

மாஜிலிக்‌ குணகங்கள்‌ கொண்ட எகரிமாண வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
பற்றிய அதிகாரம்‌ “ மூடிலில்‌ மாறிலிகளைக்‌ ”” கெண்ட திருப்தியற்ற நிறு 
வல்களை விலக அமைத்துள்ளது. குறிப்பிட்ட தொகையீட்டைக்‌ காண்பதிற்‌ 
பயன்படும்‌ செயலியை வழக்கவமாகக காட்டப்படுவதை லிட அதிக நியாயம்‌ 
காட்டி நிறுவுதல்‌ அவகியமாகும்‌. இங்கு கையாளப்படும்‌ முறையானது, 
முதலிலே செயலிலஃய ஆதாரமாகப்‌ பயன்படுத்திப்‌ பேற்றைப்‌ பெற்றுக்‌ 
கொன்டு, பின்னர்‌ நேரடியான வலகயிடலால்‌ அப்பேற்றைச்‌ சரிபிமழை காணு 
தலேயாம்‌. ்‌ 

இவ்வத்தியாயத்திறகு அடுத்ததாக ()நமான்‌ என்பாரின்‌ “பகுதி வகை 
யிடல்‌ “ நூலைத்‌ தழுவிய) எனிய பகுதி வகையிட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ பற்றிய 
அத்தியாயம்‌ உள்ளது. இதிலே கந்துன்ள முறைகள்‌ யாவும்‌ முந்திய அதி 
காரத்தின லிரியே என்பது கண்கூடு, இம்முறைகள்‌ பெளதிக முக்கியத்‌ 
துவம்‌. மிக வாய்ந்தவை. ஆதலின்‌ மகக கடனமான பாடங்களை முக்ய 
மாக எழ்த்தாளும்‌ நூலின்‌ பின்‌ அ தீதியாயங்கள்‌ ஊரை இவற்றைத்‌ தள்ளி 
வைக்க வேணடியிருப்பது துரதிட்டமே. 
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லூராஞ்சியின்‌ எகபரிமாணப்‌ பகுதி வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ பற்றிய 
பிரிவுகளில்‌ நீர்‌. ரீ. 14. ஷில்‌ என்பாரின்‌ அண்மைக்‌ காலத்து வெளிடீட்டி 
லிருந்து இரண்டு உதாரணங்கள்‌ அன்னாரின்‌ முறைகளை எடுத்துக்‌ காட்டுவ 
குற்காகச்‌ சேர்க்கப்பட்டுள்ளன. 

தொடர்கள்‌ பற்றிய தீர்வை எடுத்தாளுகையில்‌, ஃபுறோபீனியசின்‌ 
முறைக்கு முதலிடம்‌ அளிக்கப்பட்டூுள்ளது. உண்மை உதாரணங்களைச்‌ 
செய்வதிலே இம்முறை எவ்வாறு பயன்படிகின்றதென ஓர்‌ அதிகாரம்‌ 
கூறுகின்றது. அடுத்து, கையாளப்பட்ட எடுகோள்கள்‌, சம்பந்தப்பட்ட கடின 
மான ஒருங்கற்‌ பிரசினங்கள்‌ அகயவற்றை மெய்ப்பிக்கும்‌ அதிகாரம்‌ 
உள்ளது. சிக்கல்‌ எங்குள்ளது, ஓரளவு பின்னலான தநிறுவல்களின்‌ 
பொதுக்‌ கருத்து என்ன என்பவற்றை மிகத்‌ தெளிவாகவும்‌ வரையறை 
யாகவும்‌ கூற இவ்வதிகாரத்தில்‌ எத்தனிக்கப்பட்டுள்ளது. மாணாக்கருட்‌ 
பலர்‌, நீண்ட “ எப்சைலன்‌-நிறுவலை ” முதன்‌ முதலாகப்‌ பயிலுமிடத்து 
அதிகப்படி விபரங்களைக்‌ கண்டு மிரண்டு போவதால்‌, பொதுப்‌ போக்குப்‌ 
பற்றிய தெளிவான கருத்தைப்‌ பெறுவதில்லை. இது அனுபவ உண்மை. 
இவ்வத்தியாயத்திற்கு. பெரும்‌ உதவி அளித்த கேம்பிறிட்ஜ்‌, ட்ரினிற்றிக்‌ 
கல்லூரியைச்‌ சேர்ந்த இரு. பொலாட்‌, ம.க. இற்கு என்‌ நன்றி. மற்றப்‌ 
பகுதிகளை லிட இந்‌்.நாலின்‌ மிக உயர்தரப்‌ பகுதியாக இது இருப்பதோடு, 
மூடிலில்‌ தொடர்‌ பற்றிய அறிவு சிறிதும்‌ இதற்குத்‌ தேவைப்படுகிறது. 
எனினும்‌ பயன்படுத்திய இத்தகைய தேறறத்திற்கும்‌ நியம நூல்களில்‌ 
உசாச்சுட்டுக்கள்‌ தரப்பட்டுள்ளன. 

தொடர்ந்து ஊக்கமளித்தும்‌ வாத விவாதஞ்‌ செய்தும்‌ எனக்கு . உதவிய 
பேராசிரியர்‌ "8. ம. மில்ன்‌ அவர்களுக்கும்‌, பயிற்சிகளைச்‌ சரிபார்த்தும்‌, 
வரிப்படங்கள்‌ வரைந்தும்‌ உதவிய எனது கூட்டு வேலையாளர்களாகஇய 
இரு. ரி. மாஷல்‌, ]ர.&., 7.5௦. செல்வி 11. 14. பிறவுனிங்‌ 14.56. 
ஆஇயோர்க்கும்‌, நான்‌ கடமைப்பாடுடையேன்‌. 

இந்நூலைப்‌ படிப்போரிடமிருந்து வருந்‌ திருத்தங்களும்‌ ஆலோசனைகளும்‌- 
நன்றியுடன்‌ ஏற்றுக்கொள்ளப்படும்‌. 


£]. 7. 11, பியாகயோ 


பல்கலைக்கழகக்‌ கல்லூரி, நொற்றிங்காம்‌,; 
பெப்ரவரி 1920. 


திருத்தி விரித்த பழிப்பு 
முகவுரை 

இப்பதிப்பில்‌ ஒரு புதிய அதிகாரம்‌ உண்டு. துணைநிறைவுத்‌ தன்மை 
யுள்ள இவவகிகாரத்தில்‌, ஒன்றித்‌ தீர்வுக்‌ கொள்கையையிட்ட வில்லங்கங்கள்‌ 
பற்றியும்‌, வரைப்புகளாக எண்ணப்படும்‌ பிரித்துக்காட்டி ஒழுக்குகளை 
யிட்ட அதிகம்‌ அறியப்படாத கருத்துக்கள்‌ சில பற்றியும்‌ ; றிக்கற்றி 
யின்‌ சமன்பாடு பற்றியும்‌; மொத்த வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளுக்குரிய 
இரு மேலதிக முறைகள்‌ பற்றியும்‌ (மேயரின்‌ பொதுமுறையும்‌, ஏகவினச்‌ 
சமன்பாடுகளுக்குத்‌ தொகையிடடுக்‌ காரணிமின்‌ பயன்பாடும்‌) ; இரண்டாம்‌ 
வரிசை வகைமீட்டூச்‌ சமன்பாடுகளுக்குத்‌ தொடரிலான இர்வுகள்‌ பற்றியும்‌ 
(ஃபுஷ்ஷின்‌ தேற்றம்‌, சாதாரண ஒன்றிப்‌ புள்ளிகள்‌, ஃபுஷ்‌ வகைச்‌ 
சமன்பாடுகள்‌, சிறப்பியல்புச்‌ சுட்டி, செவ்வன்‌-உபசெவ்வன்‌ தொகையீடு 
கள்‌- ; கணிதப்‌ பெளதிகச்‌ சமன்பாடுகள்‌ சில பற்றியும்‌ (குறிபபாக 
அதிரும்‌ இழைச்‌ சமன்பாடும்‌, முப்பரிமாண அலைச்சமன்பாடும்‌) ; அண்ண 
ளவு எண்முறைத்‌ தீர்வு பற்றியும்‌ (அடமின்‌ முறையும்‌ நீம்சின்‌ அண்மைய 
ஆராய்ச்சிகள்‌ சிலவும்‌) கூறியுள்ளோம்‌. நூலின்‌ ஏனைய பாகங்களைத்‌ 
இருத்தி, பமிற்சிகளை அதிகரித்துள்ளோம்‌. அவசியமான இடங்களில்‌, 
- உசாச்சுட்டுகளை மாற்றியுள்ளோம்‌. ்‌ 

தரு. 1.ம. மிச்செல்‌, முன்னைநாட்‌ பேராசிரியர்‌, கொலம்பியாப்‌ பல்கலைக்‌ 
கழகம்‌, நியூயோர்க்‌, பேராசிரியர்‌ 1, 17, நெவில்‌, நீடிங்‌ பல்கலைக்கழகம்‌, 
என்‌ சகபாடி திரு. 1], அண்டவூட்‌ முதலாம்‌ நண்பர்கள்‌ அரிய உதவியும்‌ 
ஆலோசனையும நல்கினர்‌. அவர்களுக்கு நன்றியுடையேன்‌. 


ந, ம. ந, பியாகயோ. 
மே 1928, ர்‌ 


இருத்திய படுப்பு 1952 
முகவுரை 
லாகராஞ்சிமின்‌ ஏகபரிமாண வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ கையாட்சியில்‌, 
குறிப்பாக பிரிவு 194, 195 என்பவற்றில்‌, சில மாற்றங்கள்‌ செய்யப்படடுள்‌. 
ளன. நூலின்‌ இறுதியில்‌, சுட்டிக்குச்‌ சற்று முன்பாக, எல்லைத்‌ தீர்வுகள்‌ 
பற்றிய முறிபபொனறு சேர்க்கப்பட்டுள்ளது. வே அ. பல சிறு மாற்றங்கள்‌ 
அல்லது திருத்தங்கள்‌ உள்ளன, 


எ. 
மே, 1955, 


உள்ளடக்கம்‌ 


வரலாற்று முன்னுரை ட ச்‌ ர 


அத்தியாயம்‌ 1 ப 
முன்னுரையும்‌ வரைவிலக்கணங்களும்‌, நீக்கல்‌ 
வரைபு வகைக்குறிப்பு ல்‌ 


பிரிவு ம்‌ 
1-3. முன்னுரையும்‌ வரைவிலக்கணங்களும்‌ 


4-6, நீக்கலால்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளை ஆக்கல்‌ 


௪ம்‌ உச்‌ 


7-8, மூற்றிய மூலிகள்‌, குறிப்பிட்ட தொகையீடுகள்‌, தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வுகள்‌ 
9, புரொடஸ்கி உவாடா ஆ$யோரின்‌ வரைபு வகைக்குறிப்பு முறை ப 


10, சாதாரண புள்ளிகளும்‌ தனித்த புள்ளிகளும்‌ 
அ.த்தியாயம்‌ 1 இல்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 


அத்தியாயம்‌ 11 


முதல்வரிசையிலும்‌ முதற்படியிலுமுள்ள 
11, எடுத்துக்கொள்ள வேண்டிய வகைகள்‌ 
19. செப்பமான சமன்பாடுகள்‌ ன்‌ 
18. தொகையமீட்டுக்‌ காரணிகள்‌ 


14, மாறிகள்‌ வேறுக்கத்தகும்‌ க்‌ 


சமன்பாடுகள்‌ 


15-17. முதல்வரிசையிலும்‌ முதற்படியிலும்‌ ளை எகவினச்‌ சமன்பாடுகள்‌ .. 
18-21. முதல்வரிசையிலும்‌ மூதற்படியிலும்‌ உள்ள எகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
“29, கேத்திரகணிதப்‌ பிரசினங்கள்‌. நிமிர்கோணக்‌ கடவைகள்‌ ன 


அத்தியாயம்‌ 17 இல்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 


அத்துயாயம்‌ 111 


0 வெ பருடடில 


1] 


14 
1 
15 
6 
19 


22 
25 


மாறாக்‌ குணகங்கள்‌ கொண்ட ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


93, எடுத்துக்கொள்ள வேண்டிய வகைகள்‌ 
94. முதல்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடுகள்‌ எனி 
25, இரண்டாம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடுகள்‌ ஃ௨ 


உட்‌] 


22 
28 
28 


20. 


27. 


26... 


29. 
80-88. 
94. 
85-88. 


29. 
40. 


4] உ 
42-43. 


. பருஇ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளின குறிபபான லிலல௩சங்கள்‌ 
45-46. 
47-48. 
49-50. 


துணைச்‌ சமன்பாடு கற்பனை அல்லது சிக்கல்‌ மூலங்கள்‌, கொள்ளுமிடத்து 


வேண்டிய திரிவு ., த்‌ ப்‌ ன்‌ 
சமநூலங்கலின்‌ வகை உக உ 2 
உயர்ந்த வரிசைகளுக்கான விரித்தல்‌ வ உ 


நிரப்பு சார்பும்‌ குறிப்பிட்ட தொகையீடும்‌ ழம்‌ 
செயலி 19 யின்‌ இயல்புகள்‌ ்‌ 
துணைச்‌ சமன்பாடு மறிதந்த மூலங்களைக்‌ கொள்ளுமிடத்து நிரப்பு சார்பு. . 
குறிப்பிட்ட தொகைமீட்டைக்‌ காணடறகுரிய குறியீட்டு முறைகள்‌. சம 
யோசித முறைகளும்‌, இம்முறைகள்‌ தரும்‌ முடிபுகளை வாய்ப்புப்‌ பார்த்‌ 
குலும்‌ க ட ன்‌ க 


ஏகவினமான எகபரிமாணச்‌ சமன்பாடு 


ஒருங்கமை எகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகள்‌ ை 
அததியாயம்‌ 111 இல்‌ பலலினப்‌ பயிற்சிகள ன்னை மின்முறை 
லியாகசியானஙகள, சுயாதீன அதிர்வுகள, வலிந்த அதிர்வுகள்‌, மரு 


விசை என்னும்‌ தோற்றப்பாடு .ஆகியவற்றிறகான குறிப்புகளுடன்‌) 


அத்தியாயம்‌ 1/ 
எளிய பகுதி வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


எடுத்துக்கொள்ள வேணடிய சமன்பாடுகளின்‌ பெளதிக உற்பத்தி 


எதேச்சைச்‌ சார்புகளையும எதேச்சை மாறிவிகளையும்‌ நீக்கல்‌ 


* ௫ 


குறிப்பிட்ட தீர்வுகள்‌. தொடக்க, வரைப்பாட்டு நிபந்தனைகள்‌ 


ட! 


பூரியேமின்‌ அலாைவீச்சுத்‌ தொடர்‌ . 


தரப்பட்ட வரைப்பாட்டு நிபந்தனைகளை திருப்இ செயயும்‌ தீர்வுகளை ஆக்குவ 
தற்கு பூரியேமின தொடரைப்‌ பிசயோூத்தல்‌ 


* உட 


அ.தீதியாயம்‌ 147 இல பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌, (வெப்பக்‌ கடத்துகை, மின்‌: 


அலைகளைச்‌ ௦௮௧௧௮, கரைந்த உப்பின பரவல்‌ ஆூயவற்றிற்கான 
குறிப்புகளுடன்‌) , 


அகதஒஇயாயம்‌ * 


முதல்வரிசையா& முதற்படியல்ல3த சமன்ப£டுகள்‌ 


61. எடுத்துக்கொள்ள வேண்டிய வகைகள்‌ 


62. ஐ இற்குத்‌ 8ர்க்கத்‌ தர சமனபாடுகள்‌ 


54. 494 இற்குத்‌ தீர்க்கத்‌ தகு சமன்பாடுகள்‌ 
54. ஐ இற்குத்‌ நீர்க்கத்‌ தகு சமன்பாடுகள்‌ 


29 
20 
51 


94 
90 


26 
40 
47 


38 


55 
91 
58 
61 


04 


65 


அத்தியாயம்‌ *1 
தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வுகள்‌ 
56. தனிச்‌ சிறப்புத்‌ இர்வை சூழி தருகிறது. , ட்‌ ப சச 


56-58. ௦-பிரித்துக்‌ காட்டி சூழி (ஒருதரம்‌) கணு ஒழுக்கு, (இருதரம்‌) கூர்‌ 
ஒழுகு (மும்முறை) ஆய வற்றைக்‌ கொண்டுள்ளாறு ன 


59-64. ஐ-பிரிததுக்‌ காட்டி சூழி (ஒருதரம்‌), பரிசவொழுக்கு (இரு தரம்‌), கூர்‌ 
ஒழுககு (ஒரு தரம்‌) ஆகியவறறைக்‌ கொணடுள்ளது ப 


65. பிரித்துக்‌ காட்டிகள்‌ இரண்டையும்‌ உபயோகித்து ஒழுக்கின்‌ இனம்‌ 
காண்பதற்கான உதாரணஙகர ு 


66-07. இளரோவின்‌ வடிவம்‌ ட / ௪ ௪.௬ 
அத்‌இயாயம்‌ ந இல்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ ளட ல்‌ 


அத்தியாயம்‌ 11 
இரண்டாம்‌ வரிசையிலும்‌ உயர்வரிசையிலுமுள்ள 
சமன்பாடுகளுக்குப்‌ பலவின முறைகள்‌ 
68. எடுத்துககொள்ள வேண்டிய வகைகள்‌ 


09-70. ௪ அல்லது ௨ தோனறாது 


71-73. எகலினச்‌ சமன்பாடுகள்‌ பட ன்‌ ்‌ 
74. இயக்கலியலில நிகழும்‌ ஒரு சமன்பாடு த்‌ உக 
75. செயலியைக்‌ காரணிப்படுத்தல்‌ டக ம்‌ ம்‌ 


76-77. நிரப்பு சார்புககு உரிய ஒரு தொகையீடு தெரியப்படூம்‌ ம 
78-80, பரமானஙகள்‌ மாறல்‌ . டக்‌ ப க 
81. வெவ்வேறு முறைக ஒப்பிடுதல்‌ 
அத்இயாயம்‌ 3771 இல பலலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ (செவ்வன்‌ வடிவம்‌, ஒரு 

சமன்பாட்டின மாற்றமிலி, சுவாசியன்‌ பெறுதி டன்‌ 
முகப்‌ டுத்‌. இ) ச்‌ ட 


அத்துயாயம்‌ 71111 
வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளின்‌ $ர்வுகளுக்கு 
எண்ணண்ணளவாக்கம்‌ 
89. எடுத்துக்‌ கொள்ள வேண்டிய முறைகள்‌ உக ங்கு 


85-84. பின்னடும்‌ ௮ண்ணளவாககங்களைத்‌ தொகையிடுதற்கு பிக்காட்டின்‌ மூறை 


85. வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டிலிருந்து நேரடியாகப்‌ பெறப்படும்‌ எண்ணண்‌ 
ணளவாக்கம்‌. கேத்திரகணித ரீதியான எஸிய முறைகள்‌ ட 


86-87. ரங்கேயின்‌ மறை ௪3 கடி ௩௪ ௬௪ 


- நர்‌ 


74 


15 


80 


54 
80 
89 


105 


195 


108 
11] 


88. ஒருங்கமை சமன்பாடுகளுக்கு விரித்தல்‌ கக ல எம 
89. ஹேண்‌, குற்றா ஆகியோரின்‌ முறைகள்‌ உ ம்‌ 117 


90-93. வழுப்‌ பற்றிய எல்லைகளுக்கு ஆசிரியரின்‌ முறை ௦ கட்‌ 117 


அத்துயாயம்‌ 1& 
தொடர்முறைத்‌ தீர்வு. ஃபுரோபினியசின்‌ முறை 


94. பரீட்சைத்‌ இர்வின்‌ ஃபுரோபீனியஸ்‌ வடிவம்‌. சுட்டி-சார்‌ சமன்பாடூ ஒக 128 
95. வகை 7 சுட்டிசார்‌ சமன்பாட்டு மூலஙகள்‌, சமமின்றி முழுவெண்ணல்லாக்‌.... 
கணியத்தால வித்தியாசப்‌ டு0 க ல்‌ 124 
96. தொடரின்‌ ஒருங்கற்‌ பிரதேசத்திற்கும்‌, வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுக்‌ குண 
கஙகளின்‌ தனிச்‌ சிறப்புகளுககும்‌ உள்ள தொடர்பு .. ப 12 
97. வகை 1] சுட்டிசார்‌ சமன்பாட்டு மூலங்கள்‌ சமமாகும்‌. ப ழ்‌ 127 


98. வகை 1] த இன குணகத்தை முடிவில்லாத தாக்குமாறு சுட்டிசார்‌ சமன்‌ 
பாட்டு மூலககள்‌ ஒரு முழுவெண்ணால வித்தியாசப்படும்‌ ட்‌ 129. 


99. வகை 17 ஒரு குணகம்‌ தேராததாகுமாறு சுட்டிசார்‌ சமன்பாட்டு மூலங்கள்‌ 
ஒரு மூழுவெண்ணால்‌ வித்தியாசப்படும்‌ ல்க க்‌ 131 
100. இம்முறை பயன்படாத சல வகைகள்‌. ஒழுங்கான தொகைமீடுகள்‌ இலலை 
அத்‌இயாயம்‌ 13 இல்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ (அதிபரபெருக்கற்றொடரும்‌ 
அதன்‌ இருபத்தி நாலு தீர்வுகளினதும்‌ குறிப்புகளுடன்‌) த 133 
அத்தியாயம்‌ & 


பிக்காட்‌, கோடு, ஃபுரோபீனியஸ்‌ ஆ௫யோரின்‌ 
உண்மைத்‌ தேற்றங்கள்‌ 


01. பிரனசி இயல்பு ன்‌ ன ம 137 
102. பிககாட்டின்‌ பின்னடும்‌ அண்ணளவாக்க முறை க ட 198 
103-105. கோசியின்‌ முறை .. ட ன 140 


106-110. ஃபுசோபீனியசன்‌ முறை. மூடிலில்லாத தொடர்‌ ஒன்றை ஒரு பர 


மானம்‌ குறித்து வகையிடல்‌ ர்‌ ்‌ கர 144 
அத்யாயம்‌ 30 
மூன்று மாறிகள்‌ கொண்ட சாதாரண வகையீட்டுச்‌ 
சமன்பாடுகளும்‌ ஒத்த வளையிகளும்‌ பரப்புக்களும்‌ 
111. இவ்வத்தியாயத்தில உளள சமன்பாடுகள்‌ வளையிகளினதும்‌ பரப்புக்‌ 
களினதும்‌ இயல்புகளை விளக்குகினறன. க்‌ டச்‌ 151 
112. ே/1? 63/09 -- 02/7? என்னும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடுகள்‌, ௦ 121 
115. பெருககேளிு உபயோகம, த கன க 153 


13. ல்‌ ்‌்‌ 
44. முதலாவது உதவி கொணடு இரண்டாவது தொகைமீட்டைக்‌ காண்டல்‌. 194 


115. பொதுத்‌ தொகையீடுகளும்‌, விசேட தொகையீடுகளும்‌, , ட 
116. 2 க2--90--282--0 என்னும்‌ சமன்பாட்டின்‌ கேத்‌ திரகணித 
விளககம்‌. ட ன க ப இழ 


117. இச்சமன்பாடு தொகையிடத்தகுமிடத்து, தொகையிடற்கான முறை க 


118-119. இத்தகைய சமன்பாடுகள்‌ பவட பு வேண்டிய, போதிய 


நிபந்தனை ட ச ்‌ க்‌ 

120. தொகையிடத்‌ தகாச்‌ சமன்பாட்டிற்‌ கேத்திரகணித ரீ பர்த்‌ முக்கயத்‌ 
்‌ தவம்‌ * ௩௩ ௩ஓ ௩* 
அத்தியாயம்‌ 1 இ பலலினப்‌ பயிற்சிகள்‌ ௨ த்‌ 


அத்துயாயம்‌ 11 


முதல்‌ வரிசைப்‌ பகுகஇ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌, 


குறிப்பிட்ட முறைகள்‌ 


121-122. இவ்வத்தியாயத்தில்‌ கேத்திரகணித நோககமுள்ள சமன்பாடுகள்‌ 
123. லரொஞசியின்‌ எஏகபரிமாணச்‌ சமனபாடு॥ அதன்‌ கேத்திரகணித 
முறை விளக்கமும்‌ உக ன கக 
124. பொதுத்‌ தொகையீடு பற்றிய பகுப்பு ஆராய்வு ம சன்‌ 
125. வலிசேடத்‌ தொகையீடுகள. எம்‌. ஜே. எம்‌. ஹில்‌ இன்‌ முறைப்படி அவை 
களைப்‌ பெறுவதழ்கு உதாரணஙகள உச உ 


196-197. ௩ சாராமாறிகள்‌ கொண்ட 5 எகபரிமாணச்‌ சமன்பாடு .. பழ 


198-129, ஏகபரிமாணமல்லாச்‌ சமனபாடுகள்‌. “நியமம்‌. £ என்பன மட்டுமே 


தோனறும்‌ ப உ உச உட 

130. தப 17. ஐ, ர,2 என்பன மட்டுமே தோன்றும்‌ து . ழ்‌ 

131. நியமம்‌ 17. ரீக, ற)மிமு,ர) .. த ப்‌ 
139. நியமம்‌ 117. இளெரோவின்‌ வடிவத்திறகு ஒப்பான த வகைமீட்டுச்‌ 

ட்‌ சமனபாடுகள்‌ ச உச உட உட 


188-135. தனிச்சிறப்புத்‌ தொகையீடுகள்‌, பொதுத்‌ தொன்னிம்ந்தள்‌ ஆஇியவை 
களும்‌ அவைகளின கேததிர கணித முக்கியத்துவமும்‌, சிறப்பியலபுகளும்‌ 


186.” எகபரிமாணச சமனபாட்டின இறப்புக்கள்‌ ்‌ ட 
4 அ.தஇயாயம்‌ 2611 இல்‌ பலவினப்‌ பயிறசிகள்‌ (இருமைக்‌ கோட்பாடு பற்றிய 
குறிப்புடன்‌) த்‌ ப உக க்‌ 


அத்தியாயம்‌ 20111 


முதல்‌ வரிசைப்‌ பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


பொது முறைகள்‌ 


137. சர்ச்சிக்க வேண்டிய முறைகள்‌ ல ட ஒக 
988-189. சாப்பிற்றின்‌ முறை கக ௦ ௩௧ 


156 


156 
157 


156 


161 
109 


166 
167? 
169 


171 
172 


174 
174 


179 


180 


162 


183 
ர்ட்ம 


071 


140-141. மூன்று அல்லது மூனறுக்கு மெற்டட்ட சாரா. மாறிகள்‌. யக்கோபியின்‌ 
முறை. உச ௫ உ 
142. ஒருங்கமை பகுதி வகையீட்டுச சமன்பாடுகள்‌ 2 எதி 


௪௫ 


அத்தியாயம்‌ 3111 இல பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 


அத்தியாயம்‌ 447 
இரண்டாம்‌. வரிசையிலும்‌ அதனிலும்‌ உயர்ந்த 


வரிசையிலுமுள்ள பகுஇ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


143. எடுததக்‌ கொளள வேண்டிய வகைகள்‌ 
144. கணாஸணிப்பால தொஃ.கயிடததகு சமன்பாடுகள்‌. எதேச்சைச்‌ சார்புகளை 
கேத்திரகணித நிபந்தனைகளை* கொண்டு கணித்தல 


345-151. மாறாக்‌ குணகஙகள்‌ கொண்ட எகபரிமாண பகுதி வகையீட்டூச்‌ சமன 
பாடுகள்‌ 


162-153. நீககல்‌ பற்றிய உதாரணங்கள்‌, மொகசின்‌ முறைகளுக்கான ஆரம்பம்‌. . 
154. ரட்ட 11 77 எனபதை மொகின்‌ முறையிலே தொகையிடல்‌ 


755. 9-ட்டிச-ட் 1-1 (7 ரர ௪5) 17 எனபதை மொங்கின்‌ மூறை 
யிலை தொகையிடல ம்‌ ப 


156-157. மத்திய தொகையீடுகள்‌ ஆக்கல 
158. மேலும்‌, மத்திய தொகையீடுகளை தீ தொகையிடல்‌ 
அத்தியாயம்‌ 777 இல பலகினப்‌ பமிற்சிகள (சலாகை, கயிறு, மென்றகடு 


அூியவற்றின அதிர்வுகளும்‌, அழுததம்‌ முதலியனவற்றிற்கான 
குறிப்புகளுடன்‌) .. வ ன்‌ ௦ 


அத்துயாயம்‌ &?/ 
பலவின முறைகள்‌ 


159. சர்ர்சிக்க வேண்டிய முறைகள்‌ ம 
60. தனிச இறெப்புத்‌ இரவுக்‌ கொள்கையில்‌ சல வில்லங்கங்கள்‌ 
161. பிரித்துக காடடிகள, குறிப்பிட்ட &ர்வுகள்‌, வரைப்பாடுகள்‌ 
162. நிககாற்றியின சமன்பாடு உ 


163. இரண்டாம்‌ வரிசை ஏக..ரிமாணச்‌ சமன்பாட்டுககு ஒடுக்கல்‌ 


164. றிக்காறறியின்‌ சமனபாடு ஒன்றின்‌ எவையேஷூம்‌ நாறு 1 கறியபிப்‌. 
தொகையீடுகளின்‌ குறுக்கு விதம்‌ ௨ ஐச்‌ சமது 


165. மூன்று குறிப்பிட்ட தொகையீடுகள தெரியப்படுமிடத்து தீர்த்தல்‌ முறை. . 
166. இரு குறிப்பிட்ட தொகையீடுகள்‌ தெரியப்படூமிடத்து தீர்த்தல்‌ முறை 
107. ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையீடூ தெரியப்படுமிடத்து தீர்த்தல்‌ முறை 


187 
191 
194 


196 


196 


197 
201 
206 


214 


218 
218 
221 
229 
229 


230 
280 
ட 
231 


168. 


169. 
170. 


171. 
172. 
173. 
174. 
175. 
176. 
ந்த 
178. 
179. 
180. 
181. 
183. 


72 ரீ£- 1282-0 என்னும்‌ மொத்த வகைமீட்டுச்‌ சமனபாட்டைத்‌ 
தொகையிடுதற்கு இரு முறைகள்‌ .. 2 க்‌ 

ஏகவினச சமன்பாடுகளின்‌ தொகையமீட்டுக்‌ காரணி 

மேயரின்‌ முறை 

இரணடாம்‌ வரிசை எகபரிமாண வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 

ஒழுஙகான தொகைமீடூகள்‌ 

ஃபூசின தேறறம்‌ ட்‌ 

சாதாரண புள்ளிகளும்‌ தனிச்‌ சிறப்புப்‌ புள்ளிகளும்‌ மல்‌ 

ஃபூசின்‌ வகைச சமன்பாடுகள ல ழ்‌ த 

சிறப்பியலபுச ௪ட்டி 

செவ்வன்‌ தொகையீடகளும்‌, உபசெவ்வன்‌ தொகையீடுகளும்‌ க 

௮ இரகினற இழைகளின சமனபாடு .. 

அலைச சமன்பாட்டில குறிப்பிட்ட தீர்வுகள்‌ 3 த ௨ 

புவசோனின்‌ (அல்லது இலியூவிலின பொதுத்‌ இரவு) 

எண்‌ அண்ணளவாக்கம்‌. அடம்சின முறை 


பிரிவுகள்‌ 90-93 ஆயேவற்றின முறைபறறி நிமிசின விரிவு 


பின்னிணைப்பு & 
28-- 2784-0 எனனும்‌ சமனபாடு ண்ட ப 
போதிய நிபந்தனை ட ள்‌ 


பின்னிணைப்பு 


வி?சட தொகையீடுகள்‌ இலலாத ஒரு சமனபாடு 
ர 


பின்னிணைப்பு 0 
பிரிவு 140 இல்‌ உள்ள யக்கோபியின முறையால்‌ பெறப்படும்‌ சமன்பாடு 
எபபொழுதும்‌ தொகையிடத்தகும்‌. ல 


ன க து 
பின்னிணைப்பு 1) 
கூடுதலாகப்‌ படிததற்குக்‌ குறிப்புக்கள்‌ 
முழுப்‌ புத்தகத்திலும்‌ பலலினப்‌ பமிற்கெள்‌ (வரையறுத்த தொகை 
யீடுகளாலான ஜீர்வூ, அணு கோட்டுத தொடர்‌, வொன்ஸ்கியன, யக்‌ 
கோபியின கடைப்பெருகச, முடிவுளன விததியாச சமனபாடுகள்‌, ஹமி 
லற்றனின இயச்கலிடற்‌ சமனபாடுகள, ஃபூககோல்ற்றின்‌ ரசல்‌, 
டு தனின எல்லணமை .நசயவறறின குறிப்புக்களுடன ல்‌ 


பயிந்டு வினாக்களுக்கு விடைகள்‌  .. ௨ சக 
எல்லைப்பட்ட தர்வுகளுக்குக்‌ ரசூறிப்பு .. 


சுட்டி ௦ ன வ்‌ ன்‌ 


1 
பகர்‌ 
1 
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வரலாற்‌ று முன்னுரை 


வகைமீட்டு, தொகையமீட்டு நுண்கணிதம்‌ கண்டு பிடிக்கப்பட்டதும்‌, அதன்‌ 
இயற்கைப்‌ பின்‌ தொடர்ச்சியாக, வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுக்‌ கல்லி ஆரம்‌ 
பித்தது. எனினும்‌ 11 வருடங்களின்‌ பின்பே 1065 இல்‌: 'நியூற்றன்‌ 
என்பார்‌, வகையீட்டு நுண்கணிதத்தில்‌ பாயல்‌ வடிவத்தைக்‌ கண்டுபிடித்‌ 
தார்‌. பின்னர்‌ 11 வருடங்களுக்குப்‌ பின்பே, அதாவது, 1676 இல்‌ முடி 
“லில்‌ தொடரொன்றைப்‌ பயன்படுத்தி, ஒரு வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டிற்குத்‌ 
இர்வு சண்டார்‌, எனினும்‌, லைபினிற்ஸ்‌ என்பாரின்‌ ஆராய்ச்சிமிலே வகை 
(பீட்டூச்‌ சமன்பாடு முதன்‌ முதலாக 1698 இற்‌ பயன்படுத்தப்படும்‌ வரை 
்‌ இம்முடிபுகள்‌ ப௫ரங்கமாக்கப்படலில்லை (லைபினிற்சின்‌ வகையீட்டு நுண்‌ 
கணித விளக்கம்‌ 1684 இல்‌ வெளியாக்கப்பட்டது). 

இது அடுத்த சில ஆண்டுகளில்‌ விரைவாக முன்னேற்றம்‌ அடைந்தது. 
1694-97 இல்‌ பேணூலி என்பவர்‌ “ மாறிகளை வேறுக்கல்‌ “” முறையை 
விளக்கி, முதல்‌ வரிசையிலுள்ள ஏகவின வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டை, மாறி 
கள்‌ வேறாக்கத்தகு சமன்பாட்டிற்கு எவ்வாறு ஒடுக்கலாம்‌ எனக்‌ காட்டினார்‌. 
நிமிர்கோணக்‌ கடவைப்‌ பிரசினங்களுக்கும்‌ இம்நுறைகளைப்‌ பயன்படுத்தி 
னார்‌. அவரும்‌ ( பேணூலியின்‌ சமன்பாடு ” என்னும்‌ பெயரீட்டுக்குக்‌ 
காரணமாகய) அவரின்‌ சகோதரர்‌ யேக்கப்‌ என்பாரும்‌ தீர்க்கக்கூடிய வடிவங்‌ 
களுக்குப்‌ பெருந்தொகையான வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளை ஒடுக்கினர்‌. 
தொகையீட்டுக்‌ காரணிகளை லைபினிற்சே வழங்கனார்‌ எனக்‌ கொண்ட 
'போதிலும்‌ ஒயிலர்‌ (1784), வேபான்ரேன்‌, இளாறோ என்போரால்‌, தனித்‌ 
தனியாக ஒரு வேளை' அவை கண்டுூபிடிக்கப்பட்டிருக்கலாம்‌. லைபிற்ஸ்‌ 
(1694), புறாக்‌ தெயிலர்‌ (1715) என்போராற்‌ கவனிக்கப்பட்ட தனிச்‌ சிறப்புத்‌ 
இர்வுகள்‌, இளேறா (1784) என்னும்‌ பெயரோடு பொதுவாக அனழைக்கப்படூ 
இன்றன. லூராஞ்சியால்‌, 1774 இற்‌ கேத்திர கணிதக்‌ கருத்துக்கள்‌ தரப்‌ 
பட்டன. ஆனால்‌, தற்கால வடிவிலுள்ள கொள்கை, பல வருடங்களுக்குப்‌ 
பிறகு கெயிலி (1872), 14. 0. 14. ஹில்‌ (1885) என்போராலே தரப்பட்ட 
தாகும்‌, 

மாறாக்‌ குணகங்களைச்‌ கொண்ட, இரண்டாம்‌ அல்லது மேல்‌ வரிசைக்ளி 
லுள்ள வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளைத்‌ தீர்க்கும்‌ முதலாவது முறைகள்‌ ஒயி 
லராலே தரப்பட்டவை. துணைச்‌ சமன்பாடுகள்‌ சம மூலகங்களைக்‌ கொள்ளும்‌ 
வகை பற்றி தலம்பெயர்‌ எடூத்தாண்டுள்ளார்‌. குறிப்பிட்ட தொகைமீட்டைக்‌ 
காணும்‌ குறியீட்டு முறைகளுட்‌ சில, ஏறத்தாழ நூறாண்டுகளுக்குப்‌ பின்‌ 
னரே லொபாற்றோ (1835), பூல்‌ (1857) என்போரால்‌ தரப்பட்டுள்ளன. 

முதல்‌ முதலாகக்‌ கவனித்த வசையீட்டுச்‌ சமன்பாடானது, ஒர்‌ அதிரும்‌ 
இழையின்‌ வடிவத்தைத்‌ தந்தது. இரண்டாம்‌ வரிசையிலுள்ள இச்சமன்‌ 
பாடு, ஒயிலர்‌, தலம்பெயர்‌ என்பவர்களால்‌ 1747 இல்‌ ஆராயப்பட்டது, 


175 


இச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வை லூராஞ்சி பூர்த்தி செய்ததோடு, 1772-1785 
வரை பல கட்டூரைகளிலும்‌ முதல்‌ வரிசைப்‌ பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடு 
களை எடுத்தாண்டுமுள்ளார்‌. மேலும்‌, அவர்‌ ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாட்‌ 
டின்‌ பொதுத்‌ தொகையீட்டைத்‌ தந்தும்‌, சமன்பாடு ஏகபரிமாணமாகா 
விடத்துச்‌ சாத்தியமாகும்‌ பல்வேறு வகைத்‌ தொகையீடுகளை : வகுத்தும்‌ 
உள்ளார்‌. ்‌ 

இக்கொள்கைகள்‌ இன்னும்‌ முற்றுப்‌ பெறாத நிலையிலேயே இருக்கின்‌ 
றன ; அண்மையில்‌ கிறிஸ்ரல்‌ (1897) ஹில்‌ (1917) என்போரும்‌ இவை 
பற்றிய கருத்துக்களைத்‌ தந்துதவினர்‌. முதலாம்‌ வரிசைப்‌ பகுதி வகையீட்‌ 
டச்‌ சமன்பாடுகளுக்குரிய வேறு முறைகள்‌ சாப்பிற்‌ (1784) யக்கோபி 
- (1830) என்போரால்‌ தரப்பட்டன. உயர்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடுகளுக்குரிய மிக 
முக்கியமான ஆராய்வுகள்‌ லப்புளாஸ்‌ (1778), மொஞ்‌ (1784) அம்பியர்‌ 
(1814), டாபூ (1870) என்பவர்களாற்‌ செய்யப்பட்டன. 


ஏறக்குறைய 1800 இல்‌, வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுப்‌ பாடமானது, ஒரு 
முடிவுள்ள தொகையான தெரிந்த சார்புகளை (அல்லது அவற்றின தொகை 
யிடுகளை) கொண்ட வடிவத்தில்‌ தன்‌ இர்வுள்ளதாய்‌ தொடக்க நோகூலும்‌ 
இலாறுள்ள அதே நிலையிலிருந்தது. “ஆரம்பத்தில்‌, ஒவ்வொரு வகையீட்‌ 
ரச்‌ சமன்பாட்டையும்‌ இதே முறையாலே தீர்க்கலாமெனக்‌ கணிதர்கள்‌ நம்‌ 
பினர்‌. ஆனால்‌ அதுவும்‌ ஐந்தாம்‌, அல்லது மேலதிகப்‌ படியிலுள்ள பொது 
அட்சாகணிதச்‌ சமனபாட்டைத்‌ தீர்த்தற்கு முற்காலக்‌ கணிதர்கள்‌ எத்த 
னித்து அடைந்த தோல்வி போலாயிற்று, இப்பொழுது இப்பாடமானது 
சார்புக்‌ கொள்கையுடன்‌ நெருங்கே உறவுடையதாய்‌ உருமாற்றம்‌ பெற்‌ 
௮ுள்ளது. 1888 இல்‌ கோஷி என்பவர்‌, வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடொன்றிலி 
ருந்து பெறப்படும்‌ முடிவில்‌ தொடரானது ஒருங்குமெனவும்‌, இதன்‌ காரண 
மாக, சமன்பாட்டைத்‌ திருப்இப்படுத்தும்‌ சார்பொன்றை வரையறுக்கும்‌ 
எனவும்‌ நிரூபித்துள்ளார்‌. ஒருஙகற்‌ பிரசினங்கள்‌, (இவை பற்றிய பரி 
சோதனைகள்‌ முதன்முதலாகக்‌ கோஷியினால்‌ தரப்பட்டன); வகைமீட்டுச்‌ 
சமன்பாட்டுப்‌ படிப்பின்‌ இரண்டாம்‌ கட்டத்து ஆராய்ச்கெள்‌ எல்லாவற்றிலும்‌ 
மூதலிடம்‌ பெற்றன. இதன்‌ காரணமாகப்‌ பாடம்‌ சூக்குமமாதி விடுவதோடு 
மாணவனின்‌ இரஃப்புக்கு அகப்படாமற போய்‌ விடுவது கவலைக்குரியது. 
முதற்‌ காலத்தில்‌ சமன்பாடுகள்‌ யாவும்‌ தம்மளலிலே எளியவையாயும்‌ 
இவ்வேலையின ஆரம்ப நோக்கமான -பொறிமியல்‌, பெளதிகவியல்களோடு 
நெருங்கிய தொடர்பு கொண்டு படிக்கப்பட்ட னவாயும்‌ உள்ளன. 
.  கோஷியின்‌ இவ்வாராய்ச்சிகள்‌ 184 இல்‌ பிறியோ (ல்‌) பூக்கே 
(மீர்‌) எனபவர்களால்‌ தொடாந்து ஆராயப்பட்டன. பின்னரும்‌ 
ணைன வர்கிவ கரா என்னும்‌ புதிய முறையொன்று பிக்காட்‌ (1890) 
பண்பாக தரப்பட்டுள்ளது. ஃபுஷ்‌ (1866) ஃபுறோபீனியஸ்‌ (1878) 
என்போர்‌, மாறுங்‌ குணகங்களைக்‌ கொண்ட இரண்டாம்‌ வரிசை மேல்வரிசை 


எகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகளை ஆராய்நதனர்‌. லையின்‌ தொடர்‌ கூட்டக்‌ 


ட ரர 
கொள்கையானது 1884 இலிருந்து தொட்ர்பில்லாதன போன்று தோற்றும்‌ 
முறைகளுக்கிடையேயான ஒற்றுமையை வெளிப்படுத்துன்றது. உஷிவாஸ்‌ 
கிளையின்‌, கோசாற்‌ என்போர்‌, வரைபு முறைக்கருத்துக்களைப்‌ புகுத்தி, தம்‌ 
வேலையின்‌ விளக்கத்தை : எளிதாக்கியுள்ளனர்‌. வாடா (1917) என்பாரின்‌ 
அண்மைக்‌ காலத்து வெளியீடொன்று, பிக்காட்‌, புவன்காரே ஆ௫யோரின்‌ 
முடிபுகளுக்கு ஒரு வரைபுமுறை வகைக்குறிப்பைத்‌ தந்துள்ளது. ரங்கே 
யும்‌ (1899), மற்றோரும்‌ எண்முறை ௮அண்ணளவாக்கங்கள்‌ பற்றி ஆராய்ந்‌ 
துள்ளர்‌. ்‌ 

மேலதிகமான வரலாற்றுக்‌ குறிப்புகள்‌ இந்‌. நாலில்‌ உரிய இடங்களிற்‌ 
காணப்படும்‌. கூடுதலான விபரங்களுக்கு றவுஸ்‌ போலின்‌ * கணிதத்தின்‌ 
கூறு வரலாறு * என்னும்‌ நூலைப்‌ பார்க்க. 


அத்தியாயம்‌ 1 . 


முன்னுரையும்‌ வரைவிலக்கணங்களும்‌ நீக்கல்‌ வரைபு 


வகைக்குறிப்பு ' 
1. வகைமீட்டுக்‌ குணகங்களோடு சம்பந்தப்பட்ட 
க உ வற்றி, ப ப பபப பப வ ல்லல வ வடட உஉஉ௰ உ ௨௪ (1) 
2 (0201 ட்‌ ஜன தண ர அட்லர்ப்ர (2) 
|! ள்‌ (1-3 ரப தங்ணிங்ணினாம்‌ (3) 
ற பது: ன லத டவ ன்றத்ம்‌ (4) 
வ விபட படுதல்‌ வ லதல திக வத அரகர (௮) 


என்பன போன்ற சமன்பாடுகள்‌ வகையீ .டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ எனப்படும்‌. 


(1) (2) (8) (4) என்னுஞ்‌ சமன்பாடுகளில்‌ ௨ ஆனது சாராமாறியும்‌ 
9 ஆனது சார்மாறியுமாகும்‌. (5) இல்‌ ௨, $ என்பன இரு சாராமாறி 
களும்‌ 3 என்பது சார்மாறியுமாகும்‌. ்‌ 


2. அட்சரகணிதம்‌, கேத்திரசணிதம்‌, பொறியியல்‌, பெளதிகவியல்‌ இர 
சாயனவியல்‌ ஆகியவற்றின்‌ பல பிரசினங்களில்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
எழும்‌. இத்‌. நூலிற்‌ பல்வேறு இடங்களில்‌ இவற்றின்‌ உதாரணங்கள்‌ தரு 
வோம்‌; இவை நீக்கல்‌ தொடுதகவு. விளைவு, சூழிகள்‌, பொறியியற்‌ 
'ஜொகுதிகளினதும்‌. மின்னோட்டங்களின தும்‌ அலைவுகள்‌, வளைகவின்‌ கூனல்‌, 
வெப்பக்‌ கடத்தல்‌, கரைப்பான்்‌௧வின்‌ பரவல்‌, இரசாயவத்‌ காக்கவேகம்‌ 
ஆயைவற்றிற்கும்‌ வேறும்‌ இவ்வாறுள்ளவற்றிற்கும்‌ பிரயோகமுடையன்‌. 

3. ஒரு சாராமாறியை மட்டுங்‌ கொண்ட (1), (2), (9), (4) எல்லும்‌ 
வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ சாதாரண வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ எனப்‌ 
படும்‌. 

இரண்டு அல்லது இரண்டிற்கு மேற்பட்ட சாராமாறிகளையும்‌ ௮அவற்றைஃ 
குறித்துள்ள பகுதி வசையீட்டுக்‌ குணகங்களையும்‌ கொண்டுள்ள (6) 
போன்றன பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளெனப்படும்‌. 
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2 வ கையீட்டச்‌ சமன்பாடுக௱ 


. இரண்டாம்‌ வகையீட்டுக்‌ குணகத்தையேயன்றி வேறு ௨உயர்வரிசையி 
லுள்ள யாதொன்றையும்‌ கொண்டிராத (1) போன்ற சமன்பாடு இரண்‌ 
டாம்‌ வரிசையிலுள்ளதெனப்படும்‌. (4) என்பது முதலாம்‌ வரிசையிலும்‌ 
(3), (6) என்பன இரண்டாம்‌ வரிசையிலும்‌ (2) என்பது மூன்றாம்‌ வரிசை 
யிலும்‌ உள்ளன. 

சமன்பாடு, வகையீட்டுக்‌ குணகங்களைப்‌ பொறுத்தவரை விூதழுறு முழு 

வெண சமன்பாடாக்கப்படுமிடத்து மிகவுயர்ந்த வசையீட்டுக்‌ குணகத்தின்‌ 
படி சமன்பாட்டின்‌ படி யெனப்படும்‌. ஆயின்‌ (1), (2)) (4, (6) என்பன 
முதற்படியைச்‌ சேர்ந்தவை. 

(9) ஐ விததழுறச்‌ செய்தற்கு அது வர்கக்கப்படல்வேண்டும்‌. ஆயின்‌ 
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ர்‌ 
க என வர்க்டிக்கக்‌ இடைப்பதால்‌ இச்சமன்பாடு இரண்டாம்‌ படியிலுள்ள து 


படியின்‌ இவ்வரைவிலக்‌கணம்‌ ௨ அல்லது 3 என்பது விகிதமுறுவ 


தாகவே முழுவெண்ணாகவோ வரவேண்டியதில்லை என்பதைக்‌ கவனிக்க. 
வேண்மயவிடத்து வேறு வரைலிலக்கணங்கள்‌ தரப்படும்‌. 

&. நீக்கலால்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளை ஆக்கல்‌. 

நீக்கற்பிரசினம்‌ இப்போது எடுத்துச்‌ சந்திக்கப்படும்‌ ;) எனெனில்‌ ஒரு 
வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடு எவ்லினத்‌ தீர்வை எடுக்கும்‌ என்பது பற்றி இது 
எமக்கு ஒரு கருத்தைத்‌ தரும்‌. 

சாதாரண வகைமீட்டுர்‌ சமன்பாடுகளை ஆக்கலால்‌ எதேச்சை மாறிலிகளை 
நீக்கும்‌ சில உதாரணங்களை இப்போது தருவோம்‌. பின்னர்‌ (அத்தி 
யாயம்‌ 17) எதேச்சை மாறிலிகளை அல்லது எதேச்சைச்‌ சார்புகளை நீக்க 
லால்‌ பகுதி வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளை ஆக்கலாமெனக்‌ காண்போம்‌. 

5. உதாரணங்கள்‌ 

1) எனிய இசை இயக்கச்‌ சமன்பாடாகிட ஐ-.4 கோசை (1-௨) 
எனபதை எடுக்க, 4, ௨ என்னும்‌ எதேச்சை மாறிலிகளை நீக்குவோம்‌. 

02 , 

வகையிட, க றி சைன்‌ (ஐர-௦, 


றை ர ட ன்‌ 
து 25.8 கோசை (றர ௦0) .- நஜ, 
டண ள்‌ மிர 
ஆயின்‌, இரண்டாம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடாகிய த்‌ ற£உ என்பதே வேண்‌ 
டிய முடிபாகும்‌; இதன்‌ கருத்து ஆர்முடுகல்‌ உற்பத்தியிலிருந்துள்ள 
தூரத்தைப்‌ போல்‌ மாறுமென்பதே. 


பம்‌ 


நீக்கல்‌ 


(4) ஈற்று முடிபிலிருந்து ஐ யை நீக்குக. 
ம டா 


மீண்டும்‌ வகையிட, த மர 


அவசரக்‌ 


ற [மீ 
அக்மல்‌ 7, 3 


மத 
ரி! நீ - சிலது (ஈற்று முடிபிலிருந்து). 
மந மல்லல்‌ ணட 
பெருக்குமிடத்து ௪-- 78 “மு என்னும்‌ மூன்றாம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடு 
பெறப்படும்‌. 


(14) ௨- அச்சை அச்சாகவுள்ள பரவளைவுகள்‌ எல்லாவற்றின்‌ வகையீட்டுச்‌ 
சமன்பாட்டையும்‌ ஆக்குக. அத்தகைப்‌ பரவளைவொன்று, வடிவம்‌ 
்‌ 4௨ (2-4) 
இல்‌ சமன்பாடு உடையது. இருமுறை வகையிட, 


ரீ] 
அல்லது, 29 4௫, 
ர 
37722, 
னன்‌ 259 725 பலர்‌ ! 
என்பதும்‌, இரண்டாம்‌ வரிசையிலுள்ள 3 கட்‌ கன்‌ 50 என்பதும்‌ பெற்‌ 
றோம்‌, 
பயிற்சிகள்‌ 
பின்வரும்‌ சமன்பாடூகளிலிருந்து எதேச்சை மாறிலிகளை நீக்குக : 
யூ 42-10 தட 3 (த) ர--.4 கோரை சைன்‌ 2 
(3) 3 492 ட்‌ மு.க. 
இல ு3௦3 ஆமினட்டவ ன என்பதை நிறுவி இமமுடிபைக்‌ கேத்திரகணிதமுறையாக 
ஸி 1 
விளக்குக. 


ட டு பீ 
(6) ௨உற்பத்திக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ யாதுமொரு நேர்கொட்டுக்கு த என நிறுலி இதன 


கருத்தைக்‌ கூறுக. 
யு 

ூ யாதுமொரு நேர்‌ கோட்டுக்கு 2௮0 என நிறுவுக, இதன்‌ கருத்தைக்‌ கூறுக; 

6. % எதேச்சை மாறிலிகளை நீக்கற்கு (பொதுவாக) ௩ ஆம்‌ வரிசைச்‌ 
சமன்பாடூ வேண்டும்‌. : 

படிப்போன்‌ பிரிவு 5 இலுள்ள உதாரணங்களிலிருநது தானாகவே இம்‌ 
முடிபுக்கு வநதிருக்கலாம்‌. % எதேச்சை மாறிலிகளைக்‌ கொண்ட ஒரு. 
சமன்பாட்டை % முறை வகையிடுவோமாயின்‌ எல்லாமாக (௩-1) சமன்‌ 


ட்‌ வகைய்‌ட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


பாடுகள்‌ பெறுவோம்‌ ; இவற்றிலிருந்து % மாறிலிகளும்‌ நீக்கப்படலாம்‌. 
முடிபு ௩ ஆம்‌ வகையீட்டுக்‌ குணகத்தைக்‌ கொண்டிருத்தலால்‌ அது ௩ 
ஆம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடாகும்‌. 

நூலில்‌ இந்‌ நியாயமுறையே வழக்கமாகத்‌ தரப்படும்‌ ; ஆனால்‌ தேறிய மாணாக்கன்‌ இதனிற்‌ 
சில நதொயப்புள்ளிகளைக்‌ கவனிபபான, எவையேனும்‌ %-/- 1 சமன்பாடுகளின இயற்கை எது 
வாமீனும்‌, அவற்றிலிருந்து ௩ கணியஙகள நீக்கப்படலாமென்னுங்‌ கூற்று உண்மையாகாது. 
வேண்டிய போதிய நிபந்தனைகளைப்‌ பற்றிய செப்பமான கூற்று மிகச்‌ சிக்கலாகும்‌. 

சில சமயங்களில்‌ ௩-1 இலுங்‌ குறைந்த சமன்பாடுகள்‌ வேண்டியனவாகும்‌. கண்கூடாகும்‌ 
ஒரு வகை 39/-(&--)2 ; இஙகு சா எதேசசை மாறலிகளும்‌ உண்மையில ஒன்றிற்குச்‌ ௪ம 
வலுவாகுமாறு நிகழும்‌. ட்‌ 

குறைதலாகக கணகூடாகும்‌ ஒருவகை 35--2&ற3- 1௦”. இது உற்பத்‌ இக்கு ஊடாகச்‌ செல்‌ 
லும்‌ இருநேர்‌ கோடுகளைக்‌ குறிக்கும்‌, $--ஈட௰, நல என்க; இவை ஓவ்வொன்றிலுமிருந்து 

ச 0 ட்‌ 
இரண்டாம்‌ வரிசைக்குப்‌ பதிலாக முதலாம்‌ வரிசையிலுள்ள மட்‌ என்பதை எளிதிற்‌ பெறு 
்‌ 2 02 


வோம்‌. மாணாக்கன்‌ தொடக்கச்‌ சமன்பாட்டை வகையிட்டுக்‌ கொண்டு 1 யை நீக்‌ இம்‌ 


முடிபைப்‌ பெறல்‌ வேணடும்‌. இது (ு-274) (3- &ை)-0 என்பதைத்‌ தரும்‌. 

7... % ஆம்‌ வரிசையிலுள்ள சாதாரண வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ 
மிகப்‌ பொதுவான இ$ர்வு ௩ எதேச்சை மாறிலிகள்க்‌ கொள்ளும்‌. 

7 எதேச்சை மாறிலிகள்‌ % ஆம்‌ வரிசை வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டால்‌ 
நீக்கப்படலாமென்னுமாறு நிலைத்தேற்றத்திலிருந்து இது கண்கூடாகு 
மெனத்‌ தோற்றலாம்‌. ஆனால்‌ ஒரு கடு நிறுவல்‌ மிகக்‌ கடினமாகும்‌. 

எனினும்‌, ஒரு வகை;மீட்டச்‌ சமன்பாட்டுக்கு ஐ இன்‌ ஏறு முழு 
வெண்வலுக்கள்‌ கொண்ட ஒருங்கு தொடராக விரிக்கத்தகு தீர்வு ஒன்று 
உண்டெனக்‌ கொள்வோமாயின எதேச்சை மாறிலிகளின தொகை ௩ ஆக 
வேண்டுமென எளிதிற காண்போம்‌. [ஆனஞுல்‌, இவ்வெடூகோள்‌ என்றும்‌ 
உண்மையாகாதென்பதை மாணாக்கன்‌ பின்வரும்‌ அத்‌ தியாயங்களிற் காண்‌ 
பான்‌.] 


டு பட மிர. ப 
உதாரணமாக மூன்றாம்‌ வரிசையிலுள்ளா -5 * என்பதை எடுக்க: 


84 மச 
ற்‌ ளு ்‌ 
2-1 நே2-( பே 44 ட்டன “5... முடிவிலிக்கு எனக்‌ கொள்க. 
ை 1 
ஆயின்‌ வகையீட்டூச்‌ சமன்பாட்டிற்‌ பிர இயிட. 
ட றை ஐ றை ப அதர 
ஃ தரம்‌  தபம்து அணக கவாையதி அ்வாலு டை * ௨, த ததவ ன்பம்‌ ௪௪௪ 


ஆகவே ரூ: ஐ 
0 -- நே 
6 - ஜே - (பூ 


ரு தனம்‌ 9 
3 5 3 $ யு 
ஆகவே 9-டிர்க(சர்த ரத்‌ )/க(ர்சர்க 12 ஃ) 


ு -- உ அசைன்௨--டி(அகோசைஐ-1) ; இது ர, 6, ரூ என்‌ 
னும்‌ மூன்று எதேச்சை மாறிலிசளைக்‌ கொள்ளும்‌. - 
இதேமாதிரி க றட ட்‌ 
7(2 ரி 259... ர்‌ு 
2772 ய்‌. நஜ 1 ூ 
என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டுக்குப்‌ பிரயோடூக்கலாம்‌. 


இயக்கலியலில்‌ வகையீட்டச்‌ சமன்பாடுகள்‌ பொதுவாக இரண்டாம்‌ வரிசை 


ப . --த$-0, என்னும்‌ எளிய  இசையியக்கச்‌ 


யிலுள்ள; ௨-ம்‌. 


சமன்பாடு. வம மாறிலிகள்‌ இல்லாத்‌ தீர்வு பெ றுதற்கு எமக்கு 
இரு நிபந்தனைகள்‌ வேண்டும்‌; இவை தொடக்க  இடப்பெயர்ச்சியையும்‌ 
வேகத்தையுந்‌ தருவனவாகய 7-0 ஆகுமிடத்து. 3, ல்‌ ஆகியவற்றின்‌ 


பெறுமானங்கள்‌ போன்றன. 


8. முற்றிய மூலி, குறிப்பிட்ட தொகையீடு, தனிச்ிறப்புத்‌ ர்வு. 
முழுத்தொகை எ$தேச்சை மாறிலிகளைக்‌ கொண்ட ஒரு வகையீட்டுச்‌ 
சமன்பாட்டின்‌ இர்வு முற்றிய மூலியெனப்படும்‌. 


முற்றிய மூலியிலிருந்து இம்‌ மாறிலிகளுக்குக்‌ குறிப்பிட்ட பெ றுமானங்‌ 
களைக்‌ கொடுத்தலாற்‌ பெறப்படம்‌ யாதுமொரு தீர்வு ஒரு: குறிப்பிட்ட 


. தொகையீடு எனப்படும்‌. 


ஆயின்‌ ள்‌” என்பதன்‌ முற்றிய மூலி 
7----8, அசைன்‌ ஐ-ட ௬ (அகோசை ௪-1), 

அல்லது 4--ஈ--8) அசைன்‌ ஐ-ட் க அகோசை ஐ ; இங்கு 06-00 - ஜே, 

அல்லது 3/--0-- ௧8-06 5, ௩-](௨- 2) ; இங்கு, 6-1(ஆ - கூ. 

முற்றிய மூலியைப்‌ பல முறையும்‌ பல்‌ வேறு (ஆனால்‌ உண்மையில்‌ 
சமவலு) வழிகளில்‌ எழுதலாமென்னும்‌ உண்மையை இது எடுத்துக்காட்டும்‌. 

பின்வருவன, குறிப்பிட்ட தொகையீடுகள்‌: 

9-4, 04, ௮0 என எருக்குமிடத்து ; 

9-5 அசைன்‌ ற, உ-5, ௦-௨-0 என எருக்குமிடத்து ; 

8-0 அகோசை ஐ- 4, ௬-0, ௩0), 6 -&, என எடுக்குமிடத்து ; 
துப சீ, 249, க, 6- - 3 என எடுக்குமிடத்து ; 


6 வகையீட்டு* சமன்பாடுகள்‌ 


அனேக சமன்பாடுகளில்‌ முற்றிய மூலியிலிருந்து எதேச்சை மாறிலிகளுக்‌ 
குத்தக்க பெறுமானங்கள்‌ கொடுத்தலால்‌ ஒவ்வொரு இர்வும்‌ பெறப்பட 
லாம்‌. எனினும்‌, சில புற நடைவகைகளிலே, இவ்வழியிற்‌ பெற முடியாத 
தீர்வு ஒன்றை தனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வு எனப்படும்‌ வழியாற்‌ காண்போம்‌. 
. இவை அத்தியாயம்‌ 71 இல்‌ எடுத்துச்‌ சிந்இக்கப்படும்‌. ர 
பயிற்சி 

பிரிவு 7 இன்‌ முறையால்‌ 


ழ்‌ 
1 கவ ள்‌ 
ப 


த 
(2) கி ன்‌ 


என்பவற்றைத்‌ தர்க்க 
மூ 1 ்‌ 
3) ன்‌. ு - இற்மூ இம்முறை தவறுமெனக்‌ காட்டுக. 
2 ஐ 
[மட உ என்பதை மக$ளோரின்‌ தொடசாக விரிக்க முடியாது.] 
1 ப்‌ 28 ! 
(4) 6 யை நீககலால்‌ $ூ-03-- என்பது தை 4 2 இன்‌ முற்றிய மூலியா எனச்‌ 
6 3 22 


சரி, பிழை பார்க்க, 392-42௨ எனபது இவ்வகைமீட்டுச சமன்பாட்டின்‌ முற்றிய மூலியிலிருந்து 
- பெற முடியாத இடி தீர்வு (அதாவது தனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வு) என்பதையும்‌ வாயட புப்பார்க்க, 

தனிசூறப்புத்‌ ர்வு, முற்றிய மூலியாற்‌ குறிக்கப்படும்‌ கோட்டுக்‌ குடும்பத்தின்‌ சூழியெனச்‌ 
கரட்டேக. இதனை ஒரு வரைபால்‌ விளக்கிக காட்டுக. 


9. வரைபு வஎகக்குறிப்பு. 


இப்போது 55 (ச, ) என்பதன்‌ முற்றிய மூலி குறிக்கும்‌ வளயிக்‌ குடும்‌ 
2 ்‌ 

பத்தின்‌ பொது வடிவத்தை, விடரவாகப்‌ பரும்படியாய்‌ வரையும்‌ முறையை , 
விளக்கும்‌ சில உதாரணங்களைத்‌ தருவோம்‌; இங்கு ரீ, 9) என்பது ௨, 9 ' 
ஆூயவற்றின்‌ முடிவுள்ள பெறுமானச்‌ சோடி ஒவ்வொன்றிற்கும்‌ நிறை 
வாய்‌ வரையறுத்த மூடிவுள்ள பெறுமானமுள்ள த, என்பவற்றின்‌ 
சார்பாகும்‌. 

இக்குடும்பத்தின்‌ வளைமிகள்‌ சமன்பாட்டின்‌ சிறப்பியல்புகள்‌ எனப்படும்‌. 

உ-ம்‌ (1) ௧0 1), 

02 
ட டமி. 2 
இங்கு 59-12 - (20) மு. 


இனி இரணடாம்‌ வகைமீட்டுக்‌ குணகம்‌ நேராகுமிடத்து வளைமியின்‌ குழிவு 
“மேல்‌ முகமாகும்‌. ஆகவே சிறப்பியல்புகள்‌ 8-1 இற்கு மேலே மேன்‌ 
முசமாகக்‌ குழிவாகவும்‌ இக்கோட்டுக்குக்‌ கழே &8ழ்‌ முகமாகக்‌ குழிவாகவும்‌ 


வரைபு வகைர்‌ குறிப்பு 7 


இருக்கும்‌. 2-0 இல்‌ 22௮0 ஆதலால்‌ உயர்வு இழிவுப்‌ புள்ளிகள்‌ 
2-0 இற்‌ கடக்கும்‌. பவ்ம்மு ஒர்‌ அங்கமாகிய 9-1 இன்‌ ௮ண்மை 
யிலுள்ள சிறப்பியல்புகள்‌ தூரத்திலுள்ளவற்றிலுங்‌ கூடுதலாகதீ 
தட்டையாகும்‌. 

இக்கருத்துக்கள்‌ காட்டுவது படம்‌ 1] இற்காட்டிய பொது வடிவத்தைகீ 
குடும்பம்‌ கொள்ளும்‌ என்பதே. 


படம்‌ 1, 


உ-ம்‌ (0) ட்‌ அழு] ச. 


இங்‌ னப 2 ட்சீய _ஏ-122. 


94--௪--0 என்னும்‌ உயர்வு இழிவு வளையியையும்‌ $-4-2௪--0 
என்னும்‌ விபத்து வளையியையும்‌ வரைந்து கொண்டு தொடங்குவோம்‌. 
உற்பத்‌ இக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ சிறப்பியல்பை எடுத்துச்‌ சிந்துக்க. இப்புள்ளி 
யில்‌ இரு வகையீட்டுக்‌ குணகங்களும்‌ நேராதலால்‌ ௪ கூடுதலுற 9 
கூடுதலுற்று வளையி மேன்முகமாய்க்‌ குழிவாய்‌ உள்ளது. இது படம்‌ 2 இல்‌ 
3 எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌ சிறப்பியல்பின்‌ வலக்கைப்‌ பாகத்தைத்‌ தரும்‌. இதன்‌ 
மீது இடபபக்கமாய்ச்‌ செல்வோமாயின்‌ இழிவு வளைமியை அடைவோம்‌. 
. இடைவெட்டூப்‌ புள்ளியில்‌ தொடலி ௨ இறகுச்‌ சமாந்தரம்‌. இதன்பின்‌ 
மீண்டும்‌ ஏறிக்கொண்டு விபத்து வளையியைச்‌ சந்துப்போம்‌. இதனைக்கடத்கு 
பின்னர்‌ சிறப்பியல்பு மேன்முகமாகக்‌ குவிவாகும்‌. அது இன்னும்‌ ஏறும்‌. 

388 56529 (09/3) 


- வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


௫. 
ஞே 5 
௩ 
டே ட 
ட 
படம்‌. 2 


ம்‌ 


படம்‌ காட்டுவது அது மீண்டும்‌ இழிவு வளையியை வெட்டுமாயின்‌ 
தொடலி 0 இற்குச்‌ சமாந்தரமாக முடியாதென்பதே ; ஆகவே அது 
அதனை மீண்டும்‌ வெட்டாது ; ஆனால்‌ அதற்கு அணுகுகோட்டுத்‌ தொடர்பு 
கொள்ளும்‌. ப 

மற்றைச்‌ றப்பியல்புகளும்‌ இதேபோன்ற இயல்பை உடையன. [இம்‌ 
முறை புறோடொக்கி, உவாடா என்பவர்களாலாயது.] 
 வயிற்சிகள்‌. ப 
பின்வருவனவற்றின்‌ சிறப்பியல்புகளைப்‌ பரும்படியாய்‌ வரைக : 


1) ப த (1 2) 
[2) வலர்‌, 


(3) அ ழர்ளி. 


10. தனிச்சிறப்புப்‌ புள்ளிகள்‌. ஈற்றுப்‌ பிரிலிலுள்ள உதாரணங்கள்‌ 
போன்றவை எல்லாவற்றிலும்‌, தளபபுள்ளியொவ்வொன்றிற்கு மூடாக 


2 
ஒரேயொரு சிறப்பியல்பை மட்டுமே பெறுவோம்‌. 72௮0, 23௮0 என்‌ 


ஈு 


வரைபு வகைக்குறிப்பு ., 9 


னும்‌ வளையிகளை . வரைதலால்‌ தொகுதியை எளிதிற்‌ பரும்படியாய்‌ 
வரையலாம்‌. எனினும்‌, (தனிச்ிறப்புப்‌ புள்ளி எனப்படும்‌) ஒரு புள்ளி 
யிலே ஒன்றின்‌ மேற்பட்ட புள்ளிகளிலே (2, 3) ஆனது தேராததாயின்‌ 
இப்புள்ளிகளின்‌ அயலில்‌ தொகுதியைப்‌ பரும்படியாய்‌ வரைதல்‌ பெரும்‌ 
பாலும்‌ மிகக்‌ கடினமாகும்‌. ஆனால்‌ பின்வரும்‌ உதாரணங்கள்‌ கேத்திர 
கணிதமுறையில்‌ பரிகரிக்கப்படலாம்‌. பொதுவாக, ஒரு சிக்கலான பருப்புப்‌ 
பரிகாரம்‌ வேண்டும்‌. 

ட ர 9 த ரா 
உம்‌ டு 7. இங்கு உற்பத்தி ஒரு தணிச்சிறப்புப்‌ புள்ளி. , இச்ச 
மன்பாட்டின்‌ கேத்திரகணிதக்‌ கருத்து ஆரைக்‌ .காலிக்கும்‌ தொடலிக்கும்‌ 
ஒரே படித்திறன்‌ உண்டு என்பதே ; உற்பததிக்கூடாக செல்லும்‌ நேர்கோடு 
களுக்கே இது உண்மையாகும்‌. இவற்றின்‌ தொகை முடிவில்லாமையால்‌ 
இவ்வகையில்‌ தனிச்சிறப்பப்‌ புள்ளிக்கூடாக முடிவில்லாத்‌ தொகைச்‌ சிறப்‌ 
பியல்புகள்‌ செல்லும்‌. 


படம்‌ 3. 
8 ய்‌ 
உ-ம்‌ (1) ல ம்‌ அதாவது ்‌ க 3. 


இதன்‌ பொருள்‌ ஆரைக்காலியும்‌ தொடலியும்‌ தம்பெருக்கம்‌ -1 ஆகு 
மாறுள்ள படித்திறன்கள்‌ உடையன, அதாவது அவை செங்குத்தானவை, 
எனபதே. ஆகவே சிறப்பியல்புகள்‌ உற்பத்தியில்‌ மையமும்‌ யாதும்‌ ஆரை 
யுமுள்ள வட்டங்களாகும்‌. இவ்வகையில்‌ தனிச்சிறப்புப்‌ புள்ளி தன்னண்மை 
யிலுள்ள சிறப்பியல்புகளின எல்லை வடிவமாகிய பூச்சிய ஆரையுள்ள 
வட்டமாகக்‌ கருதப்படலாம்‌ ; ஆனால்‌ முடிவுள்ள பருமன்‌ உள்ள எச்சிறப்‌ 
பியல்பும்‌ அதற்கூடாகச்‌ செல்லாது. 


10 வகையீட்டு* சமன்பாடுகள்‌... 








படம்‌. 4 
உ-ம்‌ (1) (14) கபி 
83 “4 £ 0-8 
2 அதான்‌ 9/2 _ தான்‌ 9 என எழுத தான்‌ டம்‌ 


அதாவது தான்‌ ம்‌--% தான்‌ ம்‌ தான்‌ 9--தான்‌ 09-&, 
தான்‌ 9-தான்மு 
1--தான்‌ 0 தான்‌ ம்‌ 

_அதாவது தான்‌. (9-2)--/(மாறிலி), 
ஆகவே சிறப்பியல்புகள்‌ தனிச்சிறப்புப்‌ புள்ளி (உற்பத்தி) குவியமாயுள்ள 
சமகோணச்‌ சுருளிகளாகும்‌. 


அதாவது 


க்‌, 


படம்‌. 5 


பலவினப்‌ பயிற்டிகள்‌ 11 
இம்மூன்று எளிய உதாரணங்களும்‌ மூன்று வகைகளை எடுத்துக்காட்டும்‌. 
லைசமயங்களில்‌ ஒரு மூடிவுளள தொகைச்‌ சிறப்பியல்புகள்‌ ஒருதனிச்‌ 
இறப்புப்‌ புள்ளிக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌, ஆனால்‌ இதன்‌ உதாரணம்‌ மிகச்‌ 
சிக்கலானதால்‌। இங்கு தரமுடியாது. 


அத்தியாயம்‌ 1 இல்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 


பின்வருவனவற்றில்‌ எதேச்சை மாறிலிகளை நீக்குக ₹ 
(4-.48-8௪-2-00 
2) ஏ4-.4௪2- 2242-1 சே. 


[ பின்னடும்‌ வகையிடலால்‌ பெறப்படும்‌ நாலு சமன்பாடுகளிலிருந்து .4,22,0 என்பவற்றை 
நீக்கற்கு ஒரு துணிகோவை வழங்கப்படலாம்‌ .] ப 


3 4-௪ (4கோசை2-ம சைன்ற). - 


(௮ 4-௦ ௮அகோசை ்‌ (சங்கலியம்‌). 

பின்வருவனவற்றின்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளைக்‌ காண்க ₹ 

(5) நூ அச்சுக்குச்‌ சமாந்தரமான அச்சுக்களுள்ள பரவளைவுகள்‌ எல்லாவற்றினதும்‌ 

(6) ௧ என்னும்‌ ஆரையுள்ள வட்டங்கள்‌ எலலாவற்றினதும்‌ 

(2) உற்பத்‌ இக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ வட்டங்கள்‌ எல்லாவற்றினதும்‌ 

(8) வட்டங்கள்‌ எல்லாவற்றினதும்‌ ( அவற்றின்‌ ஆரைகளோ ௨0 தளத்தில்‌ அவற்றின்‌ 
நிலைகளோ எவையாயினும்‌) [ பயிற்சி 6 இன்‌ முடிபு பயன்படுத்தப்படலாம்‌ ]. 


(9) னம்‌. ப வல்‌ உக ட)௨௨௨௪௧௨௧௪௦௨,ஒ௨ ௧௨௨௨௪௫ ர்க்‌ பப 
டே 


என்பதிலிருந்து 6 யையும்‌ 


த. வ துறு, ப ப யலட்க்ட்டடடக ௨௨௨ ௰௨உஉ௨௨௨௨௭௪ ௬௦௨௮௨௨௩௮௨௪ ௪௬ ர்‌. 
4 [22 (3) 


என்பதிலிருந்து ந யையும்‌ நீக்ப்‌ பெறும்‌ முடிபுகள்‌ ஒவ்வொரு வகையிலும்‌ 


03 ரே 
கர ர. பர்த்வான்‌ 


ஆருமெனக்‌ காட்டுக, 


[ (3) ஐ (1) இதிலிருந்து பெறத்தகுமாதலால்‌ (1) என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டின்‌ முற்றிய மூலி, 
(3) என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டை இருத்இப்படுத்த வேண்டும்‌. இம்மூலி க யையும்‌ ஒர்‌ எதேச்சை 
மாறிலியையுங்‌ கொள்ளும்‌. ஆயின்‌ அது (3) இன்‌ இரு மாறிலிகளைக்‌ கொண்ட ஒரு தீர்வாகும்‌ ; 


12 வகையிீடடூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


6 ஆனது (3) என்னு சமன்பாட்டில்‌ வராமையால்‌ இச்சமன்பாட்டைப்‌ பொ அ௮தீதவரை 
இம்‌ மாறிலிகள்‌ இரண்டும்‌ எதேச்சையாகும்‌. உணமையில்‌, இத்தீர்வு (8) இன்‌ முற்றிய மூலி 
ஆதல்‌, வேண்டும்‌. இதேமாதிரி (2), (3) என்பவற்றின்‌ முற்றிய மூலிகள்‌ ஒன்றாகும்‌. ஆகவே 
(1), (2) எனபவற்றிற்கு ஒரு பொது முற்றிய மூலி உண்டு.] 


0 ப ரீ] 
10 -.. ௮ கன, _ 9 ஆ5- அ 
034 ்‌ ட்தண 


என்பவற்றிற்கு ஒரு பொது முற்றிய மூலி உண்டென நிறுவுதற்கு ஈற்றுப்‌ பமிற்சியிலுள்ள 
முூறையைப பிரயோகிக்க. 
(11) பயிற்சி 9 இனது முதல்‌ இரு சமன்பாடுகளுக்கும்‌ ஒரு பொது முற்றிய மூலி உண்டெனச்‌ 
ர 
கொண்டு ௮தனது2, மாறிலிகள்‌ ஆகியவற்றின்‌ (1) தொடர்பில்‌ ட்‌ இன்‌ பெறுமானங்களைச்‌ 


சமப்படுத்திக்‌ காண்க. அது பயிற்ச 9 இல்‌ (3) ஆவது சமன்பாட்டைத்‌ திருத்‌ தியாக்குமெனச்‌ 
சரி பிழை பார்க்க. 


(12) இதே மாதிரி, பயிற்சி 10 இனது இரு சமன்பாடுகளின்‌ பொது முற்றிய மூலியைப்‌ 
பெறுக. 


௮ 2 -12௪(2) 4௮4 
்‌ அ ல்‌ 
என்னும்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ திருத்திப்படுத்தும்‌ வளையிகளெல்லாம்‌ $ அச்சை 405 
இல்‌ வெட்டுமென நிறுவுக. 
ம்பி 
(12 க) று றை ஐ?ஐத்‌ இருத்திப்படுத்துவதோடு (1, 2) என்னும்‌ புள்ளிக்‌ கூடாகச 
த) 
செல்லும்‌ இரு வளையிகளினது ௨ - அசசுச்‌ சாய்வை இப்புள்ளியிற்‌ காண்க. 


(15, பயிற்சி 14 இல்‌ வரும்‌ வளையிகள்‌ ஒவ்வொனறினதும்‌ வளைவாரை (1,9) என்னும்‌ 
புள்ளியில்‌ 4 என நிறுவுக. 


னே 2 
யீட்ட்ச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ இருத்‌ இியாக்கும்‌ இருவளைமிகள செல்லுமெனவும்‌, ஆனால்‌ இவ்‌ 
வளையித்‌ தொகுதியின சூழியாயமையும்‌ ஒரு குறித்த பரவளைவின்‌ மீதுள்ள யாதுமொரு 
புள்ளியில்‌ இரு வளையிகளும்‌ பொருந்துமெனவும்‌ நிறுவுக. 


ரீ3 ரர டப்‌ 
(16) பொதுவாக யாதுமொரு புள்ளிக்கூடாக, ௨( - | -9---110 என்னும்‌ வகை 


(17) ஒரு புள்ளிக்கூடாக பயிற்சி 16 இல்‌ வரும்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ திருத்திப்‌ 
படுத்‌ தக கொணடு செலலும்‌ இருவளையிகள (1) நிமிர்‌ கோணத்தில்‌ (() 45 இல்‌ வெட்டு 
மாயின்‌ ர்வ ஒழமுககை ஓவவொரு வகையிலும்‌ காண்க. 


(8) ப கர்ல யின்‌ சிறப்பியலபுகளை (புறோடெற்ஸ்தி வாடாவினர்‌ முறையால்‌) பரும்‌ 
படியாய்‌ வரைக. 

ட வடக்‌ அதக்‌ ்‌ ம அழப்‌ 
(19) (4, 3) என்பன மூறையே 3255 32 என்பவற்றைக்‌ குறிக்குமாறுள்ள ன்வரு 
வகையீட்டுச்‌ சமனபாடுகளினது இர்வுகளை (பிரிவு 7 இல்‌ உள்ளது போல்‌) ௨ இன்‌ ஏறு முழு 

வெண்‌ வலுக்கள்‌ கொணட தொடர்முறையிற்‌ பெறுக : 
(1) டூ நு 3-0) (டி எழு எதடது-0 
(14) ஊற; - ஜே, ற௮0 (2) (1 - அடா 3-0) 


ஸூ 6-௧ 0% (1 - ஐ) - 490, 


பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 18 


விடைகள்‌ ₹ 
க ச4 ஜி 2 
(1) சகி(படவ படர்‌. க (11 5 அட்ட ல்‌ 
(1) 9-8) ( ர 24. ௨22 ; ஒர்‌ எதேச்சை மாறிலியையே கொள்ளும்‌. 


இத்தீர்வு முற்றிய மூலியாகாது ; ஏனெனின்‌ இங்கு எடுத்‌.துக்கொள்ளப்படும்‌ வடிவத்‌ திலில்லா 
. வேறொரு தீர்வும்‌ உண்டு (அத்தியாயம்‌ 14) ) 


(ம்‌ ஏ--௨௰-(3 கண; 
(ஈ) ர (1-௧) 7 பல ட ்‌ 
படலம்‌ பம 13 35 7 7! 


(௪) ஹர (11-22-9323...) [பிரிவு 97 ஐப்‌ பார்க்க.] 


அத்தியாயம்‌ 11 
முதல்‌ வரிசையிலும்‌ முதற்‌ படியிலுமுள்ள 


சமன்பாடுகள்‌ 
11. இவ்வத்தியாயத்தில்‌ 
ர 
நூ 720 
என்னும்‌ வடிவத்திலுள்ள ணன்‌ எடுத்துச்‌ சிந்திப்போம்‌ ; இங்கு 
27, 17 என்பன ஐ, 4 என்பவற்றின்‌ சார்புகள்‌. 
இச்சமன்பாடுகள்‌, பலழுறையும்‌ 
1722-- 178/0 
எனச்‌ சமச்சீராக எழுதப்படும்‌. 
இவ்வடிவத்திலுள்ள பொது*்‌ சமன்பாட்டை ஒரு மூடிவுள்ள தொகை 
யான தெரிந்த சார்புகளின்‌ தொடர்பில்‌, தீர்த்தல்‌ இயலாது ; ஆனால்‌ 
இவ்வாறு செய்யக்கூடிய சில விசேட வகைகளை எடுத்துத்‌ தர்க்கப்போம்‌. 
இவ்வகைகளை பின்வருமாறு வகுப்பது வழக்கமாகும்‌ : 
(1) செப்பமான சமன்பாடுகள்‌. ப 
(2) மாறிகளை வேறுக்கலால்‌ தீர்க்கத்தகு சமன்பாடுகள்‌. 
(8) எகலினச்‌ சமன்பாடுகள்‌. 
(4) முதல்‌ வரிசை ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகள்‌. 
இவ்வத்தியாயத்தின்‌ முறைகள்‌ தன்காலத்தில்‌ மிக்க ஊக்கம்‌ ஊட்டும்‌ 
ஆசிரியனாயிருந்த யோன்‌ பேஷாமீ (1667-1748) என்பவராலும்‌ அவரின்‌ 
மாணாக்கனாகய லேனாட்‌ ஓயிலர்‌ (1707-1783) என்பவராலும்‌ ஆயன. 
ஒயிலர்‌ ஆனவர்‌ அட்சரகணிதம்‌, திரிகோணகணிதம்‌, நுண்கணிதம்‌, 
விறைப்பு (இயக்கவியல்‌, நீரியககலியல்‌, வானியல்‌ என்பவற்றிற்கும்‌ வேறு 
பாடங்களுக்கும்‌ பெரும்‌ நன்கொடை அளித்துள்ளார்‌. 
12. செப்பமான சமன்பாடுகள்‌ 
உம்‌ (1) 9482-2 மீ எனனுங்‌ காவை ஒரு செப்பமான வகையீடு,. 
ஆயின்‌, ம்‌()--0, அதாவது 42-0௦ 
எனத்தரும்‌ 82-30 என்னுஞ்‌ சமன்பாடு செப்பமான சமன்பாடு எனப 
படும்‌. 


[4/2 27894--0 என்பது செப்பமாதற்கு வேண்டிய போதிய நிபந்தனை பற்றி பின்‌ 
னிணைப்பு .4 யைப்‌ பார்க்க.] 


14 


முதல்‌ வரிசையிலும்‌ முதற்‌ படியில முள்ள்‌ சமன்பாடுகள்‌ த 


உ-ம்‌ (1 தான்‌ 9.82-1- தான்‌ 5. 29--0 

என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டை எடுக்க. . 

இது தன்‌ உண்மை நிலையிற்‌ செப்பமாகாது ; ஆனால்‌ கோசை ௨ 
கோசை 4 என்பதாற்‌ பெருக்குவோமாயின்‌ இது செப்பமான சமன்பாடு 
சைன்‌ 4 கோசை ஐ8௨-- சைன்‌ஐ கோசை $03/--0 
என வரும்‌. | 
இதன்‌ தீர்வு சைன்‌ நு சைன்‌ 2-௦ ஆகும்‌. 

13. தொகையீட்டுக்‌ காரணிகள்‌. ஈற்று உதாரணத்தில்‌ கோசை 5 
கோசை ஏ என்பது ஒரு தொகையீட்டுக்‌ காரணி எனப்படும்‌ ; ஏனெனின்‌ 
சமன்பாட்டை அதனாற்‌ பெருக்க ஊ.னடியாகத்‌ தொகையிடக்கூடிய 
தரு செப்பமான சமன்பாட்டைப்‌ பெறுவோம்‌. 

இல குறிப்பிட்ட சமன்பாட்டு வகுப்புகளுக்கு வேண்டிய தொகையீட்டுக்‌ 
காரணிகளைத்‌ துணிதற்கு வழக்கமாகத்‌ தரப்படும்‌ பல்வேறு நெறிகளுண்டு. 
இவை இவ்வத்தியாய முடிலிலுள்ள பலவினப்‌ பயிற்சிகளிற்‌ காணப்படும்‌. 
இந்தெறிகளின்‌ நிறுவல்‌ கவர்ச்சியான வேலையானபோ திலும்‌ அவற்றைப்‌ 
பயன்படுத்தாது பயிற்சிகளைத்‌ தீர்த்தல்‌ எளிதாகும்‌. 

14, மாறிகள்‌ வேறாக்கத்தகும்‌. 

ப்‌ படல்‌ அர்க்‌ 

உ-ம்‌ (1) அதான்‌ ரீர என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டில்‌ இடக்கைப்‌ பக்கம்‌ தனித்து 


2 ஐயும்‌ வலக்கைப்பக்கம்‌ தனித்து 3 ஐயும்‌ கொண்டுள்ள தாதலால்‌ மாறிகள்‌ 
வேரறுக்கத்தகும்‌. 


தொகையிட 
மடி... மட (கோசை9/) -- 6) 
அதாவது மட (ஐ கோரை 3) 6, 
ஐ கோசை 4-2 (என்க), 
உ-ம்‌ (1) 2 தது: 
85 


இங்கு மாறிகள்‌ வேறுக்கயில்லை, ஆனால்‌ அவை எளிதில்‌ அவ்வாறு 
செய்யப்படலாம்‌. 82 ஆற்‌ பெருக்க 9 ஆல்‌ வருக்க. அப்பொழுது 
2 ௮ 2 0. 
9 

தொகையிட, மட$ூ 27-10. 

௦ ஆனது எதேச்சையாதலால்‌ அதற்குப்‌ ப திலாக மட ௧ இடப்படலாம்‌, 

௨ ஆனது வேறோர்‌ எதேச்சை மாறிலியாகும்‌. 
ஆயின்‌, இறுதியில்‌, 
த 


10 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


பயிற்சிகள்‌. . 
(1) (8233-9) ரீக. (52 ழே - 4)2-0 
2) (கோசை2 தான்‌ 9 கோசை (௪4-41 884 [சைன்‌ உ சக்‌. கோசை (6 )][ழ௮ 0. 
(3) (௪25௪ தான்2 தான்‌ 4ூ- ௪3) 8ே-)-க௨ சக்‌ 9 28-20, 
(2 (2-9) (மே - நீழ) ன்‌ பழ 
(5) 9-2 ஜு-ட 0323727182 0 
(6 2 -சயூ-0 
(2) (சைன்‌ £-- கோசை 23 -1- ந்த்‌ 2 - சைன்‌) 88-௬0 


இ. ௬ இழ" 

ட ர்‌. 

(ஒரம்‌ -2 ஐ] 22 
(10) தான்ச கோதா ம 


15. ஏகலினச்‌ சமன்பாடுகள்‌. முதல்‌ வரிசையிலும்‌ முதற்‌ மிது 
முள்ள எகலவினச்‌ சமன்பாடு 


கடு 
என்னும்‌ வடிவத்‌ இல்‌ எழுதப்படலாம்‌. 

2, 4 ஆலயேவற்றின்‌ ஒரு சார்பு வலக்கைப்பக்க வடிவத்தில்‌ எழுதப்‌ 
படலாமா என்பதைச்‌ சோதித்தற்கு * -0 அல்லது 992 என இடுதல்‌ 
இசைவாகும்‌. 


முடிபு 7) என்னும்‌ வடிவமாயின்‌, அதாவது ஏ கள்‌ எல்லாம்‌ 
டெட்டுூமாயின்‌, சோதனை திருத்தியாகும்‌, 


0) ஜீ. ல 0 1242 
-ும்டு. - இட்ட5 தடட ்‌. ்‌ 1 
௨ 2 உ என்பது 5 த ஆகும்‌ இச்சமன்பாடு ஏகவி 
னமாகும்‌. 
2 ல்‌ 0 
உ-ம்‌ (1) ்‌ ன ட ஆனது ட்‌ -ஐர3ஆரும்‌. இது ஏகவினமாகாது. 


16. இர்வுமுறை. ஒர்‌ எஏகவினச்‌ ச. வலக்கைப்பக்கத்தில்‌ 


ரல 'எனப்‌ பிரதியிடலால்‌ அது -“-7) யிற்கு ஒடுக்கப்படும்‌, 
ஆதலால்‌ இடக்கைப்பக்கத்திலும்‌ ஈர. டல்‌ விளைவை ஆராய்‌ தல்‌ 
இயற்கையாகும்‌. உண்மையில்‌ இப்பிரதியீட்டால்‌ இச்சமன்பாடு என்றும்‌ 


இர்க்கப்படலாம்‌ (இவ்வத்தியாய முடிலிலுள்ள பலவினப்‌ பயிற்சிகளில்‌ 
30 ஆவதைப்‌ பார்க்க) இங்கு “ தீர்க்கப்படலாம்‌'”' என்பது சாகாரண 


. முதல்‌ வரிசையிலும்‌ முதற்‌ படியிலுமுள்ள சமன்பாடுகள்‌ 17 
தொகையிடலுக்கு ஒடூக்கப்படல்‌ என்னும்‌ பொருள்‌ கொள்ளும்‌. ஆனால்‌ 
இத்தொகையீட்டைச்‌ சாதாரண ஆரம்பச்‌ சார்புகளின்‌ தொடர்பில்‌ உணர்‌ 
த்துதல்‌ முடியாததாகலாம்‌. 


தற்று இரத்‌. 
மே 25 
4-2 ஆன 
ன பர்க்‌ , (னெனின்‌ ர ஆனது ஐ இன்‌ சார்பாயின்‌ ௨ என்பதும்‌ 
ல்‌ 
2 
8 
சமன்பாடு, ஆ௫ன்றது. ம்க்‌ ௮ 5 
அதாவது 2 ம9- (1--95- 29) 8. 

249 22 
மாறிகளை வேறுக்குமிடத்து , டத 
தொகையிட, ்‌ ர ு மட, 

ட்ட? தவல்‌, ப 3 ப 3௮ 

வள்‌ ட டங்கு என ஜு 1 . துற. ஐல. 


_$ என்பதாற்‌ பெருக்க, 38-- (ஐ- 9) (மட2-40). 
உம்‌ () (ஐ-) மீழ- (மு 2-0, 





ர 3-2 
இத, சக நட2. 
எனக்‌ தரும்‌. $--௦௨ எனப்‌ பிரதியிட்டுக்‌ கொண்டு முன்போற்‌ செய்யுமிடத்து 
8௦ ௪-1 
டக 88 எ அவவர. 
82 9-] 95--1 
த க இவரி ள-1  இர்‌ 
(௪-1 8 
மாறிகளை வேறாக்க, - ரட்ட 


- 818 15 02 
அதாவது, டட கா ட 
தொகையிட, 3 மட (88--1)- தான்‌ “”௦- மடத--6, 
அதாவது உ மடத-*- மட (63--1) 19 தான்‌ “”2-2௦-0, 
மடி (2-1) 42 தான்‌ “1942-0, ௦-2. 


- ஐ இற்குப்‌ பிரதியிட, மட (3-2--2 தான்‌” 8--௧-0. 


ந... வகையீட்டு*்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
17. ஏகவின வடிவத்திற்கு ஒடுக்ஙத்தகு சமன்பாடூகள்‌. 


4 ஸ்‌ டு என்னுஞ்‌ சமன்பாடு ஏகவினமானதல்ல. 
த--1 


இச்சமன்பாடு, கயி இற்குப்‌ பதிலாக ரர உண்டு என்பது தவிர 
ஈற்றுப்‌ பிரிவின்‌ ஊம்‌. (14) போன்றது. இனி $-௨-0, $--2-0 
என்பன உற்பத்‌ இக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ இரு நேர்கோடுகளைக்‌ குறிக்கும்‌. 

2241-0, 9-8--5-0 என்பவற்றின்‌ இடைவெட்டு (- 9, 4 9) 


என்பது எளிதிற்‌ காணப்படும்‌. 


ஐ, ர-7-3 என இக. இது (-2, -8) என்பதுப்திய 
உற்பத்‌ தியாகப்‌ பழைய அச்சுக்களுக்குச்‌ சமாந்தரமான புதிய அச்சுக்கள்‌ 
எடுத தலாகும்‌. ப 
ஆயின்‌, $-௨--17-, 4-1-ஐ-ட5- 7-2, 
அன்றியம 82-84, ர 61. 


உ-ம்‌ (1) 


_ ச-2 
0& சட: 
என வரும்‌. ஈற்றுப்‌ பிரிவிலுள்ளதுபோல்‌, தீர்வு 
3 


37 
மட (73-25) 4-2 தான்‌ ஜ2-0, 


௮ப்பொழுது சமன்பாடு 


அதாவது மட [(3-8)“-4(2-42)7]-2 தான 2-0 ஆகும்‌. 
ரே நூ 
எம்‌ 01 

ண்‌ ம்‌ /-2ஐ-- த்‌ 

இச்சமன்பாட்டை ஈற்று உதாரணத்தைப்போற்‌ செய்ய முடியாது; 
ஏனெனின்‌ $-2--1--0,94-5--5-0 என்னுங்‌ கோடுகள்‌ சமாந்தரமாகும்‌. 
வலக்கைப்‌ பக்கம்‌ [4-௨ இன்‌ சார்பாதலால்‌ $-2ஐ-2) அதாவது 
ரல 0 
டட. . என இடூவோம்‌. 


அப்பொழுது சமன்பாடு 


02 2-1 
உ ன்‌ 2157 என்‌ வரும்‌. 
02 4 
ரல ல்‌ 5 அப்து 
மாறிகளை வேரறுக்க, (2-5) 82 - - 40. 
தொகையிட, 325-152: - கீற, 
அதாவது 22 102-- 82 20. 


2 இற்குப்‌ பிரதியிட, (-2)2--10 (-2)-- 82-2௦, 
அதாவது 2௦-2௨ ௪௨௦ இட (4-- ஐ)5--109- 2-௭ 


முதல்‌ வரிசையிலும்‌ முதற்‌ படியிலுமுன்ன சமன்பாடுகள்‌ 19 
* 


இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 
(0) (கே -) வு (ழ-2) ச 


8 
2 6-7) ப்‌ ஏழ 


ர 
23 


53 


2245 
[7] 


வ்‌ 84 


உ ப வழக்கு (ஐூ--38) 


8 29/20 


6௫ ச 

(6) ன ல 9) £- (472-- 4097-7) 0 ' 
௦ க டர 

(8) (2--29) (88-03) 02-12] 

18: ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


ரீ 
4 மெ 0 என்னுஞ்‌ சமன்பாடு, 2, 9 என்பன (4 இன்‌ சார்புக 


ளாகாது) ௨ இன்‌ பகடு அன்‌ முதல்வரிசை எகபரிமாணச்‌ சமன்‌ 
பாடு எனப்படும்‌. 


4 
ஒர்‌ எளிய உதாரணம்‌ 32. 25 ஆகும்‌. 
ஒவ்வொரு ன்‌ ஐ ஆற்‌ பெருக்குவோமாயின்‌ இது 
ன ட்ழ வளி 
ட்‌ _ 
அதாவது ௧. “பெ 


ஆகவே, தொகையிட, ஐ 3 2-௦. 

கண்கூடாகத்‌ தொகையீட்டுக்‌ காரணியாகும்‌ ௨ ஐப்‌ பயன்படுத்தி இல்‌ 
வுதாரணத்தைத்‌ தீர்த்துள்ளோம்‌. 

19. பொது வகையில்‌ தொகைமீட்டுக்‌ காரணியைக்‌ காண முயல்‌ 
வோம்‌. 7 அத்தகைக்‌ காரணியாயின்‌ 


2 4 -. 2] 0 
என்பதன்‌ இடக்கைப்பக்கம்‌ ஏதோ பெருக்கத்தின்‌ வகையீட்டுக்‌ குண்சு 
மாகும்‌ ; & ன்‌ என்னும்‌ முதலுறுப்புக்‌ காட்டுவது, இப்பெருக்கம்‌ 29 
ஆதல்‌ வேண்டுமென்பதே. 


20 ்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


ர 8 மேய பப 
ஆகவே, 2 அர்‌ (73) - 7 டட்ி என இடுக. இது 


ப 0.7 

ய று ள்‌ 

0.75 

அதாவது 478£-- “ஐ? 


அதாவது | 22 - மட 2, 
நட 2 
இது பின்வரும்‌ நெறியைத்‌ தரும்‌ : 
0 
்‌ 42890 என்பதைத்‌ இர்த்தற்கு ஒவ்வொரு பக்கத்தையும்‌ ஒரு தொகையிட்டுக்‌ 
காரணியாகும்‌ நம என்பதாற்‌ பெருக்க. 
௮0. உதாரணங்கள்‌ 
(0) பிரிவு 18 இல்‌ கருதப்பட்ட உதாரணமாதஇய 
ழு 2 
கத 45 
் 1 மட 
என்பதை எடுக்க, இங்கு 7 ன்‌ 2, 6 
இந்நெறி, முன்‌ பயன்படுத்திய அதே காரணியே. 


0 
றா ட்‌ ப ஜு-2 , 
இங்கு 22-22, | 2௯-௬௯) தொகைமீட்டுக்‌ காரணி 2, 
ர 
இதனாற்‌ பெருக்க, ச்‌ ௬ ப ஊ௨ூஏ--2, 
ர 
அதாவது (9 9-2. 
தொகையிட, 8” 9-0, 9/- (22. 6) 6-5, 


றீ 

1] க 4 றன்‌ 
ழு ற 4 நு 65, 
இங்கு தொகையீட்டுக்‌ காரணி 52. 


8 
இதனாற்‌ பெருக்க, 82 ட்‌ 4. ச கீ2, 


முதல்‌ வரிசையிலும்‌ முதற்‌ படியிலுமுள்ள சமன்பாடுசன்‌ 27 
ரவ ன்‌ கக சச 
அகாவள்‌ இசட்‌ 
| 1 
தொகையமிட, 4/2 - ள்‌ 4-0, 
ச ர ர 
ர்‌ தகக க மல 
21. ஏகபரிமாண வடிவத்குற்கு ஒடுக்கத்தகு' சமன்பாடுகள்‌. 
மழ ஓ 
மப்‌ வ ழ$த-2., 
உ-ம்‌ (1) அழ ப சாறாக 
வலக்கைப்பக்கம்‌ $ கொள்ளாவாறு ம£ ஆல்‌ வகுக்க, 


1 1 ழு. த்க்‌ 


ஐ. ன தற எ ம்‌ 


31 871 2 
அதாவது ஐ. றர 4] ட்ட ௮ 6 | , 
2 எனப்‌ பிரதியிட, 


| நண்‌ 


02 ௨ 
பட்‌ அவலம்‌ ௬ 
222 -- 3 அ 
இது எகபரிமாணமாகும்‌ ; ஈற்றுப்பிரிவின்‌ உ-ம்‌ (4) இல்‌ நு இற்குப்‌ 
பதிலாக 2 ஐ இடுதலால்‌ இது பெறப்படும்‌. 
ஆகவே தீர்வு 2- (8-0) ௪-5”, 
1 
அதாவது ட (22-16) 65, 


ரம ஸ்‌ 
(2-0). 


2, 9 என்பன 2 இன்‌ சார்புகளாயுள்ள 
3] ன்‌ 
தள்‌ 23-09 


ப என்னும்‌ 7 பேணுலீயின்‌ . சமன்பாட்டின்‌ ன்‌ ஒரு "குறிப்பிட்ட வகையாக 
இவ்வுதாரணம்‌ உள்ளது. யேக்கப்‌ பேணூலீ (1054-1705) இதனை 1695 
இல்‌ படித்தார்‌. 


ம ப 
உம்‌ (1) (8-1097) 37490. 


இது தனது உண்மை நிலையில்‌ ஏகபரிமாணமாகாது ; ஆனால்‌ 3 ஆல்‌ 
பெருக்குமிடத்து 


வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
% (2 


ம. 
அதாவது 2 டபக்‌. 


பஷ 


ஏ யைச்‌ சாராமாறியாகக்‌ கொள்ளுமிடத்து இது எகபரிமாணமாகும்‌. 
மூன்போலச்‌ செய்ய 3 என்பது தொகையீட்டுக்‌ காரணியெனவும்‌ தீர்வு 
ம ௮ 217 1-6) 
அதாவது ௧-3 3 
எனவுங்‌ காண்போம்‌. 
கர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 
(ய) (6-2) ம - (6-2 
3 37 
ச கோசை2 த 44 மசைன2-ட கோசைத) 1 
ன்‌ 
பே ல்‌ 
இகசமடக ர 19 மட. 
(கி உழ 23 ய்‌ 34 கோசை2. 
ஜே ்‌ ்‌ 
றே _ 
பேசக்‌ ட ச கடு 


டு டை) 12 
3 நரக 3 
படேன்‌-2 மீ- 6-4 சக்ர நீரு 


22. கேத்திரகணிதப்‌ பிரசனங்கள்‌. நிமிர்கோணக்‌ கடவைகள்‌ வகை 


யீட்டூச்‌ சமன்பாடுகளுக்கு வழிகாட்டுஞ்‌ சில கேத்திரகணிதப்‌ பிரசினங்களை 
இப்போது எடுத்துச்‌ சிந்திப்போம்‌. 





முதல்‌ வரிசையிலும்‌ முத 5 படியிலுமுள்ள சமன்பாடூகள்‌ ல்ல 


உ-ம்‌ (1) உபதொடலி மாறிலியாகும்‌ வளையியைக்‌ காண்க. 
உபதொடலியாஇகய 977-277 கோதா ழ்‌] ன 
ப 82... 
ஆகவே 9 கத 
8 
௨ ல்‌, 
றி 
2-௦ மடநத, 


[77 
ஏம்‌, 0 மடக, 


உ-ம்‌ (1) 7, 0 என்னும்‌ எவையேனும்‌ இருபுள்ளிகளுக்கடையேயுள்ள தனது நீளம்‌ 0 
என்னும்‌ நிலையான புள்ளியிலிருந்து 7, 9 என்பவற்றின்‌ தூரங்களினது வித்திமாசத்திற்கு 
விஓதசமமாகும்‌ வளயியைக்‌ காண்க. 


7 யை நிலையாக வைப்போமாயின்‌ 9 என்னும்‌ வில்‌ (09--மாறில) 
என்பதைப்‌ போல்‌ மாறும்‌... 0 வை முனைவாகவும்‌ 07” யைத்‌ தொடக்கக்‌ 
கோடாகவும்‌ எடுத்து முனைவாள்‌ கூறுகளைப்‌ பயன்படுத்துக. அப்பொழுது, 
௦ ஆனது (7, 0) ஆயின்‌, 248 - ஈர. 

ஆனால்‌, நுண்கணித நூல்களிற்‌ காட்டப்படுவது போல்‌ 

(89) (7895 (42)5. 
ஆகவே, பிரசினத்தில்‌ 
த்‌? ()2-- (780)5-1 (675, 


ம்‌ 
அதாவது 09 4/6- 1) 
ழ்ரு 
ு- ௭, என்த, 
ம ச 


இது சம கோணச்‌ சுருளியாகய 7--௦8£6 வைத்‌ தரும்‌. 


உ-ம்‌ (14) க ஆனது மாறும்‌ பரமானமாக ரழ$£--2£ என்னுங்‌ குறை முப்படிப்‌ பரவளை 
வுக்‌ குடும்பத்தின்‌ நிமிர்கோணக்‌ கடவைகளைக்‌ காண்க. 

ஒரு குடும்பத்தின்‌ ஒவ்வோர்‌ அங்கமும்‌ மற்றைக்‌ குடும்பத்தின்‌ ஒவ்வோர்‌ 
அங்கத்தையும்‌ செங்கோணங்களில்‌ வெட்டுமாறு உள்ள இரு வளையிக்‌ 
குடும்பங்கள்‌ நிமிர்கோணக்‌ கடவைகள்‌ எனப்படும்‌. 

முதன்‌ முதலில்‌ உ யை நீக்கித்‌ தந்த குடும்பத்தின்‌ வகையீட்டுச்‌ 
சமன்பாட்டைப்‌ பெறுவோம்‌. 

ர-23 ஐ வகையிட 
3 


28// ட கி) 


24 


வகையிட்டு* சமன்பாடுகள்‌ 


ஆகவே, வகுத்தலால்‌, 


8 
இனி ம்‌ ஆனது ௨- அச்சோடு தொடலியின்‌ சாய்வாயின்‌ அ தான்‌ ழ்‌. 
கடவைக்கு ம்‌ இன்‌ பெறுமானம்‌, ழீ' என்க, 
ழ்‌-ழ்‌£ 11௭, 

அதாவது தான்‌ ம்‌ - கோதா மீ. ்‌ த 
என்பதாலே தரப்படும்‌ ; அதாவது தநீத குடும்பத்‌ இன்‌ 3 கடவையின்‌- 2 
என்பதால்‌ இடமாற்றப்படூம்‌. 

இம்மாற்றத்தை (1) இற்‌ செய்ய 


2 மல 9 

ஒர த்‌ 
ஊை2-1- 30/-0, 
22”-- 30/83 0) 


இத இயல்பொத்‌ தனவும்‌ இயல்பொத்‌ தமைந்தனவுமான நீள்வளையக்‌ குடும்‌ 
பம்‌. 


உ-ம்‌ (1) ௪௦0 என்னுஞ்‌ சுருளிக்‌ குடும்பத்தை மாறாக்‌ கோணம்‌ ர இல்‌ வெட்டும்‌ 
வளையிக்‌ குடும்பத்தைக்‌ காண்க. 


8 
முன்போல்‌ ௨ யை நீக்கத்‌ தொடங்குவோம்‌. இது தருவது * ன்‌ 0. 
இனி 5 தான்‌ ம்‌; இங்கு றீ. என்பது தொடலிக்கும்‌ ஆரைக்கர 
ர்‌ க 
விக்குமிடையேயுள்ள கோணம்‌. 
ஓத்த கோணமாயின்‌ 
ம்‌ -றி1௨, 
தான தி. தான்ம்‌-தான்‌உ 0-1. 
1: தான்‌ ம்‌ தான்‌ 6 ணா 
இங்கு தான்‌ ஜீ இற்குக்‌ காணப்பட்ட பெறுமானத்தை இட்டு, ட தான்‌ ௦ 
இற்குப்‌ பதிலாக 8 எழுதப்பட்டூள்ள து. 
ஆயின்‌ இரண்டாங்‌ குடும்பத்திற்கு 
10 ட ரி--% 
உ. அணை. 
இதனைத்‌ தீர்த்தல்‌ மாணாக்கன செய்ய . வேண்டிய வேலையாக 'விடப்பட்‌ 
ள்ளது. முடிபு 


ம்‌' ஆனது இரண்டாங்‌ குடும்பத்திற்கு 





௪௦ (9 ஆடர்‌” 19 
_ எனக்‌ காணப்படும்‌. 


பலவினப்‌ பயிற்சி -ள்‌ றக 


இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 
(1) உப செவ்வன்‌ மாறிலியாகும்‌ வளையியைக்‌ காண்க. 


(2) ஒரு வளையியின்‌ 22 என்னும்‌ யாதுமொரு புளளியிலுள்ள தொடலி, ௨- அச்சை ? மில்‌ 
சந்திக்கும்‌. உற்பத்தியாக 0275-27 ஐகும வளையியயக்‌ காண்க. 


(3) தொடலிக்கும்‌ ஆனாக்‌ காலிக்குமிடையேயுள்ள -: கோணம்‌ காலிக்‌ கோணத்தின்‌ இரு 
மடங்காகும்‌ வளையியைக காண்க. 


(4) செவ்வன்‌ மீது நிலைக்கூற்றின்‌ எறியம்‌ மாறிலியாகும்‌ வளையியைக்‌ காண்க. 
பின்வரும்‌ வளையிக்‌ குடும்பங்களினது நிமிர்‌ கோணக கடவைகளைக்‌ காண்க : 
(5) ஐ3 335. (6) ஐய 14/8- ௩4/5, 
(2) றல்‌ ரமு£-௦1, (ஐ, ர என்பன மாறிலிகள்‌) 
ஸு 
1-0. 
(10) ஒர்‌ ஒருமை வட்டக்‌ குடும்பத்தை என்னும்‌ மாறாக்‌ கோணத்தில்‌ வெட்டும்‌ வளையிக்‌ 
குடும்பத்தைக்‌ காண்க, ்‌ 


(8) 0-6. (9) ௪- 


அத்தியாயம்‌ 11 இல்‌ பலவினப்‌ பயிற்டுிகள்‌ 


(0) (3 ட) வழ (2) ம்‌ 44/72) 
( டட ல 3 
(3) தான்‌ உகோசை ஏரி சைன் 4 8ீ£--௪ன்‌ 2 ரத0 


(க) ஜீ 24 32197, 
நே 
(௫ ௮2-94 -ன, 


(6) “2. என்பது தரு கூம்பு வளைவுக்‌ குடும்பத்தைக்‌ குறிக்குமெனக்‌ 
காட்டுக. 


(2) 2 -ேஜ-0 என்பது பொது அச்சும்‌ பொது உச்சித்‌ தொடலியுமுள்ள பரவளைவுத்‌ 
இதாகுதியைக்‌ குறிக்குமெனக்‌ காட்டுக. 


(8) (4-1 34--1) 8-- (35-- 2-1) 8-0 என்பது ௨2-90, 92-89-11௦0 என்னுங்‌ 

கோடுகள்‌ ௮ணுகு கோடுகளாயுளள அதிபரவளைவுக்‌ குடுமபததைக்‌ குறிக்குமெனக்‌ காட்டுக. 
॥்‌ 

9) அப 9 தான்‌ --சைன்௪உ ஆ ௨-3 ஆகுமிடத்து 0 ஆயின்‌ ம இன்‌ உயர்வுப்‌ 


பெறுமானம்‌ % எனக்‌ காட்டுக. 


(10) வர இ என்னும்‌ முதல்‌ வரிசையிலும்‌ படியிலுமுள்ள பொது ஏகவினச்‌ சமன்‌ 
2 
பாட்டின்‌ தீர்வு 
8 க 
6 
70) - 


ம்ட்ல்‌ஃ- 





எனக்‌ காட்மக ; இங்கு 4/2. 


26  வகையிீட்டு* சமன்பாடுகள்‌ 


நட1 நடா நடம்‌ நமக 


ம. ட ட த ட ஆயின்‌ ஐ 
என்பது ஐ ம-டரல ஜே லம7 (ரூ ம2-ட்ச 0) 40 
இன்‌ ஒரு தொகையீட்டுக்‌ காரணியென்பதை, நிறுவுக. 

இம்முறையைப்‌ பயன்படுத்தி 


3ே- ஜே பூ--ஐ-1 (109 82 - ௦ ) 0 
ஐத்‌ இர்க்க. 


ரீ(29)--277 (ற ம (29) ஐ 
1 டப பட்‌ வம்ம்‌ ஆமம்‌ ௮௪ 
ட 79) மி அ 
என்னு ஞூ சமன்பாட்டை வகையிடுதலால்‌ 
] 


23 (7 (௮) - 7 (9). 


என்பது 7 (29) 4842-4 (ரூ) 29/0 இன்‌ ஒரு பலம கக டபாத்‌ சநீ 
பிழை பார்க்க. 


அது துணைகொண்டு 


(8-1) ஏம - (237 -ஐர1) கழ-0 
என்பதைத்‌ ர்க்க. 


(13) 2882-77 0 என்னுஞ்‌ சமன்பாடு செப்பமாயின்‌ 


679 014 
லே ரே 
ஐ திறுவுக. 
(மாறுநிலையினது நிறுவல பின்னிணைப்பு ..ம. யில்‌ உண்டு.] 


(14) ன்‌ 407 (2) ஆமின்‌ செப்பமான சமன்பாடு பற்றிய நிபந்தனை 
(22-ட0ஸ்‌) வீ7(2) 8-0 


என்பதால்‌ திருத்தியாக்கப்படுமென்பதைச்‌ சரி பிழை பார்க்க. 
அது துணைகொண்டு 
02 99 
3 03 மல 


என்பது ௨ இன்‌ சார்பாகவேயிருக்குமாயின 7 82.0 88-0 விற்கு என்றும்‌ ஒரு தொகை 
யீட்டுக்காரணியைக்‌ காணலாமெனக்‌ காட்டுக, இம்முறையால்‌ (28-34) மட 6-0 
என்பதைத்‌ தீர்க்க, 


(5) (0) மூனைவ உபதொடலி மாறிலியாகும்‌. (1) முனைவ உபசெவ்வன்‌ மாறிலியாகும்‌ 
வளையியைக்‌ காண்க. 


(16) உற்பத்திக்‌ கூடாகச்‌ செல்வதும்‌ தனக்கும்‌ நிலைக்கூற்றுக்கும்‌ ஐ - அச்சுக்குமிடையே 


உள்ள பரப்பளவு நிலக்கூறின்‌ முப்படியினது ந மடங்கு ஆகுமாறுள்ளதுமான வளையியைக்‌ 
காண்க. 


(17) 20 என்னும்‌ ஒரு வளையிமின்‌ செவ்வன்‌ ஐஉ-௮ச்சை 0 இல்‌ வெட்டும்‌. உற்பத்தி 
யிலிருந்து 0 இன்‌ தூரம்‌ £ இன்‌ டைக்கூறின்‌ இரு மடஙகாயின்‌ வளையி ஒரு செங்கோண 
அதுபாவளைவு என நிறுவுக. 
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(18) உற்பத்திக்கும்‌ தனது யாதுமொரு புள்ளியிலுமுள்ள தொடலி? குமிடையே வெட்டப்‌ 
படம்‌ ஐ அச்சுப்பாகம்‌ அப்புள்ளியின்‌ நீலைக்கூறுக்கு விதிதசமமாகுமாறுள்ள வளையியைச்‌ 
காண்க. 


॥ 


(19) பின்வரும்‌ வளையிக்‌ குடும்பங்களின்‌ செங்கோணக்‌ கடவைகள்‌ காண்க : 
டு (2-1)5437322௦40 
(1) 72௧0 
(4) ச-ஈ--கோசை ௬0; 


முதன்‌ முடிபைக்‌ கேத்‌ தரகணித முறையில்‌ விளக்குக. 


ஜூ 473 
20) 1 என்னும்‌ பொதுக்குலியக்‌ கூம்பு வளை தொகுதியின்‌ வகை 
௫ ரர்‌ ஏ கு பு வளைவுத்‌ தொகுதி 


££ட்டுச்‌ சமன்பாட்டைப்‌ பெற்று அது துணைகொண்டு இத்தொகுதி, தானே தன்‌ நிமிர்‌ 
கோணாக்‌ கடவையெனக்‌ காட்டுக. ே 


(21) 89-4௨ என்னும்‌ பரவளைவுக்‌ குடும்பத்தை 45? இல்‌ வெட்டும்‌ வளையித்‌ தொகு 
இயைக்‌ காண்க. 


. (22), 5, ௪, என்பனவெல்லாம்‌ மெய்யாக 4-9] (௪-8) ஆயின்‌ ௨ மாறிலி 
ச மாறிலி என்னுங்‌ குடும்பங்கள்‌ நிமிர்கோணக்‌ கடவைகள்‌ என நிறுவுக, 
றியும்‌ 02 0 தகக மென்பதையும்‌ நிறுவுக 
அன்‌ தடண்கை எனவகன்‌ ஜம்‌ 1 கலம்‌ அவக அதன ச 
ல்‌ ல்‌ வு்‌ 0 றெ ட்‌ சட ட 
(இத்தேற்றம்‌ மின்நிலையியலில்‌ விசைக்கோடுகளையும்‌ மாறாவழுத்தக்‌ கோடுகளையும்‌ நீரியக்க 
வியலில்‌ அருவிக்‌ கோடுகளையும்‌ பெறுதற்கு மிகப்‌ பயன்படும்‌. 4) ௨ என்பன உடன்புணரிச்‌ 
சார்புகள்‌ எனப்படும்‌.] ்‌ | 


்‌ (23) இரேடியத்தின்‌ தேய்வுவீதம்‌ எஞ்சியுள்ள தொகைக்கு விதெைசமமாகும்‌. $ என்னும்‌ 
எந்நேரத்திலும்‌ உள்ள தொகை .4- 4 8-4 என்பதாலே தரப்படுமென்பதை நிறுவுக. 


2 
(25) (0 2) ஆ 40 ஆகுமிடத்து ௪-0 ஆயின்‌ -த அதான்‌ ்‌ என்பதை 
ட்‌ ்‌ 


நிறுவுக. 

[இது வெளியில்‌ விழும்‌ பொருளினது வேகத்தைத்‌ தரும்‌. வளியினது தடை ௨3 இற்கு 
விதசமமாகுமெனக்‌ கொளளுமிடத்து ச கூடுதலுற உ.ஆனது % என்னும்‌ எல்லைப்‌ பெறு 
மானத்தை அணுகும்‌. இதேபோன்ற சமன்பாடு. ச்‌ என்னும்‌ நேரத்திற்கு அயனாக்கப்படும்‌ 
ஒரு வாயுவின அயனாக்கத்தைத தரும்‌.] 


(25) இரு திரவங்கள்‌ ஒரு பாண்டத்திற்‌ கொதிக்கன்றன. யாதுமொரு கணத்தில்‌ ஆவி 
யாகச செல்லும்‌ ஒவ்வொரு திரவத்தின்‌ தொகை இன்னும்‌ இரவ நிலையிலிருக்கும்‌ தொகை 
களின்‌ வி௫தத்திற்கு விதெசமமெனக்‌ காணப்படும்‌. இத்தொகைகள்‌ (2, $ என்க) ஐச்‌ 
என்னும்‌ வடிவத்திலுள்ள தொடர்பால்‌ தொகுக்கப்படுமென்பதை நிறுவுக. 

(பாட்ரிங்ரவ்‌ எழுதிய “ இரசாயனவியல்‌ மாணாக்கருக்குரிய உயர்கணிதம்‌ ”” என்பதிலிருந்து 
பக்கம்‌ 220.] ்‌ 


அத்துயாயம்‌ 111 
மாறாக்‌ குணகங்கள்‌ கொண்ட ஏகபரிமாணச்‌ 
சமன்பாடுகள்‌ 


95. இவ்வத்‌ ட த்தில்‌ எடுத்துச்‌ ர. சமன்பாடுகள்‌ 


ர ம 
தடட சிப. ரக ரதி; ப ர்தலல7() உட உ ககக (1) 





என்னும்‌ வடிவமாகும்‌ ) இங்கு ரீ (2) ஆனது 2 இன்‌ சார்பாகவும்‌ 
2 கள்‌ எல்லாம்‌ மாறிலியாகவுமுள்ளன. 

பொறியியல்‌, ஒலியியல்‌, மின்னியல்‌ ஆயெவற்றின்‌ எல்லா இன அதிர்வு 
கள்‌ பற்றிய படிபபில்‌ இச்சமன்பாடுகள்‌ மிக முக்கியமாகும்‌. இவ்வத்து 
யாய முடிவில்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகளால்‌ இது எடுத்துக்‌ காட்டப்படும்‌. 
மே தரப்படும்‌ முறைகள்‌ பிரதானமாய்‌ ஓயிலர்‌, தலம்பெயர்‌ என்‌ 
போராலாயன. 

இவ்வடிவத்திலுள்ள ஒருங்கமை சமன்பாட்டூத்‌ தொகுதிகளையும்‌ எளிய 


உருமாற்றத்தால்‌ இவ்வடிவத்திற்கு ஒடுக்கத்தகு சமன்பாடுகளையும்‌ இப்‌ 
பொழுது எடுத்துச்‌ சிந்திப்போம்‌. 


24, மிக எனிய வகை ; முதல்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடுகள்‌. 
%], 7(ஐ6)-0 என ட ர (1) என்னுஞ்‌ சமன்பாடு. 


சவ -2$- 0 ன த த ர ரர ர. (2, 
என வரும்‌ 
2 
அதாவது... மடய மற, -0, 
அல்லது ந மட 9--ற,௰- மாறிலி. 
- மட $- -ற2/- மாறிலி. 
ு தற/ற;- மட 4, என்க 
இது மு கட-2122௨) 
எனத்‌ தரும்‌. _ 


25. இரண்டாம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடுகள்‌, %542, 7(5)-0 என எடுப்‌ 
போமாயின்‌ (1) என்னுஞ்‌ சமன்பாடு 


05 யு 
2072 மிய 1229-0௦ உடு உச உ ஓஓ உருட்ட உ உச (9), 
என வரும்‌. 
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(2) என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டினது தீர்வு காட்டுவது ௩ ஆனது மாறிலியாக 
9 46 என்பது (8) என்பதைத்‌ இருத்தியாக்கலாம்‌ என்பதே. 

9 இன்‌ இப்பெறுமானத்தோடூ (8) என்னுஞ்‌ சமன்பாடு 

4௪5(ற3--றபு௩--ற2) -0 இற்கு ஒடுங்கும்‌. . 
ஆயின்‌, ௬ ஆனது, ட 
றர று௩- றஐத--0.. 2 உ உடஉஉ௨ இதுகலகம்கம்‌ (4), 
இன்‌ ஒரு மூலமாயின்‌ 4 யின்‌ பெறுமானம்‌ எதுவாயினும்‌ 4-4 கிஏி? ப 
என்பது (3) என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வாகும்‌. 

(4) என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டின்‌ மூலங்கள்‌ ௨, 8 ஆகுக. ஆயின்‌; ௨, 8 
சமமில்லாவிடின்‌ சமன்பாடூ (8) இற்கு $-- 42, 4-௪” என்னும்‌ இரு 
தீர்வுகளைப்‌ பெறுவோம்‌. 

இனி, சமன்பாடு (3) இல்‌ 39--.485₹- 8எீ* எனப்‌ பிரதியிடுவோமாயின்‌ 

162*(ஐ)ல-- ற 8-2.) -- சற” ற8-டற)-0 3 

5, நி என்பன சமன்பாடு (4) இன்‌ தீர்வுகளாதலால்‌ இது கண்கூடான 
உண்மையாகும்‌. ்‌ 

இவ்வாறு, இரு தீர்வுகளின்‌ கூட்டுத்தொகை ஒரு மூன்றாம்‌ தீர்வைத்‌ 
தரும்‌ . (சமன்பாடு (8) ஏகபரிமாணமென்னும்‌ உண்மையிலிருந்து இது 
உடனடியாகப்‌ புலனாகும்‌). இம்‌ மூன்றாம்‌ தீர்வு தொகையில்‌, சமன்பாட்டு 
வரிசைக்குச்‌ : சமமாகும்‌ ஈர்‌ எதேச்சை மாறிலிகளைக்‌ கொள்ளுதலால்‌ 
இதனைப்‌ பொதுத்‌ இர்வு எனக்‌ கொள்ளலாம்‌. 

சமன்பாடு (4), “ துணைச்‌ சமன்பாடு ்‌” எனப்படும்‌. 


2 


உதாரணம்‌ 
ம்ம... அடக்‌ ண்பன்‌ அந்தனர்‌ 
தாட ரச வைத்‌ இர்த்தற்கு .4--.425 என்பதைப்‌ பரீட்சைத்‌ 
இர்வாக இடுக. ௩ -2 அலது -$ ஆசம்டத்து இருத்‌ இப்படுத்தும்‌ 
4092-5௬-௨2) 0 
. என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டை இது தருகின்றது. 
ஆகவே, பொதுத்‌ தீர்வு 
நு 18-2*-86-7* ஆகும்‌. 
26. துணைச்‌ சமன்பாடூ கற்பனை அல்லது சிக்கல்‌ மூலங்கள்‌ கொள்ளு 
மிடத்து வேண்டிய திரிவு. 3 
(4) என்னுந்‌ துணைச்‌ சமன்பாடு, 2-1] அக: ற-$ர, ற-$[ 
என்னும்‌ வடிவத்தில மூலங்கள்‌ சொள்ளுமிடத்து 
துவ ்திசரரசெ ப நதர பப ப ப பபப வட வவட வ ட வட 6), 


30 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடு ள்‌ 


என்னுந்‌ தீர்வு கற்பனைக்‌ கணியங்கள்‌ கொள்ளாதவாறு ய செய்தல்‌ 
நன்றாகும்‌. 

இது செய்தற்கு ஸரிக்க திரிகோண கணித_நூல்‌ ணினும்‌ தரப்படும்‌). 

182 கோசை ர£--$ சைன்‌ ர, 
வகைய ரச -$ சைன்‌ ரா. 
என்னுந்‌ தேற்றங்களை வழங்குவோம்‌. 
(5) என்னுஞ்‌ சமன்பாடு ஆவது 
மு லீ5(.4(கோசை ர£-ட$ சைன்‌ ர) -- (கோசை ரா -₹ சைன்‌ ர) 
65(இ கோசை ர--..? சைன்‌ ர). 

4-8 ஆகும்‌ 8 என்பதும்‌ 6 (4-9) அகும்‌ 7 என்பதும்‌ 4, 2 
என்பவற்றைப்‌ போல்‌ எதேச்சை ஒருமைகளாகும்‌. முதற்‌ பார்வையில்‌ 
ச] ஆனது கற்பனையாதல்‌- வேண்டுமெனத்‌ தோற்றும்‌. ஆனால்‌ அது 
கட்டாயம்‌ அவ்வாறாதல்‌ வேண்டியதில்லை. உதாரணமாக, 


41%, உ, ஆயின்‌ 82, 4 4, 


உதாரணம்‌ 


6 
ல ப ட பர - 0 என்பது 9 114 என்னு மூலங்களுள்ள 7%3- ர-( 13-௦0 


என்னுந்‌ துணைச்‌ சமன்பாடு தரும்‌. 
தீர்வு ஆனது ஏ 4௪3492) ற௪3- 30௪, 
அல்லது (7 கோசை 95-ட.] சைன்‌ 22) , 
அல்லது 9/-02” கோசை (2 - ய. 
என எழுதப்படலாம்‌ ; இங்கு 0 கோசை ௨-8, 0 சைன்‌ ௨-ம்‌ ஆதலால்‌, 
ற 


/(5-ட075), தான்‌ ர. 


27. சமமூல வகையின்‌ விசேட இயல்பு. 
துணைச்‌ சமன்பாடு ல நீ அகுமாறு சம மூலங்களைக்‌ கொள்ளுமிடத்து 
4 4622. இ? 
என்னுந்‌ தீர்வு 3 (4 -- 8)8₹* இற்கு ஒடுங்கும்‌. 


இனி, ஈர்‌ எதேச்சை மாறிலிகளின்‌ கூட்டுத்‌ தொகையாகய 4-2 


என்பது உண்மையில்‌ ஒரு தனி எதேச்சை மா நிலியாகும்‌. ஆயின்‌ 
இத்தீர்வு மிகப்‌ பொதுவான தீர்வு ஆகாது. 


பொதுத்‌ தீர்வு 4-(4- ஐ) ஆகுமெனப்‌ பின்னர்‌ (பிரிவு 84) 
நிறுவுவோம்‌. 


மாறாக்‌ குணக கள்‌ கொண்ட ஏகபரி,.பாணச்‌ சமன்பாடுகள்‌ ௦1 


28. இரண்டிலும்‌ உயர்ந்த வரிசைகளுக்கு விரித்தல்‌ 

பிரிவுகள்‌ 25, 26 ஆகியவற்றின்‌ முறைகள்‌ % இன்‌ பெறுமானம்‌ 
டயாதெனினும்‌ 7(ஐ)--0 ஆகும்‌” வரை (1) என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டுக்குப்‌ 
பிரயோஇக்கலாம்‌. 
ம வூ வு 
கள்‌ ஜலி ர தனத 


துணைச்‌ சமன்பாடு ௩--1, 2, அல்லது 3 எனத்‌ தரும்‌. 


உ-ம்‌ (1) 


ஜஃ- 62-11ஐ-6-0 . ஆகும்‌; 


7 


ஆயின்‌, ர-.42-ட22£-ட 025, 
3 

உ-ம்‌ (4) ன்‌ - 8/0. 

துணைச்‌ சமன்பாடு 88- 8-0, 
அதாவது, (௩-9) (ஈ2-2--4)--0 ஆகும்‌ ) 
இது தருவது --2, அல்லது - 1-1$4/5. 
ஆயின்‌ ர_.422-6-5(7 கோசை ௨ஐட/8-.7 சைன்‌ 2௭/9), 
அல்லது 42-0௨ கோசை (2௩/5 - ஸி. 


இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 


0. 8 ட்டு 20 
விடத்‌. ௬0 இ -- 0 
ஞூ கிட ர்றே ௫-4 
03. பு 031 மே 
ஆ ௨௩.7.1712 ௮0, ட மூட 5 ௫-0. 
(0, டட க 3] (8) 72 ட்‌ 3 
க ட்‌ ம்‌ _0 6 0௪ டு 
பரா பத மவத்து த தன்‌ தத்‌ 
மழ பு 
_52-_. 3-0, 
07 கு ம 
0 
ஐ ௨-0 ஆகுமிடத்து 9-1, 0 என்பன தொடக்க நிபந்தனைகளாகவும்‌ ௨-௪ 4 6 
ஸ்‌ ॥ 
ஆருமிடத்து 3 முடிவில்லாத தாயும்‌ ஈறறுப்‌ பயிற்சியில தீர்வு யாது $ 
-. மழு று | 
18. -1909/-0 
ய்‌ கட க்‌ ்‌ 
ழு 83 
மழ ப 
டை ௩0 7 -- - 64௫-0 
றே ர்வு 02 5 889 


80 ்‌.. 80 
0௫ /-0 ஆகுமிடதீது 0-௯ 70 எனத்‌ தரப்பட்டவிடத்து, உ ட0 


[நிலைக்கு த்தோடு ௦ என்னுஞ்‌ சாய்வு கொள்ளும்‌ நிலையில்‌ ஓய்விலிருந்து தொடங்கும்‌ 
தீளம்‌ $ உள்ள எளிய ஊசலினது சிற்றலைவுகள்‌ பற்றிய அண்ணளவுச்‌ சமன்பாடு. ] 


ல வகையீட்டூர்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


(04) ட்டர்‌ 1,220 என்பதின்‌ தீர்வில்‌ திரிகோணகணித உறுப்புக்கள்‌ தோன்றுதற்கு 
்‌ ர 
நிபந்தனை காண்க்‌. 


[தனது இயக்கக்‌ கோட்டிலுள்ள ஒரு நிலையான புள்ளிக்கு அப்புள்ளியிலிருந்துள்ள தனது 
தாரத்‌இன்‌ ௦ மடங்காகும்‌ விசையாற்‌ கவரப்பட்டு தனது வேசுத்தின்‌ £ மடங்காகும்‌. உராய்வு 
தடையாலே தணிக்கப்படும்‌ திணிவு உள்ள துணிககையின்‌ இயக்கச்‌ சமன்பாடு. வேண்டி௰ 
நிபந்தனை ஆனது இயக்கம்‌ அலைலியககம்‌ ஆதல்‌ வேண்டுமென்பதை உணர்த்தும்‌ ; உதா 
ரணமாக வளியில்‌ அதிரும்‌ ஒர்‌ இசைக்கவர்‌ ; இங்கு ௮,தனைச்‌ சமநிலைக்கு மீளச்‌ செய்தற்கு 
நாடும்‌ மீள்தன்மை விசை இடப்‌ பெயர்ச்சிககு வி$தசமமாக வளித்தடை வேகத்திற்கு விகித 
சமமாகும்‌.] த 

09) 181௦ புறக்கணிக்கத்தகுமாறு % மிகச்‌ சறிதாமின்‌ பமிற்சி (18) இலுள்ள சமலனி 
பாட்டின தீர்வானது ௮ண்ணளவாகப்‌ பூச்சியமாகுமிடத்து உள்ள தீர்வின்‌ உக மடங்காகு , 
மென தநிறுவுக. 

[இத காட்டுவது : சிறு தணிப்பானது, மீடிறனைச்‌ செய்முறையில மாறாது வைத்து பின்னடும்‌ 
அ இரவுகளின்‌ வீச்சத்தைப்‌ பெருககல விருத்தியிற குறைத.லுறச்‌ செய்யுமென்பதே.] 


(0) 120 ஆகுமிடத்து 0 600 எனவும்‌ 013240 எனவும்‌ தரப்படின்‌, 


88டு ம்‌ ட 
த மு ம. 0 ன்பவ்த ர்க்க, 
77 ர்‌ 2 ௦ என்பதைத்‌ நீ 


. 20 ஆகுமிடத்து தடை 17% ௨ம்‌ தற்றாண்டுகைக்‌ குணகம்‌ உம்‌ உடைய கம்பியால்‌ தொடுக்கப்‌ 
படும பூச்சுககள்‌ உடைய, கொள்ளளவு 0 உள்ள லைடன்‌ சாடியினது ஒரு பூச்சில்‌ பு ஆனது 
நேசம்‌ 8 மில்‌ ஏற்றமாகும்‌. | 
29, நிரப்பு சார்பும்‌ குறிப்பிட்ட தொகையிடும்‌ 
இதுவரை .சமன்பாடுூ (1) இன்‌ ரீ) எனபது பூச்சியத்திற்குச்‌ சமனாகும்‌ 
உதாரணங்களையே எடூத்துள்ளோம்‌. இப்போது 72) பூச்சியமாகாத சமன்‌ 
பாட்டின்‌ இதீர்வுக்கும்‌ 72) ஐப்‌ பூச்சியத்தால்‌ இடமாற்றுதலாற்‌ பெறப்படும்‌ . 
எளிய சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுக்குயுள்ள தொடர்பைக்‌ காட்டுவோம்‌. 
ஓர்‌ எளிய உதாரணத்தோடு தொடங்கற்கு 
09. _மீரு 
2.35 
ன்‌ மல 
என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டை எடுத்துச்‌ சிந்திக்க. 
/--ஐ ஒரு தீர்வு என்பது கண்கூடு. எதேச்சை மாறிலிகள்‌ எவையேனும்‌ 
கொள்ளா அத்தகைத்‌ இீர்வு குறிப்பிட்ட தொகையீ$ எனப்படும்‌. 


இனி 49--ஐ.4-௦ என எழுதுவோமாமயின்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடு 


ம்‌ 01 
௨ .15(1-_- 2 அய 
ர தம்‌ (2--9)-5-- 2 


ய ததை. 
9 ம்‌. 2-9 429340 
என ஆகும்‌. அதாவது டர்‌ ர 4 ்‌ 


இது தருவது 9--&8 55-_1$௪-*1₹ ஆதலால்‌ 
4--ஐ-1- 5-5 .109- 42 


மாறா குணங்கள்‌ கொண்ட ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 9 


எதேச்சை மாறிலிகள்‌ கொள்ளும்‌ உறுப்புக்கள்‌ நிரப்பு சார்பு எனப்படும்‌.) 
இதனை எளிதிற்‌ பொதுமமைப்படுத்தலாம்‌. 
51 ர 14 





பத்‌ மிட ர வட வடவர்‌ இடப ம்‌ ட்ட 972)... (6) 
ஆகுமாறு 9-4 என்பது 
மற. நிற. ரர்‌ 
்‌ தி ட்கி கட்‌ 1ம்‌ அரச கடுபத/டு பாரவி ழு உட்க (7) 


என்பதன்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையீடாயின்‌ சமன்பாடு (6) இல்‌ 9௨-12 
எனப்‌ பிரதியிட்டுக்கொண்டு சமன்பாடு (7) ஐக்‌ கழிக்க. 


க்‌ 
ர்‌ ஐ ர” 14 09 
ம 
க்கிய கடு 1 தல மலர 1 கய்‌ 
(8) கர இர்வு % எதேச்சை மாறிலிகளைக்‌ கொள்ளும்‌ ௭-1(2) ஆயின்‌ 
(6) இன்‌ பொதுத்தீர்வு 98-12) ஆகும்‌ ; (ஐ) ஆனது நிரப்புசார்பு 
எனப்படும்‌. 
ஆயின்‌, மாறாக்‌ குணகங்கள்‌ கொண்ட ஒர்‌ எகபரிமாண வகையீட்டுச்‌ 
சமன்பாட்டின்‌ பொதுத்‌ தீர்வு ஒரு குறிப்பிடப்பட்ட தொகைமீட்டினதும்‌ 
நிரப்பு சார்பினதும்‌ கூட்டுத்தொகையாகும்‌ ; பின்னது இங்கு நிகழும்‌ 
2 இன்‌ சார்புககுப்‌ பூசசியத்தைப்‌ பிரதியிடுதலாற்‌ பெறப்படுஞ்‌ சமன்பாட்‌ 
டின இர்வு. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ , 
த்ந்த சார்புகள்‌ பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ குறிப்பிட்ட தொகையீடுகளா என வர்ய்ப்புப்‌ 
பார்த்துப்‌ னது காண்க : 
௦ 03 


டூ ௭; எழ்யதத்‌ 3.௫ 6. 2) 3; ப பம ழழல00 


2 
3) 2 சைன்‌ 2; பர்க்‌ 210 என்க, 


மாறிலிகளின்‌ எப்பெறுமானஙகளுக்கு, தந்த சார்புகள்‌ பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ திம்‌ 
பிட்ட தொகையமீடுகள்‌ : 


பு 

92: 35-18. 42/11, 
ர அ ட அகப்‌ தம்‌ 
. ம்‌ 9௪ச-- 606--₹ (6) க சைன்‌ ன்‌ 5 19 சைன்‌ 2 
(5) 88 ரதம்‌ ச--00௪--*, ) ௧ சழக ௮௮௭. சைன்‌ 22. 

்‌ 3. பே ப்‌ 
[ஏர்‌] ச சைன்‌ றல ம்கோசைறக; 442 (2-8 கோசை ௨-0 சைன்2 

2 


ஐஇ. க; கமத 46-13 


34 வகையீ ட்டர்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


பின்வருவனவற்றின்‌ குறிப்பிட்ட தொகையீடுகளைப்‌ பரீட்சை முறையாற்‌ பெறுக : 


:] 
இ லக்க 4680௪௪, (0) பப4த 4 கழல 300௪, 
4 ப்‌ 
(ய ப 43-40 சைன்‌ 8௪, 02 பப. 83300௮40 சைன்‌ 02. 
03] 


(ஐ பன்ச்‌ 2 25950. 

30. ந என்னுஞ்‌ செயலியும்‌ அட்சரகணித அடிப்படை விதிகளும்‌ 
ஒரு குறிப்பிடட தொகையீடு கண்காணிப்பாற்‌ கண்கூடாததாயின்‌ 
_ ஐக்‌ குறிக்கும்‌ 1] என்னுஞ்‌ செயலியைக்‌ கொண்ட சில முறைகளை 
8 
உபயோடஇத்தல்‌ இசைவாகும்‌. துணைச்‌ சமன்பாட்டு மூலங்கள்‌ சமமாகு 
மிடத்து இச்‌ செயலி நிரப்புசார்பின்‌ வடிவம்‌ நிறுவுதற்கும்‌ பயன்படும்‌. 

$ 
225 என்பது 3 ட்‌ இற்கும்‌ 22 என்பது ன இற்கும்‌ பயன்படுத்‌ தப்படும்‌, 


பிறவும்‌ பவை 


ஆயின்‌, ர்‌ ்‌்‌ ்‌ 284 என்பது 
203. 509. 29, 
அல்லது (2253--52-12)4 


என எழுதப்படலாம்‌. 

இதனை (22--1) (2-2) 4 என்னுங்‌ காரணிப்படுத்திய வடிவத்திலும்‌ 
எழுதுவோய ; இங்கு 19 என்பது ஒரு சாகாரண அட்சரகணிதக்‌ கணியம்‌ 
போலக்‌ கவனிக்கப்பட்டு மி யிலுள்ள கர்ப காரணிப்படுத்தப்படும்‌. 
இதனை மெய்ப்பிக்கலாமா ? 


சாதாரண அட்சரகணிதத்திற்‌ செய்யப்படுஞ்‌ செய்கைகள்‌ மூன்று ட்டில்‌ 
அடிப்படையாகக்‌ கொண்டன ; 
1. பரம்பல்‌ லிது 
%(௧-1-5) --௧-ர௩க்‌ ; 
11, பரிவர்த்தனை விதி 
ுீ--0௧; 
111. சுட்டி விதி ர”. மி 
இனி, 19 ஆனது இவ்லிதிகளுள்‌ முதலாவதையும்‌ மூன்றாவதையுந்‌ 
தருத்தியாக்கும்‌ ற ஏனெனின்‌ 
2௩-௮9) 2-1, 


மாறா* குணகங்கள்‌ கொண்ட ஏக-பரிமாணச்‌ சமன்பாடூுள்‌ ம 


இ றநா ம (௩௩ என்பன 6ே தர்முகவெண்களாக), (06) ௦ 
என்னும்‌ இரண்டாம்‌ விதி ௦ மாறிலியாமின்‌ உண்மையாகும்‌, ஆளனுல்‌ 
௦ என்பது மாறியாயின்‌ உண்மையாகாது. 

- அன்றியும்‌ (ம) (மா), (௩, ௩ நேர்முழுவெண்களாக). ஆயின்‌ 
2 மாறிகளோடூ பரிவர்த்தித்தலின்றிய அட்சரகணித; அடிப்படை விதி. 
களைத்‌ திருத்தியாக்கும்‌. பின்வருவனவற்றில்‌ 
_ அசிமுறமிற27-34..... மித, 

என எழுதுவோம்‌; இங்கு ற கள்‌ மாறிலிகளாக % ஆனது நேர்‌ 
முழுவெண்ணாகும்‌. இதனைக்‌ காரணிப்படுத்தற்கோ அட்சரகணித அடிப்‌ 
படை விதிகளைச்‌ சாரும்‌ வேறு செய்கைகள்‌ எவையேனும்‌ செய்தற்கோ 
நியாயம்‌ உண்டு. 739 இன்‌ மறைவலுக்கள்‌ நிகழுமிடத்து, செயலிகளுக்கு 
பரிவர்த்தனை விதி எவ்வாறு உண்மையாகாதென்பது பற்றிய ஓர்‌ 
உதாரணத்தை பிரிவு 81 ௨-ம்‌ (14) இற்‌ பார்க்க. 


31. நற) 6ீ(2), 
2 65.௩ 2. 
22: கீற ட 
இவ்வாறே பிறவுமாம்‌, ஆதலால்‌, 
சற) (தறற 14... 12 டமி றற ௭ 
(தனீ2 கி... ற டடம) எ 
3 (9). 


32. ஆனது % இன்‌ யாதமொரு சார்பாக )(67) ட (0-௨, 
ஒரு பெருக்கத்தின்‌ ௩ ஆம்‌ வகையீட்டுக்குணகம்‌ பற்றிய லைப்பினிசின்‌ 
தேற்றத்‌தால்‌ 
இரு முரடா 1) ம) 
ப கேடடு (0-2) மாரு... ணார 
றீ] ட ஜீ - 122073 (௩௨-11-3927... மு) 
சி -ட௩௰-12)-_3%(௩-1)- 3253-1... முர 
6₹(2 41077. 
இதேமாதிரி 10*-3(6887).65₹02-1-)”-177, இவ்வாறே பிறவுமாம்‌. 
ஆகவே, 
(2ற)(௪₹7)-(627-ஐம”-1-... றட மி றத (27) 
825(றமி-6)7-ஐ, (0-௦) 14... த மி 
ம ற: 


20 வகையீட்டு* சமன்பாடுகள்‌ 


33. 05) கோசை 85-18 (- ௨) கோசை 8. 
ழி மீகாசை ௧௨) - - ம£ கோசை ௨5, 
4 (கோசை ௧௦) - (- 65)” கோசை 2௮5, 
இவ்வாறே பிறவும்‌. ஆதலால்‌, 
(2) கோசை 02- (றம*” றி “8-1... ற, மி றப கோசை ௧ 
- (0 (- 64” ற, (6714... றப - 02) 2 
கோசை 05 | ்‌ 
7 - 68) கோசை ௨. 
இதேமாதிரி (105) சைன்‌ 2-7 - ம4) சைன்‌ ம. 


34. துணச்சமன்பாடு சாமயூலங்களைக்‌ கொள்ளுமிடத்து நீரப்புசார்பு. 
துணைச்சமன்பாடூ சம மூலங்கள்‌ ஐக்‌ கொள்ளுமிடத்து அது 
ரம - 9-௦ 
என எழுதப்படலாம்‌. 
ஆயின்‌ தொடக்க வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடு 
க 4 கட 4 ௨-0) 
அதாவது (05-92-0410, 
(பி. ுிர்து0 ட உடல வ்களல் குக்‌ வளக்க சர 
ஏ--.465₹ என்பது ஒரு தீர்வாகுமென்பதை ஏற்கெனவே கண்டுள்‌ 
ளோம்‌. அதி பொதுத்‌ இர்வு காண்டற்கு 177 என்பது 52 இன்‌ சார்பாக 
5507 என இரக. 
பிரிவு 92 ஆல்‌, (-65(82₹77) 288020 - -௦)37 625257, 
ஆயின்‌, சமன்பாடு (9) தருவது 


..._ மி57-0, 
-அது 7.48) 
ஆகவே ்‌: 9-4 (4 4722“. 


இதேமாதிரி (0-௦)29--0 என்னுஞ்‌ சமன்பாடு 9277-0 இற்கு. 
ஒடுங்கும்‌; இது தருவன 
7-(4)- 42-14... த, 
நு 62ம்‌, க்சி... சி). 
இிடலாழமு- இரதி 0) ப 2 வ்கி (10) 
என்பதிலுள்ளதுபோல்‌ பல்வேறு மறிதந்த மூலங்கள்‌ உண்டெனின்‌, 
செயலிகள்‌ பரிவர்ததிக்கப்படலாமாதலால்‌, இச்சமனபாட்டை 


ற-ாம்‌-9(ம-979)-0 


மாறாக்‌ சுணகங்கள்‌ கொண்ட ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடூ.ன்‌ 47 
| 


என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதலாமென்பதைக்‌ கவனிப்போம்‌ ; ஆகவே, 

இது ள்‌ 

(2-9-0 ப டத்ம் த்துக்கு பக்க கமத கர (11) 

என்னும்‌ எளிய சமன்பாட்டின்‌ யாதுமொரு தீர்வால்‌ இருத்தியாக்கப்படும்‌, 
இதேமாதிரி, சமன்பாடு (10) ஆனது 

2 -இ7-0,....-- படு ளி வன தக கல்ல (19) 

தட ர பமக கக்க பங்க (18) 

என்பனவற்றுள்‌ யாதுமொன்றினது எத்தீர்வா லு ந்‌ திருத்தியாக்கப்படூம்‌. 


(10) இன்‌ பொதுத்‌ தீர்வு (11), (12), (13) ஆ$யவற்றின்‌ பொதுத்‌ 
தீர்வுகளினது கூட்டுத்‌ தொகையாகும்‌; இது (ஐ-(ர-ட₹) எதேச்சை மாறிலிகள்‌ 
கொள்ளும்‌. 

உ-ம்‌ (1) (24 - 825-110] 30, 

அதாவது ' (2:- ௪539-0. 

என்பதைத்‌ தீர்க்க. 

துணைச்‌ சமன்பாடு (௩2-4)50 ஆகும்‌; 

762 (இரு முறை) அல்லது - 2 (இரு முறை). 
ஆயின்‌ நெறியின்படி தீர்வு 
(4928-7௨ *. 
உ-ம்‌ (1) ்‌ (ம₹-ட1)3--0 என்பதைத்‌ தீர்க்க, 
துணைச்‌ சமன்பாடு (ு2-ட1“0, 

ப ௬-4 (இரு முறை) அல்லது - $ (இரு முறை), 

ஆயின்‌ ர-(4- ஐன்‌ (0-1 7௦6-45, 

அல்லது -(2-0ெ) கோசை ஐ-- (11-52) சைன்‌ 2. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 

௫ முறா3றர-0. ஐ முடற )3ற11)9-0. 

3 ட ஹஜ: ஊஹ.17௨0. (௮ (ஹு _3ற_ற$90, 


௫ சம மீ அ௮கோசை கைட அசைன 625) 
_.77(65) (22 அகோசை ஊக அசைன ௬) 


எனக்‌ காட்டுக. 
ஓஒ .மு-௮4 (622 சைன்றல) -ற4798£ சைன்‌ றல. 


எனக்‌ காட்டுக. 


௮6 வகையி டச்‌ சமன்மாடூகள்‌ 


35. ரி) -8* ஆகுமிடத்து, குறிப்பிட்ட தொகையீட்டைக்‌ காண்டற்குரிய 
குறியீட்டு முறைகள்‌. 

பின்வரும்‌ முறைகள்‌, 2 என்னுஞ்‌ செயலியை ஒரு சாதாரண அட்சர 
கணிதக்‌ கணியமாகப்‌ பாவிக்கப்படும்‌ கருத்தின்‌ விருத்தியாகும்‌. முதன்‌ 
முதல்‌ தக்கனவெனத்‌ தோற்றும்‌ செய்கைகள்‌ எவையையுஞ்‌ செய்து 
கொண்டு பின்னர்‌ இவ்வண்ணம்‌ ஒரு முடிபு பெறப்படுமிடத்து 
அதனை நேரடி வகையிடலால்‌ வாய்ப்புப்‌ பார்த்துப்‌ பரிசோதனை 
முறையில்‌ முன்னேறுவோம்‌. 47()--72) என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டின்‌ 
ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையீட்டைக்‌ குறித்தற்கு குறிப்பீடு வழங்குவோம்‌. 


ந்‌ 
சற) 72: 
(0) /9-௪4 ஆமின்‌ பிரிவு 81 இன்‌ 
(2) 71) 
ந்‌ ] 
என்னும்‌ முடிபு காட்டுவது .(2)-50 ஆகும்‌ வரை சு. என்பது ஈறு) 


இன்‌ ஒரு பெறுமானமாகலாமென்பதே. இதனை எளிதில்‌ சரிபார்க்கலாம்‌ ; 
ஏனெனின்‌ 





ட 11 0) கழற | 
42) (ட) - சீறு பிரிவு 81 ஆல்‌, 
63, 


(1) 77)--0 ஆயின்‌ (0-௦) ஆனது 71(2) இன்‌ ஒரு காரணி ஆதல்‌ 
வேண்டும்‌. 9(௦)40 ஆக, 7/(ம)--(-௦970ம) என உத்தேசிக்க. 
ஆயின்‌ பிரிவு 82 இன்‌ 
22) (6777) கிம்‌ - 7 


என்னு முடிபு காட்டுவது 17 ஆனது 1 ஆயின்‌ பின்வருவது உண்மை 
யாகலாமென்பதே : 


ர அ டட இட்ட லிட்‌ 
௪) மு-ஐ)ழ்ம்‌) -ஐ-*(தம்‌) “நவ: 
62 ஐ2 


றத!” 


1 - 
இங்கு, 5 என்பது 9 இங்கு நேர்மாறான செயலியாக, அதாவது ௪ 


ல ் 1 
ஐக்‌ குறித்துத்‌ தொகையிடுஞ்‌ செயலியாக, 5 ஆனது ஐ முறை தொகை 


மிடும்‌ என்னும்‌ இயற்கையான எண்ணம்‌ கொள்ளப்படும்‌. பரிசோதனை 
முறையிற்‌ பெறப்படும்‌ இம்முடிபு எளிதில்‌ வாய்ப்புப்‌ பார்க்கப்படலாம்‌ ; 


மாறாக்‌ ரூணகங்கள்‌ கொண்ட ஏகபரிமாணச்‌ சமண்பாற்கள்‌ 90 


ஏனெனின்‌ 
70) ௫௮-20-௪720) 4 2 


-௪ம[ம-௪7 (௧ 2] 


2] . 
வத்சு, ௮௭௯ 
தச 

- றம்‌) 2௦) ம 1] 

65, பிரிவு 31 ஆல்‌ 
எண்‌ பயிற்சிகளைச்‌ செய்யுமிடத்துப்‌ பரிசோதனை மூறைகளை சரி பிழை 
- பார்த்தல்‌ வேண்டியதில்லை, 
ஊம்‌ (௫) - (ற-ட9)3--50௪. 
குறிப்பிட்ட தொகையீடு 


] . த0௪ 
சணபபகககர்‌ ட்ட. ப ஒமை 


இரப்பு சார்பைச்‌ சேர்க்க 
92. (4-1 12)2-55, 
உ-ம்‌ (ம்‌. (2-2 50௦“. 


] ன்‌ 
(55 502“ இல்‌ 2 இற்கு 3 ஐப்‌ பிரதியிடுவோமாயின்‌ முடிவிலியைப்‌ 


பெறுவோம்‌. 
மற்றை முறையை வழங்கல்‌ 
] | 
25%: 5025₹-506 7%- 125085 , $ஜூ-- 255325. 
நிரப்பு சார்பைச்‌ சேர்க்க 
--28ச£- (4- மல) 


ச்‌) 


இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 
டூ முடூவ்‌.25)9--104௪5. ஐ றா ஜி ௪, 
3 மு௩-954275. (9 முா-று-கீட௭2. 
கு மு௩-ஹுர--௧ ௮சைன்‌ றா. (6) முரற) சோ, 


64-88 5529 (09/3) 


40 


வகைய்‌ீட்டுர்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
36. 1(0)--கோசை .8% ஆகுமிடத்து, குறிப்பிட்ட தொகையீடு. 
பிரிவு 33 இலிருந்து 
ம்‌ (59 கோசை ஊ-ழ்‌ (-85) கோசை ௨௨. 


இது, 25 ஆனது இருக்கும்‌ இடமெல்லாம்‌ -௨8 ஐ எழுதுதலால்‌ குறிப்பிட்ட : 
தொகைமீட்டைப்‌ பெறலாமென்பலதயே காட்டுகின்றது. 


உ-ம்‌ () (23-30-0214 --கோசை 3. 





1 ] ர 
2 ம்‌ அத படக டடட்ட மப டட. கோசைலை 
நாற த கோசைக ட றத 2 சைக உறு ப இ பகாணன? 


பகுஇயில்‌ 92 ஐப்‌ பெறுதற்கு, சேடுகளுக்குக்‌ கையாளப்படும்‌ வழக்கமான 
முறை காட்டுவதுபோல்‌ 
5 22-12 
றட இழுது: * அகல்‌ 
இது 92-12 


“-20-4 கோசை 25 


௮ ட (3மிகோசை2௨-32கோசை 22) 


| 


1 
- 300 -6 சைன்‌ 25--2கோசை 22) 
(3 சைன்‌ 2தஐ- கோசை 22) 


உ-ம்‌ (1) (ற3-623-112--6) ர-2 சைன்‌ 82. 
1 1 


ரர ரர ண்பன்‌ இட்டு இதத றிது 


1 
-ந_94 சைன்‌ 32 
மிட ன 





களி. 


“2 (3 கோசை 828-134 சைன்‌ 9) 


சகன்‌ 


]்‌ 
“395 (கோசை 32--8 சைன்‌ 82) 


த்‌ முடிபுகள்‌ திருத்தமாகுமென்பதை இனி நோடி  இண்கம்‌ 


காட்டுவோம்‌. 

இம்முறை 2, 6, என்பன மாறிலிகளாகும்‌ [6(225) ௰ழ்‌ (23] 
நிமி கோசை 0-0 சைன்‌ ஈ௨ என்பதற்குப்‌ பிரயோடுக்கப்பட 
9( - - 25)(2கோசைக£-- சென்றா) --மழ்‌(- ௧5). சைன்ஊ- டகோசைய) 


(2-6) (ம்‌(- 21. 


மாறாக்‌ குணஙங்கள்‌ கொண்ட ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகள்‌ த்‌ க] 


பகுதி மறையாதாயின்‌ இதை உண்மையில்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையீடெ 
னக்‌ காட்டுவது எளிதாகும்‌. புறநடை வகை பின்னர்‌ எடுத்து ஆளப்படும்‌ 
(பிரிவு 88). 


இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 
டு முழ 0சைவ 22. இ: ற5-டற.69-100 சைன்‌ 42 

3 மு3,8ற-2)3-48 கோசை2- 16 சைன்‌. ப 

ஐ று றப 200 சைன்‌ 20-40 கோசை 9802 

6 பாத்‌ பற்ற கோசை ர" 

313 [74 

என்பதன்‌ குறிப்பிட்ட தொகையீடு ம்‌ கோசை (ரீ - என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ 
எழுதப்படலாமென்பதை திறுவுக ) இங்கு 5--௧/((ஐ₹- 854 43 ரம்‌, 
தான்‌ 6--.280/(2“- 75). | ப 

௮து துணைகொண்டு ர ஆனது மாறியாகவும்‌ % ற, & என்பன 
மாறிலிகளாகவும்‌ % மிகச்‌ சிறிதாகவும்‌ இருப்பின்‌ அண்ணளவாக 8- வ 
(ற- 9/5) -ற ஆகுமிடத்து 9 மிகப்‌ பெரிதெனவும்‌ அண்ணளவாக 


2, ம -௧௨/2%ற எனவும்‌ நிறுவுக. 

[இவ்வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடு வேகத்திர்கசூ. விசுசமமாகும்‌ விசையால்‌ தணிக்கப்பட்டு, ஒர்‌ 
ஆவர்ததன வெளி விசை எல்‌ தாகீஈப்படும்‌ அஇரும தொகுதியொனறைப்‌ பற்றியது. குறிப்‌ 
பிட்ட தொகையீடு வலிந்த அதிர்வு. ளையும, நிர புசார்பூ விரைவாகத்‌ தணிக்கப்படும சுயாதீன 
அதிர்வுகளையும்‌ தரும்‌ (பிரிவு 98 ஓப்‌ பில.தொடரும பயி, சி 15 ஐ பார்க்க).] 

வெளி விசையின்‌ 2/ர ' என்னும்‌ ஆவர்த்தமை (325-229) 
அல்லது அண்ணளவாக 2ஏ/[ற ஆகும்‌) சுயாதீன அ தர்வுகளின்‌ ஆவர்த்தனத்‌ 
இற்கு வறக்குறையச்‌ சமமாகுமாயின்‌ வலிந்த அதிர்வுகள்‌ மிகப்பெரிய 
லீச்சம்‌ கொள்ள € என்னும்‌ வெளி விசைக்கும்‌ ம அகைக்குமுள்ள 
அவத்தை வித்தியாசம்‌ அண்ணளவாக 5 ஆகும்‌. இது **மருவிசை” என்‌ 
னும்‌ முக்கியமான தோற்றப்பாடு ; இது ஒலியியலிலும்‌ எந்திரவியலிலும்‌ 
கம்பியில்லாத்‌ தந்திமு-றையிலும்‌ முக்யெமான பிரயோகங்களை உடையது.] 

37. மூ. என்பது நேர்முழுவெண்ணாக (2) 7 ஆகுமிடத்து, குறிப்பிட்ட 
தொகையீடூ, 

ம 1 
இவ்வகையிற் பரிசோதனை முறையானது, சற்‌) என்பதை மி இன்‌ வறு 
வளுக்களில்‌ விரித்தலாகும்‌. 
30309 12 


] 
எம்‌ (1 
உ-ம்‌ (10 5-4 ப 
1 303-324... 





வப்‌ 
சொ த 
3. 
4 


2 வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
ஆகவே நிரப்பு சார்பைச்‌ சேர்க்க 
(ஐ*-- கிர 
என்பதற்குக்‌ காட்டப்படுந்‌ தீர்வு ப 
-4(28-1)-1.4 கோசை 2-8. சைன்‌ 2ை. 


பட டம ந்‌ 1. 
ரர த பன்சனைய் கண வனைய கக சசகாகாை லு கடட நானை? அவளகக வரவ எனனை. ஞ்‌ ்‌்‌ ட்‌ 
உ-ம்‌ (1) ம்‌ றற ராடி கம்‌ (1 5-5. ற)” பகுதிப்‌ பின்னங்களால்‌, 
மு 25 


ற்ம்ணானக்‌ - (2 எண்று ள்‌ ர்ஜார்ஜ 1-. ச 
($- 0905) 305-114 பனி 
னி ம 2. 
நிரப்பு சார்பைச்‌ சேர்க்க 
(2₹-42-9)]/-9்‌ 
என்பதற்குக்‌ காட்டப்படும்‌ தீர்வு 


1) 42. 2280-0 களின்‌, 





உ-ம்‌ (1) “902-200: ற 


] 
றம. 4) 23ம53--4 ச] 
1 ] ந 
32 க பப்ப டல டப்ப ழ்‌ 
96 1 ௫ ம்‌ (1) இலிருந்து, 
ரச்‌ அறை ப 
அபி 
94 _- 023 
ஆகவே, 2505-94-96 என்பதன்‌ தீர்வு 
94 - 088.4 கோசை 2-- சைன்‌ 2-- 8-2. 
வேறு முறை 


1 
ட ப்பம்‌. 
ற5மழ₹-_6) த ட ர க்‌ (ரத $ம0 : 1624 - யில்‌ 
_(940-2-6-228-...)22 
9 . 05-89. - 
இத நிரப்பு சார்பில்‌ உட்படுத்தப்படும்‌ 8 என்னும்‌ மேலதிகமான உறுப்‌ 
பைத்‌ தரும்‌. 
உதாரணங்கள்‌ (1), (11) என்பவற்றில்‌ 47(9) ஆனது 2 யை ஒரு கார 
ணியாகக்‌ கொள்ளாலிடத்து வழங்கப்படும்‌ முறை பின்வருமாறு மெய்ப்‌ 
பிக்கப்‌ படலாம்‌. விரிகள்‌ சாதாரண நீள்வகுத்தலாற்‌ பெறப்பட்ட னவென 
உத்தே௫க்க. பகுஇப்‌ பின்னங்கள்‌ வழங்கல்‌ செய்முறையிற்‌ கூடுதலாக 


மாறாக்‌ கூணகங்கள்‌ கொண்ட ஏகபரிமாணர்‌ சமன்பாடுகள்‌ 42 


இசைவாயே போதிலும்‌ இது என்றும்‌ சாத்தியமாகும்‌. ஈவு ம” என்‌ 
பதைக்‌ கொள்ளும்வரை வகுத்தல்‌ தொடர்ந்து செய்யப்படுமாயின்‌, மீதி, 
றா என்பதை ஒரு காரணியாகக்‌ "கொள்ளும்‌. : அதனை ஜ்‌().**7 
எனக்‌ கூறுக, ஆயின்‌ 





1 | று),ற௩௩க 
ஆ -கக்ஹம்ஹ்டிமளாபரி நிறு கல்வித (1). 
இது: 14) (ஐ-டமி-ஹி-...ி) 4 திரம்‌ ப பகல்‌ (2) 


என்பதற்கு வழிகாட்டும்‌ ஓர்‌ அட்சரகணிதச்‌ சர்வசமன்பாடாகும்‌. 
£ி ஆனது ஒர்‌ அட்சரகணிதக்‌ கணியமாகுமிடத்து உண்மையாகும்‌ சமன்‌ 
பாடு (2), என்னுஞ்‌ செயலிக்குப்‌ பிரயோகிக்கப்படலாமெனக்‌ காட்டப்‌ 
பட்டுள்ள ஆரம்ப அட்சரகணித விதிகளையே சாரும்‌ எளிய வடிவமாகும்‌ : 
அது, ம இன்‌ சார்புகளால்‌ வகுக்குமிட த்து எழும்‌ வில்லங்கங்களைக்‌ கொண்டி 
ராது. ஆகவே (2), அதன்‌ ஒவ்வொரு பக்கமும்‌ ஒரு செயலியாகக்‌ கருதப்‌ 
படுமிடத்தும்‌ உண்மையாகும்‌. றி ..0 ஆதலால்‌ 27 இற்‌ செயல்‌ புரிய 
சீரி) ((டி-ட௦மி-ட0ி3-... ஹி”) கூ], ப ப டவ (அ; 
மீதியயப்‌ புறக்கணித்துக்கொண்டு (1) இற்‌ பெறப்படும்‌ விரி (ம) ஐ 
இன்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையீட்டைத்‌ தரும்‌ என்பதை இது நிறுவும்‌. 
2) இன்‌ அட்சரகணிதப்‌ பெறுமானங்களுக்கு இவ்விரி விரி௫ன்றவிடத்தும்‌ 
இம்முறை உண்மையாகுமென்பதைக்‌ கவனித்தல்‌ கவர்ச்சிக்குரியது. 
மூதன்‌ முறையை உ-ம்‌ (14) போன்ற வகைகளில்‌ பார்த்தற்கு 
ந ச ப்‌ 
5: ((%-ட2மி-ட௦ஹி5-... ஹி) ௪), 
அதாவது (மி ஹி-ரர் ப மறிரர் ப டஹிா*௫) தர 
என்பது (27()-2) 8-7 என்பதன்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையீடூ என 
நிறுவல்‌ வேண்டும்‌, அதாவது 
(ற) (ஹிஹி 718 


மட்கு இகர த அனு வட வவ் வ வமந (4). 
இனி, (2)00)--() (20, 
அன்றியும்‌ £((62-7*5) 2) (000) 27) 


ஆகவே (4) இன்‌ இடக்கைப்‌ பக்கக்‌ கோவை 
77()(ட-ட௦மி-ட௦ூமி5-... மி”) ச), (5) ஆல்‌) 
இதுவே தநிறுவவேண்டியது. 
மற்ற முறையில்‌ குறிப்பிட்ட தொகைமீட்டில்‌ மேலதிகமான *ஈ உறுப்புக்‌ 
கள்‌ பெறுவோம்‌, ன்‌ 
(வேம்‌ 173... மி ௪7 என்க. 


4 - வகையீட்டு சமன்பாடுகள்‌ 


இவை ௨ இன்‌ (1-1) ஆம்‌ வலுக்களையும்‌ 8ழ்‌ வலுக்கானவையையும்‌ தரும்‌. 
ஆனால்‌ இவையெல்லாம்‌ நிரப்புசார்பில்‌ நிகழ்வன. ஆகவே முதன்‌ 
முறை இதை விடச்‌ சிறந்தது. ர தட. 

ற -13 என்பது எதேச்சை மாறிலி யாதுமில்லா 8 இன்‌ தொகையீட்டின்‌ 
மிக எளிய வடிவத்தைக்‌ குறிக்குமென்பதைக்‌ கவனிக்க. 

ற-1ற.1)--1.0-0 ஆகும்‌, ஆனால்‌ 
றஐ(-1,1)-2.2-1; ஆகவே 
நழமு-டட) 40-ம்‌.) 
இதேமாதிரி ௩ ஆனது % இலும்‌ பெரிதாயின்‌ 
நுழு-௩) ஒறு - ஈமு, 

ஆமின்‌, 19 இன்‌ மறை வலுக்களைப்‌ பொறுத்தவரை அட்சரகணித விதிகள்‌ 
என்றும்‌ உண்மையாகா. ௨-ம்‌ (4) இல்‌ வ ழங்யே இரு வேறுவேறான 
முறைகள்‌ வேறுவேறான முடிபுகளைத்‌ தருதற்கு இதுவே காரணம்‌. 
தர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 
(0 6-1). ஐ (2534-9) 34424 
(3) ம₹-ற9) 242418. (9 மு4-0ற30905 54௧418 
(ு மா-ற-2)/-க்4- 70ஐ.- 487, 
(6) ம3ற-2)/-கக - 7'ஐ - 4825. 
389. மற்றை எளிய வகைகளில்‌ குறிப்பிட்ட தொகையீடுூகள்‌ : 

முன்னுள்ள பிரிவுகளில்‌ எடுத்தாளப்படாத சில எளிய வகைகளில்‌, 
குறிபபிட்ட தொகைமீட்டின்‌ பெறுமானங்‌ கணித்தல்‌ பற்றிய சிலவகை 
உதாரணங்களை இப்போது தருவோம்‌. முன்போல்‌ இம்முறையும்‌ பரி 
சோதனை முறையாகும்‌. குறுக்கத்துன்‌ பொருட்டூ, சரி பிழை பார்த்தல்‌ 
லிலக்கப்பட்டுள்ளது ற; இது ஏற்கெனவே தரப்பட்டுள்ள சரிபார்த்‌ தலைப்‌ 
போன்றது. 

உ-ம்‌ ௫. (23.14) ர. சைன்‌ 2. 

பிரிவு 86 இலுள்ளது போல்‌ 5 இற்குப்‌ பதிலாக - 2“ எழு தி டு சைன்‌ 2 


என்பதன்‌ பெறுமானத்தைக்‌ கணித்தல்‌ முடியாது) ஏனெனின்‌ இது 
பகுஇயில்‌ பூச்சியம்‌ தரும்‌. ்‌ ட ள்‌ 
ஆனால்‌ $ சைன்‌ லை ஆனது 62 இனது கற்பனைப்‌ பகுதியாகும்‌ 

திட்ட ச டட பட 

ற: .4 8) 4 


டடத 2 
்‌ ] 
வய ப்‌ 


றம 


1, பிரிவு 85 இலுள்ளதுபோல்‌, 


மாறா குணகங்கள்‌ கொண்ட ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகள்‌  தீ5 


1 ற றே 
_்‌ டில. ஸ்கை ] 
ஹ்‌ 4 43 ) (1) 
னு! ட 
ட க்கத்‌ பா்‌! ம 282 
6.“ 24 


 - 112 (கோசை 9 -ட$ சைன்‌ 2ை). 
1... 1 1 1 71 உ 
ஷி கதவி பட மட்‌ 28௪ 
[அலலை, 2-4” றி - வன ்‌ ) ௭ (ம்‌ 
_ஹி.! ட _ அ 
1] 48 


டது்ல்‌ கற்பனைப்‌ பகு ரக்த த்‌ 


டப 
றட4 சைன்‌ 2 -1ற கோசை 2... 
நிரப்புசார்பைச்‌ சேர்க்க. 


பச்‌ 


1/4 கோசை ஊற -டமி சைன்‌ 12 கோசை 22. 
உ-ம்‌ (1) (22 - 5ற 6) சீ 35. 


1 1: 
அ அ அப ப ப. அறை 0 வ உதி த 
ற 52-16” ௪-(-ந ர)” ட்‌ 








_அ(_29- விகே 6-0. 
நிரப்பு சார்பைச்‌ சேர்க்க [இங்கு 792” இல்‌ - 62” என்னுமு அப்பும்‌ உட்பபி]. - 
வண ிச்‌ 2014 .ஐ192--06௪- 2. 
உ-ம்‌ (11) (2₹--62--13)3/- 8 எ சைன்‌ 22. 
ழ்‌ 1 
திராச அவரைக்‌ சகன்‌ ர்‌ அடப்‌ ஒர படெட்ட்ட்ட்டடடடடடடடபய பவட ட்ட்டப பயவா ளாம்‌ பவனம்‌ ஓ % 
33- 62-ட15.. .8க£சைன்்‌ 2-8 சீ” பதன 2 6ம்‌ 3) 18) சைன்‌ 22 





8 கடு சைன்‌ 25 


_885₹(_12கோசை 9ை) (உ-ம்‌ (1) பார்க்க) 


௮ ப ஜெயி* கோசை 3. 
நிரப்பு சார்பைச்‌ சேர்க்க 


மூ 62? (4 கோசை 2-8 சைன்‌ 2 - லை கோசை 22). 


40 வகையீட்டு?்‌ சமன்பாடுகா்‌ 


இம்மூறைகள்‌ மாணாக்கன்‌ சந்திக்கும்‌ நேரிடக்‌ கூடிய ஏறக்குறைய எல்லாக்‌ 
குறிப்பிட்ட தொகையீடுகளின்‌ மபெறுமானக்‌ கணிப்புக்கும்‌ போதியனவாகும்‌. 
மற்றை வகைகள்‌ யாவும்‌ இவ்வத்தியாய முடிவிலுள்ள (99), (94) ஆ௫ூய 
பலவினப்‌ பயிற்சிகளிற்‌ சுட்டிக்காட்டிய வழிகளில்‌ எடுத்தாளப்படலாம்‌, 


இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 

(0) (2541) -க்கோசைத ... இ 00-19-2344) 

நே மூ-32-9)--540ஐ3௪-2 ்‌ க (மட 2)/-- 288 சைன்‌ ஐ. 
க) (231) 3/2 கோசைறஐ (6) (5..2)-19.48 சைனக - 9, 


(2) 29₹-02-.25)- 2682 கேர்சை 4ஐ.)- 82342 (1 - 8) சைன்‌ 42 
39. ஏகவினமான ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடு. 


இது (ஐகூி”-டறூ- 0-1. உறர) என்னும்‌ வடிவத்திற்‌ 
குக்‌ கொடுக்கப்படும்‌ பெயர்‌. 


5-6 எனப்‌ பிரதியிடவோமாயின்‌ இது முன்னர்‌ இந்‌இக்கப்பட்டுள்ள 
வகைக்கு ஒடுங்கும்‌. ்‌ 
உம்‌. (ஐீழி53-- 3ற5005-_றம)4 - 2425, 


ர ்‌ மே 7 . 
௪௮ 6 ஆயின்‌, “3 8-2 ஆதலால்‌ 


அக க 
சட்‌(-34இ--3(-2 இ ணி 
5 ௬ 
- அடிதடி 
ஆயின்‌ தந்த வகையமீட்டுச்‌ சமன்பாடு “ப. 24௪, என்பதற்கு ஒடுங்கி 


ஏ.4-1 இ 02. 96 
௪44 மட2-ட0 (மடை 323 
என்பதைத்‌ தரும்‌. 


வேறு முறை இவ்வத்தியாய மூடிலில்‌ (28)--(90) ஆய பலவினப்‌ 
பயிற்சிகளிற்‌ சுட்டிக்காட்டப்படும்‌, 


சிக) ம 7 ஐப்‌): 5ற- 4... ம தழு-ரீற) 


மஈரறாக்‌ சுூணகங்கள்‌ கொண்ட ஏகபபிமாணார சமன்பாடூகள்‌ ்‌ 47 


என்னுஞ்‌ சமன்பாடு 8-8 4௪ எனப்‌ பிரதியிடுதலால்‌ எகவினமான 


எகபரிமாண வடிவத்திற்கு ஒடுக்கப்படலாம்‌ ; இது தருவது 
3] ரழ42 ர 
க்‌ இக்க. க்‌ சட 


இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 


“1... நீழ 47] ரர [727] 
பு தூ. 8. 2 425, 2) ஐ. 192 325-250, 
ல து. ர தர்‌ தத அம்‌. 
த ன்ப பஜ 028000 0 ) 
4 எற்கு. 2 காசை (மட௮). 
மி ம றே ச ல்‌ 


ம ற வழ பே 
(4) ச ன னா. -4- க்‌ கை னர்‌ 4 7 மடல்‌, 


853 83 
(5) 1422) ய (14-22) 416-8(1 3-2), 


ன்‌ 


4 


1 
4 தன்‌ 


ன்‌ 


(6) (145) 3-௬ &கோசை மட (1-2) 


40. மாறாக்‌ குணகங்கள்‌ கொண்ட ஒருங்கமை ஏகபரிமாணச்‌ சமன்‌ 
பாடுகள்‌ . ப 
செய்முறை ஓர்‌ உதாரணத்தால்‌ எடுத்துக்காட்டப்படும்‌, 32 என்னும்‌ 
இரு சார்மாறிகளும்‌ ௨ என்னும்‌ ஒரு சாராமாறியும்‌ எமக்கு உண்டு. 
முன்போல்‌ 1) என்பது “7 ஐக்‌ குறிக்கும்‌. 
- (0 கிர.- (001) தச, ப பபப வவட (1) 
(-டஒு- 92-58, ப யப ப படவ வவட (2) 
என்பவற்றை எடுக்க. 
ஆரம்ப அட்சரகணிதத்திலுள்ள ஒருங்கமை ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகளிந 
செய்தல்‌ போல 8 ஐ நீக்குக. இதைச்‌ செய்தற்கு சமன்பாடு (1) ஐ 
8 ஆற்‌ பெருக்க சமன்பாடு (8) இல்‌ (2--1) எனபதாற்‌ செய்கை புரிக. 
முடிபுகளைக்‌ கழிக்க 
(ற -ஊா.மு8))9--ச₹- றட கச, 
அதாவது (95-24-8665, 
அல்லது (3-2 9044 ௪5, 
வழக்கமான முறையில்‌ இதைக்‌ இர்கக 
992-242. 36-55, 
இவ்வுதாரணத்தில்‌ 8 ஐப்‌ பெறுதற்கு மிக எளியவழி, 2 இன்‌ வகை 
யீட்டுக்‌ குணகம்‌ எதனையும்‌ கொண்டிராத சமன்பாடு (2) ஐ உபயோகத்‌ 
தலே. 


45 வகையீ டூ* சமன்பாடுகள்‌ 


(2) இல்‌ $ இற்குப்‌ பிரதியிட 
7146-2) 9,42--026- 2... 3256 
அல்லது 296 53-ட53.4.- 90௨-௧௯, 
எனினும்‌, சன்பாடுகள்‌ 2-ஐக்‌ காண்டற்கு அத்தகைய எளிய (முறையை 
அனுமதிக்காவிடின்‌ 3 யை நீக்கலாம்‌. 
இவ்வகையில்‌ இது தருவது 
_ (-ம-4802-1)-185-4))2-(0-8)6 ₹- (6--4)9-7 
அதாவது (2253-2 (421284; 
இது தருவது 28965. 88-76 55, 
4, 2, 8, என்னும்‌ நான்கு மாறிலிகளின்‌ தொடர்பு , காண்டற்குத்‌ 
தொடக்கச்‌ சமன்பாடுகள்‌ யாதுமொன்றில்‌, (8) என்க, பிரதியிடக. இது 
தருவது 7 
ற-8)(-₹--,42-_22-3%) -3(88- 1 நீச76-₹5) ௮9௨5, 
அதாவது (94-888--62-87)6-“₹-0, 
ஆகவே, 8--9.4, சி-22, ஆற 
296 ₹-1_ 28-76-2196 948-- 2286-5, முன்போலவேயாம்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. , 
(1) ர-2 0, (2) ற-17)4--(22 -8)2-0, 
(2-படர-ம 4112-0. (152 -68)4- 22-௦0. 


(3) (0௨-ற.டடஏ-ம்‌₹1)ற- 2-0, 
(2223-22-99 -ம5-2.--5)2-0, 

(4) 2-10-2-4௪, (5) (மூ. 42- - 30 கோசை 12, 
(2 -12-- 6ீ. 7-1 17232-009 கோசை 4. 


(6) (22-14 (2-32)2-91௪-5-147 சைன 2--185 கோசை 2, 
8/- (0ி-8)2--202-2--47 சைன்‌ 25-23 கோசை 2, 


அத்குயாயம்‌ 114 இற்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 
பின்வருவனவற்றைத்‌ இர்க்க 

(௬ ற புரூ-10௪5. (2) (2₹112ற.9)9-14429- 52 
(3) ம்‌4 028-125 00-20௪- 8 சைன்௨. . 5 
5-4 பு 08 சைன்‌ :ஐ. 

க) மு4-0₹ றே 94-250(2.4 1)252, 

(6) (204-£25-04-:50 அசைன 92. (7) (த 2253-1) 40 அகோசை 2. 
(8) (2-23-8ம-ஊீ-ட்சைன9௮ு. 0) மற. 2) 82727 சைன்‌ 22. 
00 ம0₹--1)4/--3கோசை?2-2 சைனிீ௪௯ 


பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 49 


(ட மு1023:4-9) 396 சைன்‌ 22 கோசை ௪. 
(12) (2-5)23/--4, ௨ ஆனது ஒரு நேர்முழுவெண்‌ என்க. 





ர 1 32மடச ற 2 நீழ 
13) ௮ த்‌ ந்தி) ம. 0, 
6 ஜ்‌ கம 2 04 கத ௧ ன்‌ 
(16) ட்‌ (5 சுடு டட (௪38௨44 
(2-4 ( ன்ட்‌ 4 தல, [-9)(22- 4. 


(1) ரச மச்ச 
ய்‌ க்‌ ர ௬ 3 


ர பு ட 
ர ல மரத்த 252-- 10௪7 
(ஐ 2 ப்ர அத பல்க்‌ வு வற்வ்‌  நர்‌ 
ல்‌ (தத. ரள படத ப. 40 
20) ரர த 0 
ர உ தத டா? 
ரூ. சே 
ப. 22-40 
015 று வ 


(21) (744: -1)-0 என்பதன்‌ ஐர்வு 4௪ என்பதாலும்‌ 622 (இ; கோசை ஊட 09 
சைன் 2௦) எனனும்‌ வடிவத்திலுள்ள % உறுப்புச்‌ சோடிகளாலும்‌ ஆக்கப்டடுமெனச்‌ காட்டுக; இங்கு 


2 27 
௦ கோசை , சலுசைன்‌ க 
1 1 








தடட இ சழ்ட்க் வள்‌ அல்ல எல . 74 பினலடுத்து. 


ர 


(22) ஐ-௧௦ ௨-0), மி-௨ 9-ம, (0-௨ ]/-௦ ஆயின 1, 9, ூ என்பவற்றைப்‌ 
பினனடுத்துக்கணூ ௮து தணைகொஷை (மி -ய03-0 ஐழ்‌ சீர்கக. 


(23) 0-௦ (-௧-௧4௫) (0-௨ 1 4/- 1 என்பதன தீர்வு 
(ஏர .- 1) (2562 _ 2௨721) 
நை... 1 88 “பப வவயய வவ 8 
ை % ய்‌ 4 
என எழுதப்படலாமெனக காட்டுக. 

அதன துணைகொண்டு (2 -௧க33/.20 என்பதின தீர்வை உய்த்தறிக. 

[இம்முறை தலம்‌ பெயராலாயது. வேறு நியாய முறையில்லாது இது முற்றாய்த்‌ திருத்தியாகா 
தெனபதைத்‌ தேறிய மாணாககன கவனிபபான்‌. இரணடாம வகையீட்டுச்‌ சமனபாடு முதலா 
வதன்‌ எல்லையெனபது கணகூடு, ஆனால செண்டாவதன்‌ தீர்வு முதலாவதன்‌ ஜீர்வினத 
எல்லையெனபது கண்கூடாகாது], 


$ 
(24) 122] 803 சீ ஆனது2 ஆல்‌ குறிக்கப்படுமாமின்‌ 2; ன என்பன யாவும்‌ 7-௦ 
ஆகுமிடத்து மழையுமெனபவத நிறுவுக. 4 
அது துணைகொண்டு ச£4்‌, ஐசனை, ஐம்‌ எனபன யாவும்‌ (0-௧) 4-0 இன்‌ தீர்க 
என்பதை நிறுவுக. 


(2-5, - எனபன பரிவர்த்தனைச்‌ செயலிகள என்பதைச்‌ கவனிக்க.] 
ர்‌ 


50 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


கோசை -கோசை (2-4) 2 
(25) 4 வையவன்‌ என்பது 
_(க)5-௦7 
(05-24) ழ--கோசை (8-1) ஐஉஇன்‌ ர்வு எனக்‌ காட்டுக, 
௮து துணைகொண்டு (28-63) ூகோசை ல என்பதன்‌ குறிப்பிட்ட தொகையீட்டை 
உய்த்தறிக. 
[இதற்கும்‌ பயிற்சி 23 இற்கு உள்ள அதேமறுப்பு உண்டு.] 
(26 7 ஆனது இன ஒரு சார்பாக 772) ஆனது வழக்கமான பொருள்‌ கொள்ளுமாமின 
மு 2 7)--௧௰77 ௩௮7 எல்ர்க 
லு ௪) 70-௪௪) 7 


ட்டரு ௮ 
ர்‌ ஆனி] -( ழ்‌) சமக 7 த 


[1-9 2] ௧7 
தூ] (8 (2) 
(2) (0) (2) 


என்பவற்றை நிறுவுக. * 
செயலிகள்‌ முறையிலான வரிசையில்‌ உபயோஇக்கப்படல்‌ வேண்டும்‌. வேலை கில சமயங்‌ 
களிற்‌ சரமமாகும்‌. 





(19) 


(27) ஈற்றுப்‌ பயிற்சியின்‌ (14), (12) ஆலாய முடிபுகளை உபயோகித்து 
(1) (2-1) 
(1) (20-41) கோசைல௰ 
என்பவற்றின்‌ குறிப்பிட்ட தொகையீடுகளைப்‌ பெறுக. 


8 ௩ 
(28) 0 ஆனது ற ஐக்‌ குறிக்குமாயின்‌ தொகுத்தறி முறையால்‌, அல்லது வேறுமாதிரி, 


00 ்‌ 
உட. 0-1)0-2...0-ஈ-1) 9. 


என்பதை நிறுவுக. 
(29) ((0) ன்‌ 
ட்ட டவ்‌ 
(11) சு. ய ண்‌ (3) 50 ஆயின்‌, 
(11) 7 கம்‌ ஈ இன்‌ சார்பாக, 
] 
_.. ர்‌ [த 
ன க (0-0 


என்பனவற்றை நிறுவுக. 


(30) ஈற்றுப்‌ பயிற்சியின்‌ முடிபுகளை  . 
ஜு ட்‌ 4ல்‌ உர நதமமா 
023 
என்பதன்‌ தாவு 13. 4224 இக? என நிறுவுக ; இங்கு ௨,௦ என்பன 3%(% - 1). 14620 
எனபதன மூலஙகளாகிய 2, 53 ஆகும. ்‌ 


பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 51 


(31) ற -1)--22 ஆயின்‌, (2-1) 2-2)49-0 ஐ நிறுவுக- 

இரண்டாவது வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ (இரு தெரியா மாறிலிகளைக்‌ கொண்டது). 
பொதுத்தர்வை எழுதிக்கொண்டு அதனை முதலாவதிற்‌ பிரதியிடுதலால்‌ முதலாவது சமன்‌ 
பாட்டினது தீர்வைப்‌ பெறுமாறு மாறிலிகளுள்‌ ஒன்றன்‌ பெறுமான த்தைப்‌ பெறுக. 


ம்‌ 
(32) ஈற்றுப்‌ பமிற்சியிலுள்ள முறையால்‌ பர்தா சைன்‌ ௨௨ என்பதைத்‌ தர்க்க. 


(33) 8) ஆனது ௦22 | ௨ சேர்‌ என்பதைக்‌ குறிக்கின்றது. 


ஆனது 402 | கார்ன்‌ என்பதைக்‌ குறிக்கின்றது. 

வேறும்‌ இவ்வாறேயாயின்‌, 7(2) ஆனது ற-௯-09)..... , என்னும்‌ % காரணி 
களின்‌ பெருக்கமாகுமிடத்து 77(0) 3-3 இன தீர்வு $/-- 44௩ என எழுதப்படலாமென தி.றுவுக. 

7(ற) இன்‌ காரணிகள்‌ எல்லாம்‌ வேறு வேறாகாவிடினும்‌ இது உண்மையாகும்‌. 

அது துணைகொண்டு (0-௨) -9) 4--க2மட ஐ என்பதைத்‌ தீர்க்க. 

1 

(34) ௪) என்பதைப்‌ பகுதிப்‌ பின்னங்களாக . இட்டுவரும்‌ 27(2) 9-4 வின்‌ இர்வு, 

(ற) இன்‌ காரணிகள்‌ எல்லாம்‌ வேறு வேறாகுமாயின்‌, 





2 ண்ட்‌ 

ச). . 
என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ உணர்த்தப்படலாமென நிறுவுக. 

[70) இன்‌ காரணிகள்‌ எல்லாம்‌ வேறு வேருகாவிடின்‌ மறிதந்த தொகையிடல்களைப்‌ 
பெறுவோம்‌]. 

- அறிமுறையில்‌ இப்பயிற்சிமினதும்‌ ஈற்‌ இப்பயிற்சியினதும்‌ மூறைகள்‌ மாறாக்குணகங்கள்‌ 
கொண்ட எகபரிமாணச்‌ சமனபாடு எதனையுந்‌ இர்த்தற்கு உதவும்‌. ஆனால்‌ ௨ ஆனது 
இந்நூலில்‌ எடுத்துச்‌ ஒந்திககப்பட்டு்ள்ள எளிய சார்புகளுள்‌ (அடுக்குக்‌ சூறிகள்‌, சைன்கள்‌, 
கோசைன்கள்‌, பல்லுறுப்பிகள்‌ ஆய வற்றின்‌ பெருக்கங்களுள்‌) ஒன்று ஆனாலன்றிப்‌ பொது 
வாகச்‌ செய்யமுடியாத வரையறாத்‌ தொகையிடலோடு விடப்படுவோம்‌. 


ஊர்‌ (ஐ) ஆயின்‌ மகன்‌ என்பதை 


2 
| ரீ) 6-9 8: என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதலாம்‌ ; இங்கு % என்னுங்‌ 8€ழெல்லை ஓர்‌ 
க 


௪தேசசை மாறிலி. 
ன்‌ 


்‌ 
(35) 6) 1] (6 சைன்ற (௨-॥) 84 என்பது 
்‌்‌ த்‌ 


8 ல்‌ 
உதக 7 (2) இன்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையீடு என்பதை சரிபிழை பார்க்க. 





ம்‌ 
[ச, 6 என்பன ஐ இன்‌ சார்புகளாயின்‌ 
ந்‌ 5. 
2 26 ம 277(௪, ॥) 
ட ட்‌ ர 0-7 9 இ - மி ்‌ வ்‌ 
| 7௦ ! ட்‌ ப ம்‌ வர]: லே ள்‌ 


என்பதை ஞாபகத்தில்‌ வைக்க.] 


வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


(ம்‌) ஈற்றுப்‌ பமிற்சியின்‌ மூடிபை உபயோத்து இக்குறிப்பிடட தொகையீட்டைப்‌ 
பெறுக. 


(ம்‌) அதன்‌ துணைகொண்டு (2054-1) ॥--கோசீ ௨ என்ட தர்க்க. 
(17) (2) ஆனது தான்‌ த, கோதா, ௪௧௮ என்னுஞ்‌' சார்புகளுள்‌ யாதுமொன்றாயின்‌ 
இம்முறை 
(250) 9-702) 
இதன்‌ இர்வையும்‌ (தொகையிடற்‌ குறிகள்‌ கொள்ளா வடிவத்தில்‌) தருமெனக்‌ காட்டுக. 


(36) ட 4- ஐ -$ கோசை ற! மின்‌ குறிப்பிட்ட தொகையீடு, வரையறையின்றி அதிகரிக்கும்‌ 


வீச்சம்‌ கொண்ட ஒர்‌ அலைவைக்‌ குறிக்குமெனக்‌ காட்டுக. 


[முன்னர்‌ கூறிய “ மருவிசை ” என்னுந்‌ தோற்றப்பாடு இதுவே (பிரிவு 86 பயிறசி ந), 
ஆனால இவ்வகையிலுள்ள பெளதிகச்‌ சமனபாடுகள எலலாம்‌ அண்ணளவாதலால்‌ அலைவு 
உண்மையில்‌ முடிலவில்லாததெனக்‌ கொள்ள முடியாது. எனினும்‌ அது காவலைக்‌ கெடுதி 
செயயுமாறு அதே பெரிதாகலாம்‌. இககாரணத்தாலேயே போர்வீரர்‌ ஒரு பாலத்தைக்‌ 


கடக்குமிடத்‌.து, தமது படிகள்‌ ௮மைப்பின இயற்கை ச்ட்‌ இசைவாகாதவாறு கலம்‌ 
மாற்றுவார்கள்‌] 


8 
(37) அடதப்‌ 4 (8-2) முக்க 6 கோசை றர மின்‌ குறிப்பிட்ட தொகையீடு கட்‌ 86 


என்னு மாறும்‌ வீச்சம்‌: கொண்ட ஓர்‌ அலைவைக்‌ குறிக்குமெனக்‌ காட்டுக, 


இவ்வீசசத்தஇன்‌ உயர்வு பெறுமானத்தைக்‌ கண்டு / ஆனது மிகச்‌ சிறிதாகுமிடத்து அது மிகப்‌ 
பெரிதாகுமெனக்‌ காட்டுக, முடிவிலலா நோரததின பின லீச்சப்‌ பெறுமானம்‌ யாது? 


(ஒரு வலுக்கருவியோடு மருவிசைகொள்ளும்‌ ஒரு தொகுதியின வலிந்த அதிர்வை, 
இரண்டும்‌ உராய்வாலே தணிய்கப்படுமிடத்து, இது குறிககும்‌. இம்முடிபு காட்டுவது உராய்வு 
சிறிதாயின்‌ வலிந்த அதிர்வுகள்‌ ஈற்றுப்‌ பிரிலிலுள்ளதுபோல்‌ முடிவில்லாதன அல்லாத 
போதிலும்‌ விரைவில்‌ பெரியனவாகுமெனபதே. இது சிலவகைகளில நயமாகும்‌. கம்பி 
யிலலாத்தந்தி முறையில்‌ வாங்கு கருவிகள்‌ ஆடடிசன அலைகளோடு மருவிசைகொள்ளா 
விடின லிளைவுகள உணர்த்தறகு மிகச சிறியனவாகும்‌.] 

“3 
38) ---*$ழம௭0 வைத்‌ தீர்க்க, 
0 வ த்‌ 


(இச்சமனபாடானது 2 ஆனது சிந்திக்கப்படும்‌ பாகத்தின்‌ நிலைக்குத்து உயரமாக, லிரைவான 


சுழற்சி கொள்ளும்‌ ஒரு மெலலிய நிலைக்குக்‌௫ஃ& தணடினது யாதுமொரு பாகத்தின்‌ 
9 எனனும்‌ பககப்‌ பெயர்ச்சியைத்‌ தரும்‌.] 


ய்‌ 


ஜை 


(39) ஈற்றுப்‌ பயிற்சியில்‌ 240 அகுமிடத்தும்‌ 2-7 அகுமிடத்தும்‌ ட 0 ஆயின்‌ 


7 (கோசை ௦ அகோசை ஊ௯) 4-7 (சைன்‌ ௩௭ - அசைன்‌ 32) என்பதையும்‌ கோசை 48 
அகோசை ௩4 1] என்பதையும்‌ இறுவுக, 


(இதன்‌ பொருள்‌, ஒன்று மற்றையதன்‌ மேல்‌ 4 என்னும்‌ உயரத் இலுள்ள இரு புள்ளிகளில்‌ 


தண்டு நாங்கபபட்டு இபபுள்ளிகளில்‌ நிலைககுத்தாகுமாறு விகாரபபடும்‌ என்பதே. 7 தெரியப்‌ 
படுமிடத்து ஈற்றுச்‌ சமன்பாடு ௩ ஐ தரும்‌.] 


(49) 6 ஆனது போதிய அளவு ள்ல த 


ம்‌ 
4 9 பக்கம ஜய 


பலவினப்‌ பயிந்சிகள்‌ ௦9 


என்பதன்‌ நிரப்பு சார்பு புறக்கணிக்கத்தகுமென்பதையும்‌ 

மழு. பீரு 

ப பட ௧4 

இன்‌ நிரப்பு சார்பு வரையறைமின்றி அதிகரிக்கும்‌ லீச்சத்தோடு அலையுமென்பதையும்‌ 
நிறுவுக. ்‌ 

[இவ்வகைச்‌ சமன்பாடு ஒரு நீராவிச்‌ சுழல்‌ சக்கரத்தின்‌ ஆள்‌ கருவிமினது கோண வேகத்‌ 

திற்கு ௮ண்ணளவாக உணமையாகும்‌. முதற்‌ சமனபாடூ உறுதிச்‌ சுற்றலியக்கத்திற்கு ஒத்‌.த 

தாக இரண்டாவது உறுஇயில்‌ இயக்க த்திறகு ஓககும்‌. பெரியின்‌ நீராவி எஞ்சின்‌ என்னும்‌ 

தூலைப்‌ பார்க்க.] 


1 2௬ 40 


(410) ர, 7. 8, ௪ என்பன மாறிலிகளாக 


2 மீ 
97% ட ௮ [7௪ - 772 53 

ய்‌? 08 

8 8 

1ழ 875 ந 

07 64 


என்னும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடுகளின்‌ பொதுத்‌ தீர்வு 
2-- 4-8 கோசை (மர 00, 


ர . 
ந 0 :-29 சைன்‌ (௰4- சைன்‌ 00 


7 ன்‌ 
ஆகுமென்பதை நிறுவுக ; இங்கு ம- ள்‌. ஆக 4, 2, 0, 6 என்பன எதேச்சை மாறிலிக 
-.. 
ளாகும்‌. ்‌ 
. சே யூ 
80 ம 
வனப்‌ (1-6 ல்‌ 6) 
இ கு பவ ஊழு்பாசை மய, 
[117௪4 


ர்‌ 
௮ ப (ம சைன்‌ மீ 
ல அலு 


என்னும்‌ சக்கரப்போலிச்‌ சமன்பாடுகளுக்கு தடங்குமெனக்‌ காட்டுக, 

[இச்சமன்பாடுகள்‌ ஊதாக்‌ கடநத ஒளியால விளங்குவதும்‌ மறை ஏற்றம்‌ பெற்றதுமான ஒரு 
நாச த்தட்டால்‌ தள்ளப்பட்டு இத்தட்டின்‌ பரப்புககுச சமாந்தரமான காந்தப்‌ புலம்‌ 77 இலுள்ள 
இணிவு ௩ உம்‌ ஏற்றம ச உம்‌ கொணட சிறு துணிக்கையின்‌ பாதையைத்‌ தரும்‌. 1 ஆனது 
ஏற்றம்‌ பெற்ற பரப்பாலாய மினசெறிவு. ௧ இன்‌ மிகப்‌ பெரிய பெறுமானத்தைப்‌ பரிசோதனை 

207 97 
முறையிற்‌ காண்பதால்‌ 4, 4. தொம்சன்‌ ன்‌ ஐத்‌ துணிந்தார்‌ ; இதனிலிருந்து -- என்னு 
ம்‌ € 
முக்கிய வி௫தம்‌ 77, 7 என்பவை தெரியப்படுமிடத்துக்‌ கணிக்கப்படும்‌.] 


(42) அடம்‌ பூ 28, உ என்பன மாறிலிகளாக 


87 23. 
2 உ பூர. “2 இற கோசை றர, 
042 ர 
சீ ட 
மிமீ 
ட யீ ள்‌ 3 ்‌ ஜே 


என்னும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடுகள்‌ தரப்பட 4) ஆனது 


54 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


௦, கோசை ஐ$-.47 கோசை (௩-0) -,) கோசை (4-8) என்னும்‌ வடிவமும்‌ 
4, ஆனது 

டி கோசை றர). கி கோசை (ஈம்‌- ௦) -,) கோசை (௩4 - 6) என்னும்‌ வடிவமூம்‌ கொள்ளு 
மென்பதை நிறுவுக ; 


தி ள்‌ 
இங்கு தலை ன றட - 70ம்‌, 


ஜெ “ந ஐூடஷே 


௮ (ம மீடி- 149) 0ற* - (04-71, 
ஈ, ௩ என்பன குறித்த வரையறுத்த மாறிலிகள்‌, 4, 5, ௩, 8 என்பன எதேச்சை மாறிலிகள்‌, 

4, ஆனது 4, பறறியும்‌ 8; ஆனது 5, பற்றியும்‌ உணா த்தபபடலாம்‌. 

அன்றியும்‌ பூ 2, 78, 0 ட என்பன மெய்யும்‌ தேருமாஓம்‌, ட 2 1858 ஆயின்‌ *, ௩ 
என்பன மெயயாகுமென்பதை நிறுவுக. 

[இச்சமன்பாடுகள்‌ ஒரு மாறியில சுற்றுக்கள்‌ 6, டூ என்னும்‌ கொள்ளளவுகளுள்ள ஒடுக்கி 
களைக்‌ கொள்ளுமிடத்து 7, ££ என்னும்‌ முதல ஒட்டத்தையும்‌ துணை ஓட்டத்தையும்‌ தரும்‌. 
ட டி எனபன தற்நூணடுகைக குணகங்களும 448 என்பது தம்முள்‌ தாணடுகைக்‌ குணகரும 
மாகும. (வழககமாக மிகச்‌ சிறியனவாகும்‌) தடைகள்‌ புறககணிக்கப்பட்டுளளன. 8 சைன்‌ றர 
என்பது முதலின அழுத்திய மின்னியகக விசையாகும்‌.] 


ஒருங்கமை சமன்பாடூுகளுக்குரிம வேறுமுறைகள்‌. ்‌ 

பிரிவு 40 பயிற்சி 3 இல்‌ 4 ஐக்‌ கண்ட பின்னர்‌ தந்த சமன்பாடுகளில்‌ முறையே 
ற, --5 என்பவற்றாற்‌ செயல்‌ புரிந்து கொண்‌? கமித்தலால்‌ தொகையிடல்‌ 
செய்யாது ஈஐக்‌ காணலாம்‌. 1) கொள்ளும்‌ பொதுக்‌ காரணி யாதுமில்லா 
ரம), 11) என்பனவற்றில்‌ எவையேனும்‌ 1) பற்றிய இரு பல்லுறுப்பிகள்‌ 
தரப்படுமாயின்‌ ' ்‌ 

2090) மற) -1 | 

ஆகுமாறு ம), ௧௩0) என்னும்‌ வேறு பல்லுறுப்பிகளைல்‌ காணக்‌ 
கூடும்‌. (சிமிதின்‌ “அட்சரகணிதம்‌ ” பிரிவு 100.) எளிய வகைகளில்‌ 
ம), மும்‌) என்பனவற்றைக்‌ கண்கணிபபாற்‌ பெறக்கூடும்‌. 

வேறுமாதிரியாக, பயிற்சி 3 இன்‌ தந்த சமன்பாடுகளை அவற்றின்‌ 
கூட்டுத தொகையாலும்‌ வித்தியாசத்தாலும்‌ இடமாற்றஞ்‌ செயயலாம்‌. 
இதேமாதிரி பயிறசி 4 இலும்‌ முன்னேறி 9-2, 8-2 என்பவற்றைப்‌ 
புது மாறிகளாக எடுக்கலாம்‌, 


அத்தியாயம்‌ 17 
எளிய பகுகு வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


41. இவ்வத்தியாயத்தில்‌ பகுதி வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ எழும்‌ வழி 
கள்‌ சிலவற்றையும்‌ எளிய குறிபபிட்ட தீர்வுகளின்‌ அமைப்பையும்‌ குறிப்‌ 
பிட்ட தீர்வுகளின்‌ முடிவில்‌ தொடரிலிருந்து சிக்கலான தீர்வுகள்‌ ஆக்கப்‌ 
படுதலையும்‌ எடுத்துச்‌ சிந்திப்போம்‌. இச்சிககலான தீர்வுகள்‌ தத நிபந்தனை 
களைத்‌ திருத்திபபடுவதற்குப்‌ பூரியே தொடர்‌ பிரயோகக்கப்படுவதையும்‌ 
விளக்கக்‌ காடடுவோம்‌. 

. சிந்திக்கப்படும்‌ சமன்பாடுகள்‌ வெப்பக்கடத்தல்‌, இமை அதிர்வுகள்‌, 
நீலை மின்னியலும்‌ ஈர்ப்பும்‌, தொலைபன்னிகள்‌, மின்காந்த அலைகள்‌, 
கரை திரவப்‌ பரவல்‌ ஆகியவற்றின்‌ பிரச்சினைகளில்‌ நிகழும்‌ சமன்பாடுகளைக்‌ 
கொண்டன. 

இவ்வத்தியாயத்தின்‌ முறைகள்‌ பிரதானமாக ஓயிலர்‌, தலம்பயர்‌, 
இலூராஞ சி என்போராலாயன. 

42, எதேச்சைச்‌ சார்புகளை நீக்கல்‌, அத்தியாயம்‌ 1] இல்‌ எதேச்சை 
மாறிலிகளை நீக்கலால்‌ எவ்வாறு சாதாரண : வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகளை 
ஆக்கலாமெனக்‌ காட்டியுள்ளோம்‌. பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌, . 
பலமுறையம்‌ எதேச்சைச்‌ சார்புகளை நீகசலால்‌ ஆக்கபபடலாம்‌. 


உம்‌ (1) 7-௨]... (1) 
என்பதிலிருந்து 7, 1] எனனும்‌ எதேச்சைச்‌ சார்புகளை நீக்குக. அபபொரழுது 


கரி வி 1-0), 


955... 4 ர 

ன்‌ ம்‌ 1-0 2 (2), 

ட - ம --ஊ-௧0), 

ன்‌ னி) (9) ப 


(2), (3) என்பவற்றிலிருந்து இரண்டாம்‌ வரிசைப்‌ பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமன்‌ 
பாடாகய 
01 ] 03 
ரவுல்‌ அத்‌; (4) 
என்பதைப்‌ பெறுவோம்‌. 
௦ம்‌ 


66 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


உம்‌ (1) 2-7 னன்‌ ந்து 7 என்னும்‌ எதேச்சைச்‌ சார்பை நீக்குக, 
்‌ 03 
அழு னீ) 


02 1 (3 
03 ழ்‌ (0) 
02 


02 
் ல ௨ ௭௯0, 
ஆமின்‌ 19% 


தர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 


பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளிலிருந்து எதேச்சைச்‌ சார்புகளை நீக்குக, 
-(1) 27 (௧-- 897). 
(2) சரீ உவ) (ஐ), 271. 


(3) 2-7 (ஐகோசை எற சைன்‌ -84)--47 6 கோசை 6-9 சைன்‌ ௨-0. 
(4) சரம ழு). 


(5) 2- சசரக (0 61) 
(6) வளர(3) 

ன்‌ 
43. எதேச்சை மாறிலிகளை நீக்கல்‌. அத்தியாயம்‌ 1] இல்‌ சாதாரண வகை 
யீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளால்‌ எவ்வாறு எதேச்சை மாறிலிகளை நீக்கலாமெனகீ 
கண்டுள்ளோம்‌. பகுதி வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளாலும்‌ இது செய்யப்படலாம்‌. 
உம்‌ 1) 4, ற என்பவற்றை 32-42 சைன்‌ றற என்ப திலிருந்து "நீக்குக, 


22 
இங்கு, ட - ற? கீ! சைன்‌ றற, 


௦ 
052 ர 
ட றர 42” சைன்‌ றற; 
ஆகவே 052 02 ன 
05 04 - 


உம்‌ (1) ஐ, 9, 6 என்பவற்றை 
28-49) 46 6-)--0417௦ 
என்பதிலிருந்து நீக்குக. 


, 03 
ங்‌ .. உ 
செ 
ன ரடரல்‌ 
ட்‌. 
04 
ஆனால்‌ (௧-5) (௪-2 


4ம்‌. 

ஆகவே, (3) (2) 04 
ட ஏட ௮ த்‌. 

ளெ 04 0 


பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 67 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 
்‌ பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளிலிருந்து எதேச்சை மாறிலிகளை நீக்குக £ 
(1) 24௪254 கோசை றற. ப 
(2) 24௪2 கோசை ஏரா சைன்‌ ரது, ற ரூ.75, 
3) 2-௯ (0-4. 
(4) 2௮௨௨-0௦73 65, 
(5) சல (த கழு. 68, 
(6) 52-டம்‌-௨82-1. 


44. பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளில்‌ விசேட வில்லங்கங்கள்‌. அத்தி 
யாயம்‌ 1 இற கூறியுள்ளதுபோல்‌ % ஆம்‌ வரிசைமிலுள்ள ஓவ்வொரு 
சாதாரண வகைமீட்டுச்‌ சமனபாடும்‌ % எதேச்சை மாறிலிகளைக்‌ கொள்ளும்‌ 
தரு தீர்விலிருந்து பெறப்படுவதாகக்‌ கருதப்படலாம்‌. 

[சில புறநடை வகைகளில ஒரு சாகாரண வகைமீடடுச்‌ சமன்பாட்டுக்கு எதேச்சை மாறிலிகள்‌ 
கொண்ட இரவோடு தனிச்‌ கிறபபுத்‌ தீர்வுகளு.ப௦ உணடு என்பது பின்னா அத்தியாயம்‌ 17 இல்‌ 
காட்டப்படும்‌. இத்கனிச்‌ சிறபபுத தீவுகள்‌ சாதாரண ஜாலில்‌ மாறிவிகளுககுக குறிப்பிட்ட 
பெறுமானஙகளைக்‌ கொடுத்தலாற பெறபபடாது முறறாய வேறாகும்‌ வடிவமாகும்‌.] 

% ஆம்‌ வரிசையிலுள்ள ஒவ்வொரு பகுதி வகைபீட்டுச்‌ சமன்பாடும்‌ இதே 
மாதிரி ௩ எதேச்கசைச்‌ சார்புகளைக்‌ கொள்ளும்‌ ஒரு இரவிலிருந்து பெறப்படு 
மென உத்தேசிக்கப்படலாம்‌. எனினும்‌ இது உண்‌ஈமயாகாது, பொதுவாக ந 
எதேச்சைச சார்புகளின்‌ நீக்குறுவை ௩ ஆம்‌ வரிசைப்‌ பகுத வகைமீட்டுச்‌ 
சமன்பாடாக உணர்த்தல்‌ முடியாது, இதனிலும்‌ உயர்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடு 
வேண்டி த.கும்‌,. அன்றியும்‌ முடிபு ஒரு தனியாகாது. . 

[எட்வேடடி 1 *பகையீட்டு நுண்கணிதம்‌”, பிரிவு.ள்‌ 512, 513 அல்லது விலலியஞ்சனின்‌ 
'(வகையீ டூ நுண்௩ணிதம்‌” பிரிவு 817 பார ௧.] 


ன்‌ 


இவ்வத்தியாயத்தில்‌ குறிபபிட்ட தீர்வுகளைக்‌ காண்பதற்கே முயல்வோம்‌. 
இவறறின்‌ மூலம்‌ பெவதிக சிநதனைகளிலிருந்து மிகப்‌ ததவ ௪ழும்‌ 
பிரசினங்களைத்‌ தாக்கலாம்‌. 

[அத்தகைப்‌ பிரரனம ஒவ்வொனறிற்கும்‌ ஒரு தீர்வு உண்டென்பதும்‌ இத்தீர்வு ஒரு தனிய 
னாகுமெனபதும்‌ கண்கூடாகுமெனப்‌ பெளதிகவறிஞன கொள்ளலாம்‌. ஆனால தூயகணர்த 
நோக$ூல்‌ முதலாவது உண்மையை நிறுவல்‌ மிகக்‌ கடினமாகும ; இந்நிறுவல சொற்ப 
காலத்துக்கு முன்னரே தொகைமீட்டூச சமன்பாடடுக்‌ கொளகையைப்‌ பயனபடுததித்‌ தரப்‌ 


பட்டுள்ளது. இரண்டாவது உணமை இகிறீனின தேற்றத்தை வழங எளிதாய்‌ நிறுவப்படும்‌. 
காசிலோலின்‌ “ வெப்பக்கடத தல்‌ "” எனபதைப்‌ பார்க்க, பக்கம்‌ 14 ] 


மிகப்‌ பொதுவான தீர்வு காணமுடியாதது பற்றிக்‌ கவலைப்பட வேண்டிய 
பல்லை ; எனெேனின்‌ அவை காணபபட்டூளள வகைகளில்‌ அவற்றை யாதுங்‌ 
. ” திறிபபிட்ட பிரச்சினைக்குப பிரயோடத்தல்‌ மிகக்‌ கடினமாகுமென்பது காணப்‌ 


_ குட்டுள்ளது. 


ச்‌ 


௦8 பலவினப்‌ பயிற்ரிகள்‌ 


937. 937 957 ப்ட்‌ 


955 * 01” ர்‌ 92 


உதாரணமாக, 


என்னும்‌ லப்பிலாசின்‌ சமன்பாட்டினது மி5ப்‌ பொதுவான இர்வு 


2 
| (2 கோசை 4-0 சைன்‌ $--2,0) 88 
0 


என விற்றேக்கர்‌ நிறுவியுள்ளார்‌ ; ஆனால்‌ ஒரு தந்த பரப்பில்‌ சில தந்த நிபந்தனைகளைத்‌ 
இருத்தியாக்கும்‌ ஒரு நாவைக்‌ காண்பதற்கு வழக்கமாய்‌ முடிவில்‌ தொடர்‌ வடிவத்திலுள்ள 
தரு இர்வை வழங்குவோம்‌.] ்‌ ட 

45. எளிய குறிப்பிட்ட கர்வுகள்‌. 
உம்‌ ௫) ஒரு பரிமாணத்தில்‌ வெப்பக்கடத்தல்‌ தரும்‌) 
02 10% டி ன்‌ 
ஆஉஉ-.௩ 3 லா சமனபாாடடை ௪எ1க&. 


, 
இச்ச மன்பாடு ஏகபரிமாணமாகும்‌. சாதாரண எஏகபரிமாண சமன்பாடுகளின்‌ 
கையாளுகயில்‌ அடுக்குக்‌ குறிகள்‌ மிகப்‌ பயன்படுமெனக்‌ கண்டுள்ளோம்‌. 
2 ச5**4 என்பது ஒரு பரீட்சைத்‌ தர்வாகுமென இது காட்டும்‌. வகையீட்டுச்‌ 
சமன்பாட்டிற்‌ பிரதியிட 


ச ]்‌ ட 
9702271271 ட 74 ்‌ 
[ச 


௩-2 ஆயின்‌ இது உண்மையாகும்‌. 
ஆயின்‌ எீ£7ர”॥”! னது ஒரு இர்வு. 
௩ இன்‌ குறியை மாற்ற 6- 2*7₹2௨”4 என்பதும்‌ ஒரு ர்வு என்பது பெறுவோம்‌. 
உ-ம்‌ (11. 48-௦0 அஆகுமிடத்து மறையும்‌ இதே சமன்பாட்டின்‌ ஒரு 
இர்வைக்‌ காண்க, 
முன்னுள்ள தீர்வுகளில்‌ ழ ஆனது ௪55: இல்‌ நிகழும்‌. , ஈ என்பன 
மெய்யாயின்‌ ௬௨ நேர்‌ ஆதலால்‌ எ”: ஆனது ர ஒடு அதிகரிக்கும்‌. 
அதனைக்‌ குறைதலுறச்‌ செய்தற்கு ர௩2ஈ£- - றர?” அகுமாறு ௩-$ற 
என இர௫ூக. 
இதுதருவது 22-28). என்பது ஒரு ர்வு என்பதே. இதேமாதிரி 
$-122-25850 யம்‌ ஒரு இர்வு. அகவே, வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடு ஏகபரி 
மாணமாதலால்‌ 6-27*₹*( 425. 8௨-௭௭) என்பது ஒரு தீர்வாகும்‌ ; இதற்‌ 
குப்‌ பதிலாக வழக்கம்போல்‌ 6”2₹8*4 (ரீ கோசை ற£--.7 சைன்‌ றற) உம்‌ 
எழுதப்படலாம்‌. 
உ-ம்‌ (111) ” 92 ்‌ 5 ட்ப 
்‌ ஜ்‌ வவ என்பதின்‌ ஒரு தீர்வு 3- -% ஆகுமிடத்தும்‌ 


2-0 ஆகுமிடத்தும்‌ மறையுமாறு காண்க. 


பகுதி  ண்யிப்ட்‌ சமன்பாடுகள்‌ ௦0 


த சீ2*79 எனப்‌ பிரதியிட (டர) 2479-0 ; ஆகவே ரபி - டர ௭0. 
ர ௦௦ ஆகுமிடத்து வேண்டிய நிபந்தனைக்கு ௩ ஆனது மெய்யும்‌ 


மறையும்‌ ஆதல்‌ வேண்டும்‌, %-- - 2 என்க. 

ஆயின்‌ ப 97% 4 60. 

ஆகவே, 6-9 (4ன்‌8-).96-195) ஆனது ஒரு தீர்வு, 
அதாவது ௨28 (08 கோசை ற£--. சைன்‌ றற) ஒரு தீர்வு. 
ஆனால்‌ த--0 ஆயின்‌ 2-0 ; ஆயின்‌ 8-0. 
ஆகவே, . வேண்டிய தீர்வு 476-274 சைன்‌ றா. 


| 
ஐர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 
(1) ௨-4 ஆகுமிடத்தும்‌ 84 -- ௦ ஆகுமிடத்தும்‌ நு 0 எனத்‌ தரப்பட 
01 01 


ச்‌ ட 
(2) 2 ஆனது (ஐ, 4 என்பனவற்றின எம்மெய்ப்‌ பெறுமானங்களுக்கும்‌) ஒருபோதும்‌ 
முடிலில்லாததாகாதெனவும்‌ ஐ--$-- 0 ஆகுமிடத்து 2-- 0 எனவும்‌ தரப்பட. 


02 
(3) க. ஆனது ஒருபோதும்‌ முடிவில்லாததாகாதெனவும்‌ ௨-0 ஆகுமிடத்து ௨௬0 


எனவும்‌ தரப்பட. 
02... 0 


ன ௯0, 
ற 


(2) ஐஃ௦ ஆகுமிடத்தும்‌ நு-- -௦௦ ஆகுமிடத்தும்‌ 2-0 ஆகுமிடத்தும்‌ 7-0 எனத்‌ 
தரப்பட. ்‌ 

9377 9:7 937 

023 0] 923 


௫ 


(5) 7 ஆனது ஒருபோதும்‌ மூடிவில்லாததாகாதெனவும்‌ ரது -த௯0 அருமிடத்து 


97 9 07 ர 

0) 5 ஐ ச எனவும்‌ தரப்பட. 
957 987 
2323 90/0௨ 


(6) 4-4 ஆகுமிடத்தும்‌ 2-0 அல்லது 7 ஆருமிடத்தும்‌ ௯.0 அல்லது / ஆருமிடக்த்‌ 
₹--0 ஆகுமெனத்‌ தரப்பட 


917 ர மார 
சட 2 34 


80 பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 


46, கூடுதலாகச்‌ இக்கலாகும்‌ தொடக்க நிபந்தனைகளும்‌ வரைப்பாட்டு 
நிபந்தனைகளும்‌. ப 

[8 ஆனது வழக்கமாய்‌ நேரத்தையும்‌ ஐ, 3 என்பன செங்கோன! ஆட்கூறுகளையுங்‌ 
குறித்தலால்‌ (0 ஆகுமிடதது 2-0 ஆகும்‌ எனபது போனற நிபந்தனை தொடக்க நிபந்தனை 
௨௮0 அல்லது ௨-7 அல்லது 3-௮ ஆமின்‌ 2-0 அகும்‌. என்பது போன்ற நிபந்தனை 
வரைப்பாட்டு நிபந்தனை எனப்படும்‌.] 


பிரிவு 45 இன்‌ உ-ம்‌ (14) இல்‌ 478 -29 சைன்‌ றற என்பது 4-- --௦௦ அல்லது 


ஐஃ0 ஆயின்‌ 20 என்னும்‌ நிபந்தனைகளைத்‌ திருத்தியாக்கும்‌. 


09 

ஜே... 
என்பதன்‌ ஒரு இர்வு எனக்‌ கண்டுள்ளோம்‌. ஐ ஆமின்‌ 2-0 
ஆகுமெனவும்‌ 0, 4 என்பவற்றிற்கடையேயுள்ள ௧ இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ 
எல்லாவற்றிற்கும்‌ $-0 ஆயின்‌ 242 - 2 அகுமெனவும்‌ இரு மேலதிக 
மான நிபநதனைகளை இடிவோமென உத்தேசிக்க. 

[இத 4 எனனும்‌ அகலமுள்ள குறை முடிவிலிச்‌ செவ்வக உலோகக்‌ £லத்தில முடிலில்லாப்‌ 
பக்கங்கள்‌ 0” இலும்‌ அடி (௨ -25)”-இலும்‌ வைக்கப்படுமிடத்து ௨ று.இ வெப்பநிலைப்‌ பரம்பலைக்‌ 
காணும்‌ பிரசினமாகும்‌.] 

முதலாவது நிபந்தனை தருவது சைன்‌ ற/-0, அதாவது 1-8, % 
ஆனது யாதமொரு முழுவெண்‌ என்க. 

முதன்‌ முதலில்‌, 1-ஈ எனக்‌ கொள்வோம்‌ ; இது தருவது ற--% (யாது 
மொரு முழுவெண). 


இரண்டாவது நிபந்தனை தருவது 0, ஈ என்பவற்றிற்கிடையேயுள்ள 2 
இன்‌ பெறுமானங்கள எல்லாவறறிற்கும்‌ 7" சைன்‌ றத£--ரஐ - 2“. இது அசாத்‌ 
இயம்‌. 

எனினும்‌, சமன்பாடு எஏகபரிமாணமாதலால்‌, ஒன்றி உறுப்பாகும்‌ 
தீர்வுககுப பதிலாக ற இற்கு 1, 2, 8,...........- என்னும்‌ பெறுமானங்‌ 
களைக்‌ கொடுத்து பூடிபுகள்‌ கூட்டுகலாற்‌ பெறப்படும்‌. ்‌ 

776” சைன்‌ உ 164 சைன்‌ 292-769 சைன்‌ 92- . . என்பதை 
எடூககலாம்‌ (இது தெளிவாகாவிடின்‌ அத்‌்இயாயம்‌ 111] பிரிவு 25 பார்க்க. 

90 என இட்டுக்கொண்டு ஏ£- 2 இற்குர்‌ சமப்படுத்தலால்‌, 0, ஈ 
என்பவற்றிற்கடையேயுள்ள ஈ இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌. 

1) சைன ஐ-டர, சைன்‌ 2-4; சைன்‌ ை-.... 
. அற - ஐ. 

இச்‌ சமன்பாடும்‌ மற்றையதைப்போல்‌ திருத்தியாக்கப்படுதல்‌ அசாத்திய 
மென மாணாக்கன நினைக்கலாம்‌, ஆனால்‌ இது உண்மையாகுமாறு 7 களின்‌ 
பெறுமானஙகளைத தேரலாமென்பது ஒரு முக்கியமான உணமையாகும்‌. 


இது இபபோது விவரிக்கபபோ௫ின்ற பொதுத்‌ தேற்றத்இின்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட 


வகையாஞ்ம்‌. 


பகுதி வகையீட்டூர்‌ சமன்பாடூகள்‌ 03 


௪ 
௩ 


47. பூரியேயின்‌ அரைவீச்சுத்‌ தொடர்‌. 

சில நிபந்தனைகளைத்‌ திருத்தியாக்கும்‌ 2 இன்‌ ஒவ்வொரு சார்பும்‌ 0, 
என்பவற்றிற்டையேயுள்ள ௨ இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ 
(ஆனால்‌ கட்டாயமாய்‌ ௨-0, 2- ர என்னும்‌ பெறுமானங்களுக்கலல). 

ர்‌), சைன்‌ ௨-௦ சைன்‌ 9-1, சைன்‌ 92--.... முடிவிலிக்கு 
என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ ஓர்‌ ஒருங்கு தொடராக விரிக்கப்படலாம்‌. 

இநு பூரி மயின்‌ அரை வீச்சுச்‌ சைன்‌ தொடா எனப்படும்‌. 

[இத்தொடர்‌ யேன்‌ பப்ரிசிற்‌ யோசேப்‌ பூரியே (1708-1830 என்பவராலாயது. வெப்பக்கடதீதற்‌ 
பிரசினங்களின்‌ இர்லில்‌ இததொடர்‌ எழுநதது.] 

குறித்த நிபந்தனைகள்‌ செய்முறையில்‌ ஒவ்வொரு பெளதிக பிரசினத்தி 
லுந்‌ திருத்தியாக்கப்படும்‌. 

ரீஐ) ஆனது ஒனறிப்‌ பெறுமானமூள்ளதாயும்‌ முடிவுள்ளதாயும்‌ தொடர்ச்சியானதாயும்‌ 
2-0. ஐ-ஈ ஆ௫யவற்றிற்டையே எலவைப்பட்ட தொகை உயர்வுகள்‌ இழிவுகள உள்ள தாயும்‌ 
இருத்தல்‌ போதியதாகும்‌. எனினும்‌ இந்நிபந்தனைகள வேண்டியனவலல்‌. வேணடிய௰ 
போதிய நிபததனைகள இன்னும்‌ வெளியாக்கபபடவிலலை. ்‌ ்‌ 

இந்நிபந்தனைகளோடுூ 72) ஆனது 

௦-6, கோசை 9-6 கோசை 9--0) கோசை 82-.... 

என்னும்‌ அரை வீச்சுக்‌ கோசைன்‌ தொடராக விரிக்கப்படலாம்‌. 

இக்தொடர்கள்‌ அரை லீச்சுத்‌ தொடர்கள்‌ எனப்படும்‌ ; 0, 22 என்ப 
வற்றிற்கடையே வலிதாகுந்‌ தொடர்‌ சைன்‌ ௨ அுப்புக்களையும்‌ கோசைன்‌ 
உறுப்புக்களையுங்‌ கொள்ளும்‌. 

இத்தேற்றங்களின்‌ நிறுவல்கள்‌ மிக நீளமும்‌. கடினமுமானவை. (காசிலோவின்‌ * ப்ரி. 
யேயின தொடர்களும்‌ தொகையீடுகளும்‌ ்‌”.. எனபதையும்‌ கொப்சனின “ சார்புக்கொள்கை :்‌ 
எனபதையும்‌ பார்க்க.] எனினும்‌, இவ்விரிகள்‌ சாத்தியமாகுமெனக்‌ கொள்ளப்படுமாயின்‌ 
குணகஙகளின பெறுமானங்களைக்‌ காண்டல்‌ எளிதாகும்‌. 


சைன்‌ தொடரை சைன்‌ 2 ஆற்‌ பெருக்கிக்கொண்டு உறுப்பு உ அப்பாகதீ 
தொகையிடுக [இது முறையாகுமென்னும்‌ எடுகோள்‌ மெய்ப்பிக்கவேண்டிய௰ 
வேஸொரு விடயமாகும்‌] ) இது தருவது 


77 ர்‌ ர ன 
| ர்‌) சைன்‌ 102 --6- | சைன்‌ உ சைன்‌ மாமே - டே [சைன்‌ 9 சைன்‌ 202 
0 0: 0 


ட்‌ 2, ஐக்‌ காரணியாகக்‌ கொண்ட ௨ அப்பு, 


7 ட்டா 
உ, ] சைன்‌ சனம்‌ - ள்‌] (1-கோசை31௦) 6 
0 0 


02 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
௩, என்னும்‌ வேறு யாதுமொரு குணகத்தைக்‌ கொண்ட உறுப்பு 
டே | சைன்‌ 92 சைன்‌ ௦2 
2] கோச (2 -*)2- கோசை (ு-ட்‌ மு 
[௮ (1-7) 2 சைன்‌ (௩-7) “1-0. 
71 -௪ 78 1-7 0 


ஆயின்‌ வலப்பக்கத்தில்‌ ஒர்‌ உறுப்பைத்தவிர மறறை உறுப்புக்கள்‌ வவ 
மறையும்‌. 


1 
ஆகவே |. ரி) சைன்‌ 5 மீ வோ, 
0 
77 
அல்லது ட ்‌ 2]. 7்‌(௧) சைன்‌ 1 82. 


இதேமாதிரி ௦, எ என்பவற்றிற்கடையேயுள்ள உ இன்‌ பெ அிமானங்கள்‌ 
எல்லாவற்றிற்கும்‌ 
0 2) 90-09, கோசை 5-ம்‌, கோசை 92-ட...... 


ஆயின்‌, ம], (2) 88, 8 எம] 7௫ கோசை 2 மீற, 540. 


48 பூரிமே தொடரினது உதாரணங்கள்‌ 
0) ௭-௨ என்பதை ஜ-0, ஐ-ர என்பவற்ஜிற்கடையே வலிதா 
ஒம்‌ அரைலீச்சுச்‌ எசன்‌ தொடராக விரிக்க. 
ஈற்றுப்‌ பிரிலில்‌ நிறுவிய சூத்திரத்தைப்‌ பயன்படுத்தாதுவிடல்‌ நன்று, 
- ௨-௨, சைன்‌ 2-- சைன 923-சைன்‌ 8--...... ஆகுக. 
சைன்‌ 88 ஆல்‌ பெருக்கி 0 இலிருந்து ஈ இறகுத்‌ தொகையிடக ; இது 
தருவது 


7 
ட 


டட 2-5) சைன்‌ 12 2-௩, | சைன்‌ ௨2 82-- 2 


'இனிப பகுதிகளாக த்‌ டு தாகை யிட 


[்‌ 1 2 
|. (௭2 - 8“) சைன்‌ 15 ர ர (௭2 - ஐ”) கோசை 2 | 
0 


1 ச 
4. ன்‌ | (ு-2௮) கோசை 12 88 
0 


ர்‌ 


] 9 77 
0 [3 1 -2ற) சைன்‌ ழ்‌ 4 3 சைன்‌ 5 மீ 
712 13 10 ்‌ 
ட 
713 


[கோசை 27 | 


( 


பருதி வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 02 


4 
- 52 1 ஆனது ஒற்றையாயின்‌ 


௩ 0, % ஆனது இரட்டையாமின்‌ 
8 
ஆயின்‌, உ, ஆனது ஒற்றையாயின்‌ 


0, ௩ ஆனது இரட்டையாயின்‌ ; 
இறுதியில்‌ இது ட்‌ 


1 ] 
டட த ்‌ டட ்‌ 
1-2 ு (சைன்‌ 2-- ஜூ சைன்‌ 2 -- 7 ஒத சைன்௦2...... ) 


(11) ரீ) அர; ஐ) ஐ- ழ்‌ என்பவற்றுக்டையே, 


௬7% (2); ஐ. தல ௨--ர என்பவற்றுக்கடையே, 


ஆயின்‌ ரீ (6) என்பதை ௨-0, ௨-7 என்பவற்றுக்கடையே வலிதாகும்‌ 
அரை-வீச்சுத்‌ தொடராக விவரிக்க. 

இவ்வகையில்‌ 7(ஐ௯) ஆனது வீச்சின்‌ வேறு வேறான ப டண்டிறு 
வேறு வேறான பகுப்புக்‌ கோவைகளாலே தரப்படும்‌. தொகையீடுகளின்‌ 
பெறுமானங்‌ கணித்தலிலேயே இதன்‌ புதுமை உண்டு. 
இவ்வகையில்‌ 


1 


7 ்‌ 3/2 ச 
| (9 சைன மக்க | ரீ(2) சைன்‌ 0 8 -- ரீ) சைன்‌ ரா 0 
0 த /2 
- | ஈன சைன்‌ ஈச்ச: | 9% (7-2) சைன்‌ உ 82. 
0 2/2 


எஞ்சிய வேலையை மாணாக்கன்‌ செய்யலாம்‌. பெறப்படும்‌ முடிபு 

47% | 1 1 ] 
ன்‌ (சன 2- ந சன சேர்‌ ஐ தசைன்‌ 52-55 சைன்‌ 7ச-ட.....] 
மாணாக்கன்‌ தந்த சார்பின்‌ வரைபை வரைந்து அதனை விரியிலுள்ள 
முூதலுறுப்பின்‌ வரைபோடும்‌ முதல்‌ ஈர்‌ உறுப்புக்களினது கூட்டுத்தொகை 
யின்‌ வரைபோடும்‌ ஓப்பிடல்‌ வேண்டும்‌. 

(72) ஆனது பகுப்புக்கோவை யாதுமில்லா வரைபாலே தரப்படுமிடத்தும்‌ பிரிவு 47 இல்‌ 
கூறிய நிபந்தனைகள்‌ திருத்தியாக்கப்படுமாயின்‌ பூரியேயின்‌ தேற்றம்‌ பிரயோடக்கலாம்‌. 
வரைபுமுறையில்‌ தரப்படும்‌ சார்புக்கு இத்தொகையீடுகள்‌ எண்கணித அண்ணளவாக்கத்தால்‌ 
அல்லது “ இசைப்பகுப்பி ” என்னுங்‌ கருவியால்‌ துணியப்படலாம்‌.] 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 

௨-0, ௭-௨ என்பவற்றுக்கடையே வலிதாகும்‌. அரைலீச்சுச்‌ சைன்‌ 
தொடராகப்‌ பின்வரும்‌ சார்புகளை விரிக்க : ள்‌ 

(1. 0.03) 4.(கோசை௰(5) ௪. 


04 வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


ர 2 
(6) 7(2)--0; 2-0 இலிருந்து 2- * இற்கும்‌, ௧- “ட இலிருந்து 


77 ல ௮ ர 
2-ஈ.இற்கும்‌ ) 7(2) (2-௭) (8-4); ௨- 2 இலிருந்து ௨-௮ -- 


4 
இற்கு. 
(3) இவ்‌ விரிகளில்‌ எவை (௨) 2-0 இற்கு (6) 2--௭-இற்கு உண்மை 
யாகும்‌ ? ்‌ ்‌ 


49, வரைபாட்டூ நிபந்தனைகளைத்‌ தஇருத்தியாக்கற்குப்‌ பூரியேயின்‌ தொடர்‌ 
பிரயோூத்தல்‌. 


இபபோது பிரிவு 40 இன்‌ பிரச்சனையினது தீர்வை முற்றாக்கலாம்‌. 


0, ஈ என்பவற் அக்கடையேயுள்ள ௨ இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லா 
வற்றிற்கும்‌ 

4, சைன் ௨-7, சைன் ளை, சைன்‌ 92-௩...... ற - ஐ 
ஆயின்‌, 78“ சைன்‌ ௨--7,2-/ சைன்‌ 92--7,6"“99சைன்‌ 3-...... 


என்பது எல்லா நிபந்தனைகளையும்‌ திருத்தியாக்குமெனப்‌ பிரிவு 46 இல்‌ 
கணடுள்ளோம்‌. 


உ-ம்‌ (1) இல்‌, 0, ஈ என்பவற்றுக்கடையே, , 


8 1 ] 

ந்‌ ப்‌ ட்‌ ட்‌ ௮22 ல்‌ ம்‌ ட அதி 

ள்‌ (சைன ச 4௨ ல்‌ 92-- 1ஒந சன்‌ 92--..... )௮௧௧ 5 
எனக்‌ கண்டுள்ளோம்‌. 
ஆயின்‌ வேண்டிய தீர்வு 

1 ன்‌ 

ட 7 ்‌ த “ 9] ்‌ தரு ்‌ த 

ன்‌ ட சைன்‌ 24-26 சைன்‌ 52-17 258 சைன்52-..... ) 
என்பதாகும்‌. 

50. 


வரைப்பாட்டு நிபந்தனை ஈ இற்குப்‌ பதிலாக 4 ஐக்‌ கொண்டுள்ள 
வகையில்‌ 4768-28 சைன்‌ றக என்பது வகையீடடூச்‌ சமன்பாட்டினது ஒரு 
தீர்வாகுமெனக்‌ கண்டுள்ளோம்‌ ; நிபநதனைகள்‌ காட்டுவது ற-ஆனது ந 
என்னும்‌ நேர்‌ முழுவெண்ணாதற்குப பதிலாக ௩/4 என்னும்‌ வடிவ- 
மாதல்‌ வேணடும்‌ எனபதே, ! 
ஆயின்‌ 0, 84 என்பவற்‌ றுக்டையேயுள்ள 2 இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ 
எல்லாவற்றிற்கும்‌ ்‌ ப 

?/) சைன£க[- 7, சைன்‌ ஊ௯ை[1-........ 2 - ஐ* ஆயின்‌, 77,2-701/ 
சைன்‌ ஏக/1--7,6-2794 சைன்‌ 272/4 -- 


ன கக அ த ந 0 இ இ 


பகுதி வகையீட்டு* சமன்பாடுகள்‌ 65. 
என்பது நிபந்தனைகள்‌ எல்லா ற்றையுந்‌ இருத்தியாக்கும்‌. ௭௪/72 
ஆகுக. ஆயின்‌ ஐ- ௧4 ன்‌ 775 - 2). ஆகவே த கள்‌ முன்னுள்ளனவர 
யின்‌ - மடக்கு, ஆகவே, தீர்வு 


875 1 1 
8 எண 2 பம ்‌ த்‌ 
(2 79/7 சைன்‌ எ௮/1-- 975 72/7 சைன்‌ 2 [1-1 195 79/7 சைன்‌ 5721-1". ) 


அத்தியாயம்‌ *1 இல்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 


97 127 
 -.. என்பதன்‌ ஒரு தீர்வு என்பதைச்‌ சரிபார்க்க. 


6 7-.46-22 சைன்‌ (றே - றற) என்பதிலிருந்து .4, ஐ என்பவற்றை நீக்குக. 
ஐ ௫-௪-3477 என இடுதலால்‌ 


[2 ந "க இ 2. ர 
பெட்டு... 
௦17 05184 


என்பதை “5 மீம்‌ த என்பதற்கு உருமாற்றுக. 


[மூதலாவது சமன்பாடு தனது பரப்பு பூச்சிய வெப்பநிலையிலுள்ள வளிக்கு வெப்பம்‌ 
_கதிர்க்குமாறு தரு கடத்தும்‌ கோலின்‌ வெபபநிலையைத்‌ தரும்‌. தந்த உருமாற்றம்‌ இப்‌ 
பிரசனத்தைக்‌ கஇர்ப்பு இல்லாப்‌-பிரளெ த்‌.இறகு ஒடுக்கும்‌.] 


(4) ரர--71* என இடுதலால்‌ 
ர சசன்ட  ப97டர 
2 7101. ட) என்பதை 0 07 
என்பதற்கு உருமாற்றுக. 
[முதற்‌ சமன்பாடு ஆரை வழியாக வெப்பம்‌ பாயுமிடத்து ஒரு கோளத்தின்‌ 
வெப்பநிலையைத்‌ தரும்‌.] 


(6) ர [7(2-)--27 (௪-4) ] என்பதிலிருந்து எதேச்சைச்‌ சார்புகளை நீக்குக. 
3 


(6) (1) ௩, & என்பன மெய்யாக ஜீிக1714 ஆனது 


என்பதன்‌ தர்வாயின்‌ ௩ ஆனது சிக்கலாதல்‌ வேண்டுமெனக்‌ காட்டுக. 


ந (9-7) ந்‌, ௩-270/ர ஆமின்‌, 16 8 - $7 என இடுதலால்‌ 


(11) அது துணைகொண்டு, 
குமிடத.து 7) சைன்‌ ரம்‌ என்பதற்கு தடுக்கும்‌. 


1₹,8-ர2 சைன்‌ (ம்‌ -/2) ஆனது ஐஃ0 ஆ 
ஒரு தீர்வெனக்‌ காட்டுக. 


படம. வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


பறஃ 3௦ ஆகுமிடத்து 7-0 ஆமின்‌ 78, ௩ என்பன நேராகுமிடத்து ர, 7 என்பனவும்‌ 
நேராகுமெனச்‌ காட்டுக. 

(8 (பரவற்றிறன்‌) என்பதை அளக்கும்‌ அத்துசோமின்‌ முறையில்‌ ஒரு மிக நீண்ட சலாகை 
7, சைன்‌ ரம்‌ என்னும்‌ ஆவர்த்தன வெப்பநிலை மாற்றத்திற்கு உட்படுத்தப்படும்‌, வெப்ப 
அலைகள்‌ சலாகை நீளத்திற்குச்‌ செல்தற்கு இது கதுவாகும்‌. அவற்றின்‌ வேகத்தையும்‌ 
தெய்வு வீதத்தையும்‌ அளத்தலால்‌ ௩/7, ஐ எனபன காணப்படலாம்‌. பின்னை 78 47/39 
எனபதிலிருநது .& கணிக்கப்படலாம்‌.] 


(23) 2௨௬0 அகுமிடதது 17% சைன்‌ 4 என்பதற்கும்‌ ௨-௬ 4-௦ ஆகுமிடத்து பூச்சியத்‌ இற்கும்‌ 
ஒடுங்கும்‌ 
91 ௦28 
8 ஜெ 
எனபதன்‌ ஒரு தீர்வைக்‌ காண்க, 
(இதுவே கஇர்ப்பு நிகழாலிடத்து ஈற்றுப்‌ பயிற்சியிலுள்ள பிரசினம்‌. ஒரு தளமூகத்தால்‌ 
வரைப்புற்ற குறை முடிலிலித்‌ இண்மத்தில்‌ பாய்ச்சல்‌ என்றும்‌ முகத்திற்குச்‌ செங்குத்தாயின்‌ 


சலாகைககுப்‌ பதிலாக இத்குண்மம்‌ எடுக்கப்படலாம்‌. இம்முறையால்‌ கெல்வின்‌ என்பவர்‌ 
புலிக்கு $ ஐக்‌ கண்டுள்ளார்‌.] ப 


(8) ஜீஃ7 00-10) 2 ர (203-100) 
26 கே வு) 64-10) யின்‌, 


97 092 
அவ்வ்‌ அஷ ரம்‌ ஆம வம 
0 ச 24 
97 017 
ஜல ரத 


என்னும்‌ ஒருஙகலை சமன்பாடுகள்‌ 

ர்‌ ௯ 6 - (ரம) 2-0ல்ம்‌ 

மீ 706 எச) கற்க 
என்பவற்றால்‌ திருத்‌ தியாக்கப்படுமென்பதை நிறுவுக, 

(இவை அலகு நீளத்திற்கு அளக்கப்படும்‌ 2 என்னுந்‌ தடையும்‌ 0 என்னுங்‌ கொள்ளளவும்‌ 
்‌ என்னுந்‌ தூண்டுஇறனும்‌ 28 என்னும்‌ பொசிவும்‌ உள்ள தரு தொலைபன்னி வடத்திற்கு 
எவிசைட்டின்‌ சமன்பாடுகள்‌, 7 ஆனது ஓட்டமும்‌ [£ ஆனது மின்னியக்க விசையுமாகும்‌.] 

இ ஈற்றுப்‌ பயிற்சிமில்‌ 20-82 ஆமின்‌ ர ஆனது ௩ ஐச்‌ சாராது எனச்‌ காட்டுக. 


[அலையினது நொய்தாக்கல்‌ பொதுவாக ௩ ஐச்‌ சாருமாறுள்ள ர மைச்‌ சாரும்‌, ஆமின்‌, 
ஏர்‌ ஒலி வேறுவேறான மீடிறன்களுள்ள இசை அலைகளால்‌ ஆக்கப்படுமாமின்‌ இவ்வலைகள்‌ 
வேறுவேறான தொய்தாககற்‌ படிகளில்‌ வடுகடத்தப்படும்‌. ஆகவே, மற்றை முனையில்‌ 
வாங்கப்படும்‌ ஒலி திரிந்ததாகும்‌. 780-747) ஆகுமாறு ம, 72 என்பவற்றை ௮இசரிக்கும்‌ 
எவிசைட்டின்‌ உபகரணம்‌ இத்திரிவைத்‌ தருக்கும்‌.] 


09) பமிற்சி (8) இல்‌ -76-0 ஆயின்‌ 7, £ ஆய இசண்டும்‌ (21/27) என்னும்‌ 
வேகத்தோடு செலுத்தப்படுமெனக்‌ காட்டுக, 


(வேகம்‌ [7 என்பதாலே தரப்படும்‌] 


பல வினப்‌ பயிற்கெள்‌ 07 


(11) *7-௦/4/(6ம), - -47(2) ஆமின்‌ 
6022 0 9௦. 92 072 096. 
ன க நு த. து 2 
909 0௦ 0. ௨93 92 9. 


வ அணைக்‌. 
கக. கவட ட: இனன்‌! எல்கை கசத. வகு நன 


00028. ௨0 02 0. 


என்னும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடுகள்‌ 
2-0; 6-0 த்‌ 
௦-0; 8-0 சைன்‌ ஐ(௨- 90); 
2-2 சைன்‌ ற(௨-௮4) ; 10 
என்பவற்றால்‌ திருத்தியாக்கப்படுமெனக்‌ காட்டுக. 

[இவை &% என்னுந்‌ தற்நூண்டற்‌ கொள்ளளவும்‌ 0, என்னும்‌ உட்புகவிடுமியல்பும்‌ உள்ள 
மின்னுழையகத்திற்கு மக்ஸ்வெல்லின்‌ சமன்பாடுகள்‌. 2, 0), 7 எனபன மினசெறிவுக்‌ 
கூறுகளும்‌ &, 8, ட என்பன காந்தச்‌ செறிவுக்‌ கூறுகளுமாகும்‌. ௦ ஆனது மின்காந்த 
அலகு நிலைமின்‌ அலகுக்குக்‌ கொள்ளும்‌ விதம்‌ (இது சுயாதீன ஈதரில்‌ ஒளியின்‌ வேகத்திற்குச்‌ 
சமனாகும்‌.) இர்வு காடடுவது தளமின்காந்த அலைகள்‌ ௦/5/(%0௨) என்னும்‌ வேகத்தோடு 
செல்லுமென்பதும்‌ மின்செறிவும்‌ காந்தச்செறிவும்‌ செலுத்துகைத்‌ திசைக்கு செங்குத்தாக 
ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்த ரகுமெனபதுமே.] 

(12) 84-௦௦ ஆயின்‌ 77500, 

ஐ-0 அல்லது ஈ ஆயின்‌ £ இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ 1-0), 
$-0 ஆயின்‌ 0, * என்பவற்றிற்கிடையேயுள்ள க இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ 


97 957 
ந ஒற ஐ அகுமாறு ள்‌ மம 2 _ என்பதன்‌ ஒரு இர்வு காண்க. 
ர ட்‌ 





கவனிக்க. இதனை எத்தனித்தறகு முன்‌ பிரிவுகள்‌ 46, 49 ஆகியவற்றை மீண்டும்‌ படிக்க, 
77 ஆனது தனது முனைகள்‌ 0£ இல்‌ வைக்கப்படும்‌ ஐ என்னும்‌ நீளமுள்ள கதிர்காக்கோலின்‌ 
வெப்பநிலையாகும்‌ ; ஒரு முனையிலிருந்து தூரம்‌ ௨ இல்‌ கோலின்‌ வெப்ப நிலை தொடக்கத்தில்‌ 
(0-௮). . 

(13) ஈற்றுப்‌ பயிற்சியில்‌ கோலினது நீளம்‌ ௩ இற்குப்‌ பதிலாக 1 ஆயின்‌ தீர்வு எதுவாகும்‌? 

[பிரிவு 50 இல்‌ உள்ளதுபோல்‌ செய்க..] 

(14) பமிறசி (12) இல்‌ ௨-0 அல்லது ௩ ஆகுமிடத்து 7-0 என்னும்‌ நிபந்தனைகளுக்குப்‌ 


பதிலாக ௨-0 அல்லது *% ஆகுமிடத்து ௪0 என்னும்‌ நிபந்தனை இடப்படுமாயின்‌ 
அதனைத்‌ ர்க்க. 

[முனைகள்‌ மாறா வெப்பநிலையாகுமென்பதற்குப்‌ பஇலாக இங்கு அவற்றிற்கூடாக வெப்பம்‌ 
செல்லாதெனக்‌ கொள்ளப்படும்‌. ] 

(15) பமிநச 18 இல்‌ ஈ£ - ௧8 இற்குப்‌ பதிலாக 100 இடப்படுமாயின்‌ அதனைத்‌ தீர்க்க. 

(069 2-௦ ஆயின்‌ 177440, ௨-0 அல்லது ஈ ஆயின்‌ 4 இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லா 
வற்றிற்கும்‌ 177-100, 440 ஆயின்‌ 0, ஈ என்பவற்றிற்கடையேயுள்ள ௮ இன்‌ பெறுமானக்கள்‌ 
எல்லாவற்றிற்கும்‌ 1-0 என்னும்‌ நிபந்தனைகளைத்‌ திருத்தியாககுமாறு 

9₹ 937 
202. 
என்பதன்‌ ஒரு தீர்வு காண்க 
[இங்கு தொடக்கத்தில்‌ பனிக்குளிராயுள்ள கோலினது முனைகள்‌ கொதிநீரில்‌ வைக்கப்படும்‌.] 


08 வகையீட்டூ* சமன்பாடுகள்‌ 


(17) பயிற்சி 15 இல்‌ நீளமானது ஈ இற்குப்‌ பதிலாக 4 ஆயின்‌ அதனைத்‌ தீர்க்க, - £ வரைய 
றையின்றி அதிகரிக்குமாயின முடிவில்‌ தொடர்‌ 
௪ 
200 ('1- 8௨7 
1 வத சைன்‌ 0 00 


௩/௨. 
0 


என்னுந்‌ தொகையீடாகுமெனக்‌ காட்டுக. ப 
[கவனிக்க இத பூரியேயின்‌ தொகையீடு எனப்படும்‌. இம்முடிபைப்‌. பெறுதற்கு (2-1) 
ஈ//- ௨ 98/02 என இடுக. கெல்வின்‌ என்பவர்‌ நிலத்தின்‌ 8ழ்‌ வெப்பநிலை அதிகரிப்பு வீதம்‌ 
பற்றிய நோக்கத்திலிருந்து தான்‌ பெற்றுள்ள புவி வயது மதிப்பீட்டில்‌ ஒரு தொகையீடு 
வழகடயுள்ளார்‌. (இந்நூலின்‌ முடிவில்‌ உளள பலலவினப்‌ பயிற்சிகளில்‌ (107) எனபதைப்‌ 
பார்க்க.” புவிக்குள்‌ இளாமின்‌ செய்கைகளால வெப்பம்‌ தொடர்ந்து பிறப்பிக்கப்படுமெனப்‌ 
பின்னா 9ிரடடு என்பவர்‌ காட்டியுள்ளது கெல்லினின்‌ மதிப்பீடு மிகச்‌ சிறியதாகுமெனக்‌ காட்டும்‌.] 


(18) 724௦ ஆக 7 ஆனது முடிவுள்ளது ; 4 இன்‌ எல்லாப்‌ பெறுமானங்களுக்கும்‌ 
07 
2-0 ஆக ல்‌ ௬0, 2-1ஆக 7-0 ; ௦/ என்பவற்றிற்டையேயுள்ள ஐ இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ 
ல்‌ 

எல்லாவற்றிற்கும்‌ /௯0 ஆக, 77 177௦ ; என்னும்‌ நிபந்தனைகளைத்‌ இருத்தியாக்கும்‌ 
0 97 
டய தபல இஃ 
08 02” 

என்பதன்‌ ஒரு தீர்வு காண்க. 

(உப்புக்கரைசல்‌ கொள்ளும்‌ ஒரு சிறு சோதனைக்குழாய்‌ நீர்‌ நிரம்பிய. ஒரு பெரிய பாண்டத்தில்‌ 
8ழாழ்த் தப்படுமாயின்‌ உப்பு மேலே பரஎீச்‌ சோதனைக்‌ குழாயிலிருந்து வெளியே பெரிய டாண்‌ 
டத திலுள்ள நீருக்குட்‌ செல்லும்‌. 1) ஆனது உபபினது தொடககச்‌ செறிவும்‌ 4 ஆனது அது 
நிரப்பும சோதனைக்‌ குழாயின்‌ நீளமுமாயின்‌ 12 ஆனது யாதும்‌ நோத்தி , சோதனைக்குழாய்‌ 

91 
அடியிலிருந்து £ என்னும்‌ உயரத்தில்‌ செறிவைத்தரும்‌. ௨-0 ஆக 2 0 என்னும்‌ நிதந்‌ 
(2 
தனையின்‌ பொருள்‌, அடைத்த மூனையில்‌ பரவல்‌ நிகழாது என்பதே. ஐ ஆக 740 
எனபதன்‌ பொருள்‌ சோதனைக்குழாய்‌ உச்சியில்‌ ஏறக்குறையத்‌ தூயதாகும்‌ நீர்‌ உண்டு 
என்பதே.] ழ்‌ 

(19) ஆனது ஐ ஐத்‌ திரிகோணகணித முறையில்‌ உட்படுத்துமாறும்‌ 7 இன்‌ எல்லாப்‌ பெறு 

மானங்களுக்கும்‌ 8-0 எல்லது ௩ ஆக 4-0 ஆகுமாறும்‌ ௨ இன்‌ எல்லாப்‌ பெறுமானங்களுகீ்‌ 


9 5 
கும்‌ 6-0 ஆக ௬ 0 ஆகுமாறும்‌ 7-0 ஆகுமிடத்து 5-0, ௨௮ 4 என்பவற்றிற்கிடையே 


% 
772 என்பதும்‌ ௪ - த ஐ என்பவற்றிற்‌* டையே த (௩ .- ௨) என்பதும்‌ ஆகுமாறும்‌ 
051 034 ட 
பவப்ல ர அணை 3 பகல்‌ 
03 043 
என்பதன்‌ ஒரு தீர்வு காண்க. 
[கவனிக்க.---பிரிவு 48 இன்‌ இரண்டாவது செய்த.உதாரணத்தைப்‌ பார்க்க. 


4 அனது ஒன்றிலிருநதொன்று ஈ என்னுந்‌ தூரத்திலுள்ள இரு புள்ளிகளுக்கடையே 
ஈர்ச்கப்பட்‌ ள்ள ஒர்‌ இழையின குறுக்குப,பெயர்ச்சியாகும இழை தனது நடுப்புள்ளியிவி 
ருந்து 7௩௩/2 என்னுந்‌ தூரத்திற்கு இழுக்கப்பட்டு விடப்ப ம்‌.] ர 


பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 09 
20) ற என்பது மாறிலி 2 ப்டுள்‌ ற 422 
(20) என்பது மாறிலியாக ல்‌ 93) என்பதன்‌ தீர்வை 4-௪ 4௪240 என்‌ 


9 
னும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதி 1) இற்கு ல்‌ என்பதையும்‌ ..4, 8 என்பவற்றிற்கு முறையே ரீ (8), 77 (8) 
- என்பவற்ன்றயும்‌ பிர இயிட்டு ெெதெமிலரின்‌ தேற்ற, த்தை 
4௫) - சீூ7ம 
என்னும்‌ குறியீட்டு வடிவத்தில்‌ வழங்கி 
95 
927 008 
என்பகன்‌ தீர்வை 4-7 (4-2) -- 7 (-) என்றும்‌ வடிவத்தில்‌ உய்த்தறிக. 
[இகஃ்குறியீட்டு முறைகளால்‌ பெறப்படும்‌ முடிபுகள்‌ இருத்தமாய்‌ நிகழலாமென்று மட்டுமே 
நாம்‌ கொள்ளலாம்‌. வேறு வழியாக அவற்றை வாய்ப்புப்‌ பாாததாலன்றி இந்தியாய 


முறையானது முடிபிலிருந்து வகையீட்டுச்‌ சமனபாட்டு "குப்‌ பினமுகமாகச்‌ செலுத்தப்படலாமா 
என்பதைப்‌ பற்றி மிக்க கவனமாய்‌ ஆராய்தல்‌ வேண்டும்‌. 


எவிசைட்டு எனபவர்‌ வேறுவிதமாகத்‌ தீர்க்க முடியாப்‌ பிரசினங்கள்‌ சிலவற்றைத்‌ இர்த்தற்குக்‌ 
குறியீட்டு முறைகள்‌ வழங்கியுள்ளார்‌. அவருடைய 


. மின்காந்தக்‌ கொள்கை ' என்னும்‌ நூலைப்‌ பாக்க.] 


ட ஜே ந ர] 
(21) 2 என்பது மாறிலியாக ல மி என்பதன்‌ தீர்விலிருந்து ன லக என்பதன்‌ 
5 ஈ 


தீர்வை 927 22047 


ரீ) 5] 94 ட்‌ 
என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ உய்த்தறிக. 
[தொடரானது ஒருங்கனாலன்றி இது தீர்வு ஆகாது.] 
03 டர 03 ்‌ ர து 
- 5 து என்பதன்‌ பொதுத்தீர்வு . 
ஒரு பரீட்சைத்‌ தீர்வாக நூ-ரீ (2-7 14) என இடக; இங்கு 8௩ 
ஆனது மாறிலியாகும்‌. 


ன்‌ 77 ரூ 4 ய்‌ 
இது தருவது 7” (௨-4) ட (ஐடி) ௩௭ க ஆயின்‌ இது 
திருப்தியாக்கப்படும்‌. ்‌ 
ஆயின்‌ ந$ூ-ரீ 6-2), அ.ச (௪-ல்‌) என்பன இரு தீர்வுகளாகும்‌ ; 
- வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடு எகபரிமாணமாதலால்‌ இச்சமன்பாட்டின்‌ வரிசைக்குச்‌ 
சமனான - எதேச்சைச்‌ சார்புத்‌ தொகை கொள்ளும்‌ 7 (ஐ- ௨-7 
(ம-ட்ம4) என்பது . ஒரு மூன்றாந்‌ இர்வு ; கூடுதலாகப்‌ பொதுவாகும்‌ 
இர்வை எதிர்பார்த்தல்‌ முடியாது. 
[ பிரிவுகள்‌ 178-181 இவ்வத்‌ இயாயத்திற்கு பிற்சேர்வு ஆகும்‌. அவை முக்கியமாக எடுத்‌ 
தாள்வன அதிர்சன்ற இழைகள்‌ பற்றிய சமன்பாடும்‌ முப்பரிமாண அலைச்‌ ச.மனபாடூமே. 


பிரிவு 18] இன்‌ முடிவல்‌ ணிதடெளதிகவியல்‌ வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ பற்றிய சில 
பிரதானமான வேலைகள்‌ தரப்படும்‌.] 


அத்தியாயம்‌ * 
முதல்‌ வரிசையாக முதற்படியல்லாத சமன்பாடுகள்‌ 


51. இவ்வத்தியாயத்தில்‌ முடிவில்‌ தொடரை வழங்காது தமது தீர்வு 
சிலசமயங்களிற்‌ காணப்படக்கூடிய முதல்‌' வரிசையும்‌ முதற்‌ படியிலும்‌ 
உயர்ந்த படியும்‌ கொண்ட சில: விசேட சமன்பாட்டு வகைகளை எடுத்துச்‌ 


சிந்‌ திப்போம்‌. ட்‌ என்பது ற ஆல்‌ குறிக்கப்படும்‌. 


இவ்விசேட வகைகள்‌ ஆவன 
(1) 2 இற்குத்‌ தீர்க்கத்தக்கன, 
(2) 9.இற்குத்‌ நீர்க்கத்தக்கன, 
(3) ௪ இற்குத்‌ தீர்க்கத்தக்கன. ப 
52. ற இற்குத்‌ $ர்க்கத்தகு சமன்பாடுகள்‌, ற இற்குத்‌ தீர்க்கக்கூடுமாயின்‌ 
%. ஆம்‌ படியிலுள்வ சமன்பாடு முதற்‌ படியிலுள்ள % சமன்பாடுகளுக்கு 


ஒடுக்கப்படும்‌ ; இவற்றிற்கு அத்தியாயம்‌ 11] இன்‌ முறைகளைப்‌ பிரயோகிக்க 
லாம்‌. 


உ-ம்‌ (1) 2்‌--ற2-டறர--௨ஊ-0 என்னுஞ்‌ சமன்பாடு தருவது 2-4 இ 
அல்லது ற- 9; இவற்றிலிருந்து 39/-- -ஐ5-- ௨ அல்லது ௨- - மட$-- ௫? 
அல்லது ஒரு சமன்பாடாக உணர்த்தப்படூமிடத்து,' 


(29-டஐ3-௦) (ஐ-மட- 02-02 --உ (1) 
இந்நிலையில்‌ எமக்கு ஒரு வில்லங்கம்‌ ஏற்படும்‌ ; முற்றிய மூலி தோற்றரவு 
முறையில்‌ ஈர்‌ எதேச்சை மாறிலிகளைக்‌ கொள்ளும்‌, ஆனால்‌ சமன்பாடு 
முதல்‌ வரிசையாதலால்‌ ஒன்றையே எதிர்பார்ப்போம்‌. 


ஆனால்‌ (29 -ட௧£-0) (ஐ-டமட-0)-0.......2.2 24 ( 2). 


என்னுந்‌ தீர்வை எடுக்க. 6, ௦டி டூ என்னும்‌ மாறிலிகள்‌ ஒவ்வொன்்‌ 
றினதும்‌ ஒரு பெறுமானத்தையே எடுப்போமாயின்‌ இச்சமன்பாடூகள்‌ ஒவ்‌ 
வொன்றும்‌ ஒரு வலையிச்‌ சோடியைக்‌ குறிக்கும்‌; (௦0-௦0) ஆலைன்றி 
இச்சோடிகள்‌ ஒன்றாகா. ஆனால்‌ மாறிலிகளுக்கு -ஐ இலிருந்து--௦ இற்கு 
உள்ள இயல்தகு பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றையும்‌ கொடுத்தலாற்‌ 
பெறப்படும்‌ முடிவில்‌ வளையிச்‌ சோடித்‌ தொடையை எடுத்துச்‌ சிந்திப்‌ 
போமாயின்‌ எல்லாவற்றையும்‌ ஒருங்கு எடுக்குமிடத்து அவற்றின்‌ வரிசை 
வேறுவேறாகய போதிலும்‌ ஒரேழமுடிலில்‌ தொடையையே பெ வோம்‌. 
ஆயின்‌ (2) என்பது முற்றிய மூலியாக எடுக்கப்படலாம்‌. 


70 
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உ-ம்‌ (10) ்‌ ஐ-டற- 20. 

இங்கு 2--1 அல்லது ஐ- -2 ; ஆயின்‌ 39-24 0 அல்லது 9-- றெ. 
முன்போல (4-௧-௦) (-2- 0)-0 என்பதை மூற்றிய . மூலியாக 
- எடுப்போம்‌, (4-௪-௦,) (3௩2-9-0 
என்பதையல்ல. 
. இச்சமன்பாடுகள்‌ -தவ்வொன்றும்‌, 9-௨ என்பதற்கோ 39---2 ஏன்‌ 
பூதற்கோ சமாந்தரமான .கோடுகள்‌ எல்லாவற்றையும்‌ குறிக்கும்‌. 
இர்த்‌ தற்கான பமிற்சிகள்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 

பூத ற-6-0. 2 த7-2ஐற 34. (3) ஐ5-25. 


(6 கஜ (1-1-கழ்‌. (5) 8-2 ஷரஜிவ மரற-0. 
(ஒத 2 அகோசை ஐ--1-0. 


53. : 9 'இற்குத்‌ தர்க்கத்தகு சமன்பாடுகள்‌, சமன்பாடு 3 இற்குத்‌ தீர்க்கத்‌ 
தகுமாயின்‌ தீர்த்தெடுத்த வடிவத்தை 8 என்பதைக்‌ குறித்து வகை 
யிடுவோம்‌. 


உம்‌ (0 ற்‌ ௮ ற-1-ஐ-0. 


ச 
9 இற்குத்‌ தீர்க்க, 94-24 ம்‌ 


ற்ற ந] ஐமீ 
வகையிட, தத்ர த 
்‌ ஞர்‌ ு ர 
வ 1-௮ ந. 
அதாவது 29 ற மீற ற்‌ 


ற. யைச்‌ சாராமாறியாகக்‌ கொள்ளுமிடத்து இது முதல்‌ வரிசை 
எகபரிமாணச்‌ சமன்பாடு. பிரிவு 19 இலுள்ளது போல்‌ முன்செல்ல 
மாணாக்கன்‌ 
்‌. தற (6--அகோசை 3ற) (2-1): 
என்பதைப்‌: பெறுவான்‌. 


ன்‌ 
ஆகவே... த 
ஆதலால்‌, ஏற - (0-- அகோசை1ற) (ற்‌ - 1) -* 


ஐ, 4 என்பவற்றிற்கு .ஐ பற்றியுள்ள இவ்விரு சமன்பாடுகளும்‌ வகை 
பட்டுச்‌ சமன்பாட்டுத்‌ இர்வின்‌ பரமானச்‌ சமன்பாடுகளைத்‌ தரும்‌. ௦ இன்‌ யாது 
மொரு தந்த பெறுமானத்தை எடுக்குமிடத்து ற இன்‌ ஒவ்வொரு 
5.58 5529 (60/8) 


72 வகையீ ட்டு? சமன்பாடுகள்‌ 


பெறுமானத்திற்கும்‌ ஒத்த ஒரு புள்ளியை - வரைய றுக்கும்‌ ௨ இன்‌ ஒரு 
வரையறுத்த பெறுமானமும்‌ $ூ இன்‌ ஒரு வரையறுத்த பெறுமானமும்‌ 
உண்டு. ஐ ஆனது மாற இப்புள்ளி இயங்கி ஒரு வளையியை வரையும்‌. 
இவ்வுதாரணத்தில்‌, ற ஐ: நீக்கி ௨, 3 என்பவற்றைத்‌ தொடுக்கும்‌ 
சமன்பாட்டைப்‌ பெறலாம்‌ ; ஆனால்‌ வளையியை வரைதற்குப்‌ பரமான 
வடிவங்கள்‌ கூடுதலாக நன்றாகாவிட்டாலும்‌ இதனைப்‌ போலாதல்‌ நன்றாகும்‌. 


உ-ம்‌ (10) 8 9ற5- ற8--1-0 
9 இற்குத்‌ இர்க்க,  “ நலறேர்ப ற? 
வகையிட, ற 12ற? 2 _ 251, 
அதாவது ்‌ ே- (193 - ற?) மீற. 
தொகையிட, தற? ற 8-063 
31-27 


மாணாக்கன்‌ இதன்‌ வரைபை ௦ இன்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட பெறுமானத்திற்கு 
வரைதல்‌ வேண்டும்‌ (6-0 என்க). 


54. ௩ இற்குத்‌ $ர்க்கத்தகு சமன்பாடுகள்‌, சமன்பாடு ௨ இற்குத்‌ 
இர்க்கத்தகுமாயின்‌ தீர்த்தெடுத்த வடிவத்தை 4 யைக்‌ குறித்து வகையிட்டுக்‌ 


க்‌. கல்‌ ல ை 
கொண்டு ச என்பதை ன்‌ என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதுவோம்‌. 


உம்‌. தூப தர42-0. ஈற்றுப்‌ பிரிவில்‌ ந இற்குத்‌ தீர்த்தலால்‌ இது 
தர்க்கப்பட்டுள்ள து. 


% இற்குத்‌ தீர்க்க, ஐறழ.- ற. 
4 என்பதைக்‌ குறித்து வகையிட, 
1 ற ற 
தட 29 னு ரப்‌ 
1 மீது 
அதாவது ௨-5 ு2ற; 
த்‌ (2 ர) ற்ற 14 2 


ற ஐச்‌ சாராமாறியாகவும்‌ ஏ ஐ சார்மாறியாகவும்‌ எடுக்க இது முதல்‌ 
வரிசையிலுள்ள ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடு. பிரிவு 19 இலுள்ளது போல்‌ 


இது தீர்க்கப்படலாம்‌. ஈற்றுப்‌ பிரிவிற்‌ காணப்பட்ட மட மாணாக்கன்‌ 
பெறுவான்‌. 


முதல்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடூகள்‌ 7௮ 


இர்த்தற்கான பயிற்சி 


(1) கத்த. (2) த$- ஊற--1-0. 
இ$--ட2. (த) 3௮-27. 

(ு தாதன்‌, (6) ஆ. 23-2௯ (1. 
(2) 2 -றஐ டா 3)1:2-0. (ு $-ற சைன்‌ 2.4 கோசை ற. 
9) $-ஐ தான்‌ ஐ மட-(கோசை 29): (10) ௨2-81. 


2 

ர . 7 தென வலயயயாகாயா நர 

(11) ஐ சால( 3) 

(12) பயிற்சி (1) இன்‌ ஜீர்வால்‌ தசப்படும்‌ குடும்பத்தின்‌ வளையிகள்‌ எல்லாம்‌ மூ அச்சை 
செற்கோணங்களில்‌ வெட்டுமெனக்‌ காட்டுக, (0, 1) என்னும்‌ புள்ளிக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ 
குடும்ப வளையிமிற்கு உ மின்‌ பெறுமானம்‌ காண்க, 

, - சதுரக்‌ கோட்டுத்தாளில்‌ இவ்வளையியை வரைக. 


(13) பயிற்சி 9 இல்‌ 8-0 ஆகுமாறுள்ள இர்வால்‌ குரப்படும்‌ வளையியை வரைக. ஐ 
1, ஐ-2, ஐ -8. என்பவற்றால்‌ தரப்படும்‌ புள்விகலில்‌ தொடலிகளை வரைந்து இத்தொ 
டலிகளின்‌ படித்திறன்கள்‌ முறையே 0, .1, .2, 8, ஆகும்‌ என்பதை அளவீட்டால்‌ சரிமிழை 
பார்க்க. 


அத்தியாயம்‌ 4/1 


தனிச்‌ இறப்புத்‌ கர்வுகள்‌ 

(இவ்வத்தியாய நியாய முறைகள்‌ கேத்‌ இரசணித அனுமானத்தையே அடிப்படையாய்க்‌ 
கொண்டன. ஆகவே முடிபுகள்‌ நிறுவப்பட்ட்ள்ளனவெனக்‌ கொள்ளல்‌ முடியாது; அவை 
சல வகைகளில்‌ உண்மையாகலாமென்பதே கூறப்பட்டுள்ளது. பகுப்பு அறிமுறை மிகக்‌ கடின 
மானது. ] 

( 

55. ஆள்கூற்றுக்‌ கேத்திரகணிதத்திலிருந்து ந என்னும்‌ 
நேர்கோடு ௩ இன்‌ பெறுமானம்‌ எதுவாயினும்‌ $7*“-- 488௨ என்னும்‌ 
பரவளைவைக்‌ தொடும்‌ என்பது தெரிந்ததே.  : 

யாதுமொரு குறிப்பிட்ட தொடலியின்‌ 22 என்னுந்‌ தொடுகைப்‌ புள்ளியை 
எடுக்க. 7? இல்‌ தொடலிக்கும்‌ பரவளைவுக்கும்‌ ஒரே திசை உண்டு ; ஆயின்‌ 

28 
அவற்றிற்கு ல்‌ ஒரு பொதுப்‌ பெறுமானம்‌ கொள்ளும்‌, அவ்வாறே ஐ, 9 


என்பனவமாம்‌. 


படம்‌ 2 


ர 0 ன்‌ 
ஆனால்‌ தொடலிக்கு கல வற என்க ; ஆமின்‌ தொடலி டகர 
என்னும்‌ வகையமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ திருத்திப்படுத்தும்‌. 
ஆகவே 2? இல்‌ இச்சமன்பாடு பரவளைவுக்கும்‌ உண்மையாகும்‌; ஏனெனின்‌, 
£? இல்‌ பரவளைவுக்கு ௪, 9, ஐ என்பன ௦ தாடலிக்கு உள்ளவையே. 
74 


தனி இறப்புத்‌ தீர்வுகள்‌ 75 


2. ஆனது பரவளைவில்‌ யாதுமொரு புள்ளீயாதலால்‌ $”--4௧௨ என்னும்‌ 
பரவளைவுச்‌ சமன்பாடு வசையீட்டூச்்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வு ஆதல்‌ வேண்டும்‌; 
இதனை மாணாக்கன்‌ எளிதில்‌ சரிபிழை பார்க்கலாம்‌. 

பொதுவாக, தமது சூழிர்யெனப்படும்‌ நிடையான வளையியைத்‌ தொடும்‌ 
வளையிகள்‌ கொண்ட ன்றியாய்‌ . முடிலில்லாத்‌ தொகுதி யாதும்‌ உண 
டெனின்‌ இக்குடும்பம்‌ யாதோ முதல்‌ வரிசை வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ 
முற்றிய மூலியைக்‌ குறிக்குமிடத்து சூழியும்‌ அவ்வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ 
தரு இர்வைக்‌ குறிக்கும்‌. ஏனெனின்‌ சூழிப்புள்ளி ஒவ்வொன்ழிலும்‌ 2, 9, 2 
என்பன சூழிக்கும்‌ அதனை அங்கு தொடும்‌ குடும்ப வளையிக்கும்‌ தரே 
பெறுமானம்‌ கொள்ளும்‌. 

அத்தகைத்‌ தீர்வு ஒரு தனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வு எனப்படும்‌. அது எதேச்சை 
மாறிலி யாதும்‌ கொளளாது. அன்றியும்‌ புறநடை வகைகளிலன்்‌ யி 
(பிரிவு 160) முற்றிய மூ£லியில்‌ எதேச்சை மாறிலிக்கு ஒரு குறிப்பிட்ட 
பெறுமானத்தைக்‌ கொடுத்தலால்‌ அதனை உய்த்தறிதல்‌ முடியாது. 


ஐர்த்தற்கான பயிற்சி 

ஐ என்னுங்‌ கோடு$ ௨-3 (ஐ - 6)“ என்னும்‌ பரவளைவுக்‌ குடும்பத்தின்‌ 
சூழியென்பதை நிறுவுக. “தொடுகைப்‌ புள்ளி (6,8) என்பதையும்‌ இப்‌ 
புள்ளியில்‌ பரவளைவுக்கும்‌ சூழிக்கும்‌ றஐ-1 என்பதையும்‌ நிறுவுக. 
பரவளைவுக்‌ குடும்பத்தின்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டை ஏ--௨-(ற- 1“ என்‌ 
னும்‌ வடிவத்தில்‌ பெற்றுக்கொண்டு இதனைச்‌ சூழியின்‌ சமன்பாடும்‌ 
திருத்‌ இயாக்குமென்பதை வாய்ப்புப்‌ பார்க்க. 

சூழியையும்‌, 20, 1, 9,....என எடுத்து, குடும்பத்தின்‌ பரவ&வுகள்‌ 
சிலவற்றையும்‌ வரைக. 

லாமின்‌ “நுண்ணெண்‌ நுண்கணிதத்துல்‌ ” (இரண்டாம்‌ பதிப்பு, பிரிவு 155) ஒரு குடும்பத 
தின்‌ சூழியானது அக்குடும்பதஇனது அடுத்துவரும்‌ ஊளையிகவினது இறுதி இடைவெட்டின 
ஒழுக்கு என வரையறுக்கப்பட்டுளள து: இவ்வாறு வரையறுகசப்படுஃடத்து அது சூமிகளெனக்‌ 
கூறியவற்றோடு அல்லது அவற்றிற்குப்‌ பதிலாக கணு ஒழுக்குக்களையோ கூர்‌ தழுக்குக்கவயோ 
உட்கொள்ளலாம்‌. [இதற்குப்‌ பிரிவு 56 இல்‌ கேத்திரசகணித காரணம்‌ கூறுவோம்‌ : பகுப்பு 
நிறுவல்‌ பறறி லாமின்‌ _நூளைப்‌ பார்க்க]. 

56. தனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வுகளை எவவாறு பெறலாமென்பஷதைப்‌ பற்றி 
இப்போது சிந்திப்போம்‌. முற்றிய நூ£லியாற்‌ குறிக்கப்படும்‌ வளையிகளினது 
சூழி ஒரு தனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வு தருமெனக்‌ காட்டப்பட்டுள்ளது ) ஆமின்‌ 
சூழி காண்டல்‌ முறையை .ஆராய்ந்து தொடங்குவோம்‌. 

பொது முறை, ரீ(ர,]$, 0)--0 என்னும்‌ வளையிக்‌ குடும்பச்‌ சமன்பாட்டி 


07 : 
லிருந்தும்‌ ல்‌ 0 என்பதிலிருந்தும்‌ 2 என்னும்‌ பரமானத்தை நீக்கலேயாம்‌. 
[லாமின்‌ “ நுண்ணெண்‌ நுண்கணிதம்‌ பிரிவு 158 பார்க்க. ரீ (ஐ, 6) ஆனது 2721 .380 
ம 
4.18. என்னும்‌ வடிவமாயின்‌ முடிபு 248-428 ஆகும்‌. ஆயின்‌ ரகக சம்‌ ௮ல்லது 


௦8% மூ1-0, என்பதற்கு முடிபு 33 142 ஆகும்‌.] 


76 வகையி டூச்‌ சமண்பாடுகள்‌ 


உதாரணமாக, 
1 
ரீ (ஐ,3, 0)-0 என்பது $- தட ஆறின்‌ பற்றோ பதக்க (1) 
2௦ ணட வதம்‌ ட 0 ஆளசுனண்) 4 யய வ வலய வட வவ உ வடடக்கு க 0]. 
06 07 
இது தருவது . சது 1/4. 
(1) இல்‌ பிரதியிட, ந 1. 24/௪. 
அல்லது - 3/3 42. 


இந்த முறை ஆனது கணியம்‌ & இனால்‌ வித்தியாசப்படும்‌ பரமானங்கள்‌ 
கொண்ட 7 (ஐ,$,௦)--0, ரீ (௪, 9, 2-(%)-0 என்னும்‌ இரு குடும்ப வளையி 
களினது இடைவெட்டூ ஒழுக்கைக்‌ கண்டு, & பூச்சியத்தை அணுகுமிடத்து 
எல்லை காண்பதற்குச்‌ சமவலுவாகும்‌. முடிபு ரீ, 9, 2)--0 என்பதன்‌ 
6 - பிரித்துக்காட்டியெனப்படும்‌. 


57. இனி வரிப்படங்கள்‌ 8, 9, 10, 11 ஆயேவற்றைப்‌ பற்றிச்‌ சிந்திக்க. 





படம்‌ 8, 


குடும்பத்தின்‌ வளையிகள்‌ விசேடத்‌ தனிச்சிறப்பு யாதும்‌ கொள்ளா வகையை 
படம்‌ 8 காட்டும்‌. இறுதி இடைவெட்டுக்களின்‌ ஒழுக்காகய 2577 
என்பது குடும்பத்தின்‌ வளையிகள்‌ ஒவ்வொன்றோடும்‌ இரு . புள்ளிகள்‌ 
பொதுவாயுடைய ஒரு வளையியாகும்‌ (உதாரணமாக, 9, 8 என்பன 
இவ்வொழுக்கலும்‌ 3 எனக்‌ குறிக்கப்பட்டுள்ள வளைமியிலுங்‌ இடக்கும்‌). 
ஆகவே, எல்லையில்‌ 2089710777 என்னும்‌ ஒழுக்கு குடும்பத்தினது 
ஒவ்வொரு வளையியையந்‌ தொட்டு சூழியென வரையறுக்கப்பட்டுள்ள 
தாகும்‌. 


... தனிச்‌ ஈறப்புத்‌ இர்வுகள்‌ ரச 


படம்‌ 9 இல்‌ குடும்பத்தின்‌ ஒவ்வொரு வளையியிற்கும்‌ ஒரு கணு உண்டு. ' 
அடுத்துவரும்‌ இரு வளையிகள்‌ மூன்று புள்ளிகளில்‌ இடைவெட்டும்‌ 
(உதாரணமாக, 2, 8 என்னும்‌ வளையிகள்‌ 2, 9, 2 என்னும்‌ புள்ளிகளில்‌). 
- அத்தகைப்‌ புள்ளிகளினது ஒழுக்கு கி, 447) 82 என்னும்‌ 
மூன்று வேறு வேறான பாகங்களால்‌ ஆக்கப்படும்‌. 

அடுத்துவரும்‌ வளையிகளைக்‌ கூடுதலாக நெருக்கமாயெடுத்துசக்‌ கொண்டு 
எல்லைக்குச்‌ செல்வோமாயின்‌ .4.4', 52” என்பன 1717: என்னும்‌ கணு 
ஒமுக்கோடு ஒன்றுபட 48” என்பது சூழியாகும்‌. ஆமின்‌, இவ்வகைமில்‌ 
௦-பிரித்துக்‌ காட்டி, ஆனது கணு--ஒழுக்குச்‌ சமன்பாட்டின்‌ வர்க்கத்தை 
யும்‌ சூழிச்‌ சமன்பாட்டையும்‌ கொள்ளுமென எதிர்பார்க்கலாம்‌. 


இடப அட 


பயிறு 





002 





க ச 
குர்ு2 லத்தில்‌ ்‌ 
8 ற 22... 5௮2௮-2 ஓ 
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படம்‌ 10 காட்டுவதுபோல்‌ 771” என்னுங்‌ கணு-ஒழுக்கன்‌ 7 என்னும்‌ 
யாதுமொரு புள்ளியில்‌ அதன்‌ திசை 7? இல்‌ கணு கொண்ட வள்ையியின்‌ 
்‌. இரு சளைகள்‌ யாதுமொன்றினது திசையோடு பொதுவாக ஒன்றாகாது. 
£ இல்‌ இவ்வளையியோடு கணு--ஒழமுக்கு ஐ, 94 என்பவற்றைப்‌ பொது 
வாய்க்‌ கொள்ளும்‌, ஆனால்‌ ஐ பொதுவாகாது ; ஆயின்‌ கணு. ஒழுக்கு இக்குடூம்பத்இன்‌ 
வளையிகளினது வகையீட்டூச்‌ சமன்பாட்டின்‌' இர்வு ஆகாது. கணு ஒரு கூர்‌ ஆகுமாறு 
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சுருங்குமாயின்‌, படம்‌ 10 இனது 88”, 7727” என்னும்‌ ஒழுக்குக்கள்‌ ஒன்றா2 
படம்‌ 1] இனது 060” என்னும்‌ கூர்‌--ஒழுக்கை ஆக்கும்‌. 27447” என்பது 
இன்‌ 44, 8 என்னும்‌ ஈர்‌ ஒழுக்குக்கள்‌ தன்றுபடுதலாற்‌ 
பெறப்படுமெனக்‌ காட்டப்பட்டுள்ளது 3 ஆமின்‌ 60” ஆனது, உண்மையில்‌ . 
நன்று ஒழுக்குக்கள்‌ ஒன்றுபடுதலாற்‌ பெறப்பட்டு அதன்‌ சமன்பாடு 
ப-பிரித்துக்காட்டியில்‌ முப்படியில்‌ நிகமுமென எதிர்பார்க்கப்படும்‌. 


785. வகையீ “டு* சமன்பாடுகள்‌ 


படம்‌ 11 காட்டுவது கூர்‌-ஒழுக்கு ஆனது, கணு- - ஓழுக்கைப்போல்‌, 
(பொதுவாக) வகைமீட்டூச்‌ சமன்பாட்டினது இர்வு ஆகாது என்பதே. 


்‌ ௦ 
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சுருக்கக்கூறின்‌, ௪-பிரித்துக்காட்டிமானது. 1) சூழியை (11) கணு-ஒழுக்கை இருபடியில 
(1) கூர்‌-ஓழுக்கை முப்படியி.௦ கொள்ளுமென ௭ .ர்.பார்க்கலாம்‌. 

சூழி ஒரு தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வு, ஆனால்‌ கணு--ஓழுக்கும்‌ கூர்‌--ஒழுக்‌ 
கும்‌ (பொதுவாக) தீர்வுகளன்று, [“ பொதுவாக ” எனக கூறுதற்குக்‌ காரணம்‌ 
சில விசேட உதாரணத்தில கணு-ஒழுக்கு அல்லது கூர்‌-ஒழக்கு இல்தபம்மு அல்லது குடும்பத்தின்‌ 
ஒரு வளையியோடு ஜனறாகலாமென்பதே. ] 


58. பின்வரும்‌ உதாரணங்கள்‌ முன்னுள்ள முடிபுகளை எடுத்துக்காட்டும்‌. 


உ-ம்‌. (1) * ற 
முற்றிய மூலி 49/-- 6 - ௦) என எளிதிற்‌ காணலாம்‌, அதாவது 
ஸ்‌ 2௮௮ -1ஐ” ல 437 ௮ 0, 


இது௦ இல்‌ இருபடிச்‌ சமன்பாடு ஆதலால்‌, பிரித்துக்காட்டியை, (29)2--4(3£- கறு) 
அல்லது 9-0 என உடனடியாக எழுதலாம்‌ ; இது முற்றிய மூலிபாலே 
தரப்படும்‌ சமபரவளைவுக்‌ குடும்பத்தின்‌ சூழியை முதற்‌ படியிற்‌ குறிக்கும்‌. 
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்‌- தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வுகள்‌ 79. 


௭3 


உ-ம்‌. (14) 99/- 2றா - த ்‌ 
_ ஈற்று அத்தியாயத்திலுள்ளது போற்‌ செய்யப்‌ பெறுவது 
9 
ற ஹட“. (௫ 4)” ற 
ப்‌ மல 


அதாவது ஊ- 3ற”-- (௯ - ட்‌ ்‌ 


எட 


அதாவது எீ- 2-0 அல்லது 22௯32. பரத பதன ம்க்‌ க்க வு 
ரே ற 
ல வனத்‌ பய ்‌ 
்‌ ட்‌ என்பது தருவது 


மட2-2 மடற- மட, 
அல்லது 08-25 ; ஆகவே 39-- 4 உபரி - 9, 
அல்லது (34-1- 9௦) 425, தமது கூர்கள்‌ ந அச்சிலுள்ள குறை-முப்படி 

பரவளைவுகளின்‌ குடும்பம்‌. 

௦ - பிரித்துக்காட்டி ஆவது (39- 25)” - 0 

அல்லது ஐ (6 85)-0. 

கூர்‌ - ஒழுக்கு முப்படியில்‌ தோன்றுகின்றது, மற்றைக்‌ காரணி அணல்‌ 
குறிக்கும்‌. 


கே 


ஷூ, 
அவல 


ந்து 
பத்தல படண்ர்க்ல 
த. நூரு 
இ ந 
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80 வகைபீூட்டூர்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


0-2” என்பது வகையீட்டூச்‌ சமன்பாட்டினது தரு தீர்வு என எளிதில்‌ 
வாய்ப்புப்‌ பார்க்கப்படலாம்‌. ஆனால்‌ (ஐ--௦ எனத்‌ தரும்‌) 2-0 என்பது 
இர்வு ஆகாது. ப 

(4) என்னுஞ்‌ சமன்பாடுகளுள்‌ முதலாவதை எடூப்போமாயின்‌, அதா 
வது ஐ3- ற--0 ஆமின்‌, வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டில்‌ ற இற்குப்‌ பிரது 
யிட 39-12, அதாவது சூழி. 

இது தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வுகள்‌ காண்டற்கு வேறொரு முறையை எடுத்துக்‌ 
காட்டும்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்ெள்‌ ' 


பின்வரும்‌ வகையீட்டுச்‌ சமனபாடுகளின்‌ மூற்றிய மூலிகளையும்‌ தனிச்‌ சிறப்புத்‌ இர்வுகளயும 
(எவையேனும்‌ உண்டெனின்‌) காண்க, பயிற்சிகள்‌ 1-4 இல்‌ வரைபுகக்‌ வரைக : 


(0 4ற₹-9ஐ-0. (2) 4ற“ஐ-8)_-1 
(3) 8 -3ுற 42-40 (4) ஐ -140 
(5) ஐ₹3 ஊற 4-0 (6) உற -ஹேற-10 


(2) 48 ழற - 1-0. 
59. ற- பிரித்துக்காட்டி 


ஒரு வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தனிச்சிறப்புத்‌ இர்வுகளை, முற்றிய 
மூலியைக்‌ காணாமலே எவ்வாறு நேரடியாகச்‌ கரண்வாட ப ப்றுத்து பெறலா 
மென்பதைப்‌ பற்றி இப்போது சிந்திப்போம்‌. 


ற“ - ரற-ட1--0 என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டை எடுக்க. 

2, 49 என்பவற்றிற்கு எவையேனும்‌ குறிப்பிட்ட எண்‌ பெறுமானங்‌ 
களைக்‌ கொடுப்போமாயின்‌ ஐ இற்கு ஓர்‌..இருபடிச்‌ சமன்பாட்டைப்‌ பெறு 
வோம்‌. உதாரணமாக, ஐ-4/2) ூ-3 ஆயின்‌ றே. 92-10 
ஆடி ற--$ அல்லது 1 ஆகும்‌. 

ஆயின்‌, ஒவ்வொரு புள்ளிக்குமூடாக இச்சமன்பாட்டைக்‌ தஇருத்திப்படுத்‌ 
தும்‌ (குடும்பத்தின்‌) இரு வளையிகளுண்டு. சமன்பாடு றந இற்குச்‌ சம 
மூலங்கள்‌ தரும்‌, அதாவது பிரித்துக்காட்டியாயே நூ 4-0 ஆகும்‌, 
புள்ளிகள்‌ எல்லாவற்றிலும்‌ இவ்லிரு வளையிகளுக்கும்‌ ஒரே தொடலி 
உண்டு. ட்‌ 

ம, 14, 17 என்பன ௨, 4 ஆ$ூயவற்றின்‌ சார்புகளாக மற£-- 3/ற-- 1-0 
என்னும்‌ இருபடிச்‌ சமன்பாடடுக்கும்‌ வை போன்ற முடிபுகள்‌ 
உண்மையாகும்‌. தளப்புள்ளி ஒவ்வொன்றிற்குமூடாக இரு வளையிக 
ளுண்டு, ஆனால்‌ 14*- 40/0 என்னும்‌ ஒழுக்கன்‌ மீதுள்ள புள்ளிகள்‌ 
எல்லாவற்றிலும்‌ இவ்வளையிகள்‌ ஒரே திசை கொள்ளும்‌. 

கூடுதலாகப்‌ பொதுவாக, 8 சள்‌ ௨, 4 என்பவற்றின்‌ சார்புகளரயின்‌ 
௫, 9 ஆகயவற்றின ஒரு தந்த பெறுமானச்‌ சோடிக்கு 

72,2) 477 ததா... 2, - 


தனிச்‌ ஈறப்புத்‌ 8ர்வுகள்‌ 5] 


என்னும்‌ வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடு யாதுமொரு புள்ளிக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ 
௩ வளையிகளுக்கு ஓக்க ற இன்‌ ௩ பெ ுமானங்களைத்‌ தரும்‌. இந்த 
௩. வளையிகளுள்‌ இரண்டு 


என்பவற்றிலிருந்து, ஐ ஐ நீக்கப்‌ பெறப்படும்‌ ஒமுக்கன்‌ மீதுள்ள புள்ளிகள்‌ 
எல்லாவற்றிலும்‌ ஒரே தொடலி உடையன ; எனெனின்‌ மறிதந்த 
மூலம்‌ இருத்தற்கு இதுவே சமன்பாட்டுக்‌ கொள்கை நூல்களில்‌ தரப்படும்‌ 
நிபந்தனை. ஆகவே 2 )9ரித்துக்காட்டி.க்கு வழிகாட்டப்படுகிறோம்‌. 
அதனாற்‌ குறிக்கப்படும்‌ ஒழுக்குக்களின்‌ உடைமைகளை இப்போது நாம்‌ 
ஆராய்வோம்‌. ப 


1 
60. சூழி தட்‌ அல்லது தீ - ஐர9--1--0 என்னுஞ்‌ சமன்‌ 


பாட்டின்‌ ஐ- பிரித்துக்காட்டி 3£--4ல ஆகும்‌. 
மூற்றிய மூலியானது தனிச்‌ இறப்புத்‌ தீர்வா பரவளைவின்‌ தொடலி 
களால்‌ ஆக்கப்படுமென ஏற்கெனவே கண்டுள்ளோம்‌. தளத்திலுள்ள 
2 என்னும்‌ ஒவ்வொரு புள்ளிக்கூடாகவும்‌ இத்‌ 0 தாடலிகளுள்‌ இரண்டு 
செல்லும்‌; சூழியின்‌ மீதுள்ள புள்ளிகளுக்கு ஒத்த தொடலிகள்‌ ஒன்றாகும்‌. 
இது ற- மிரித்துக்காட்டியானது சூழியைக்‌ குறிக்கும்‌ ஒர்‌ உதாரண 
மாகும்‌. படம்‌ 15 கூடுதலாகப்‌ பொதுவாகும்‌ வகை ஒன்றைக்‌ காட்டும்‌. 
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802 என்னும்‌ உளையி என்றும்‌ 0717 என்னுஞ்‌ சூழியோடு தொடுகை 
கொண்டு 2 என்னும்‌ வளையியோடு ஒன்றாதற்கு இயங்கச்‌ செல்லு 
மெனக்‌ கருதுக. 7 என்னும்‌ புள்ளி £ முகமாக இயங்க 27? இற்‌ கூடாகச்‌ 


ஒல வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடூ :ள்‌ 


செல்லும்‌ இரு வளையிகளின்‌ தொடலிகள்‌ இரண்டும்‌ இறுதியில்‌ சூழிக்கு 
5 இலுள்ள தொடலியோடு பொருந்தும்‌. ஆகவே, 4 ஆனது தனக்‌ 
கூடாகச்‌ செல்லும்‌ இரு (தொகுதி) வளையிகளின்‌ ஐ .கள்‌ பொருந்து 
மாறுள்ள புள்ளியாகும்‌ ; ஆயின்‌ ஐ - பிரித்துக்காட்டி அங்கு மறையும்‌. 


ப 
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ஆகவே ற- பிரித்துக்காட்டி தொகுதியின்‌ உளையிகளினது சூழியாக 
லாம்‌; அவ்வாறாயின்‌ - பிரிவு 55 இற்‌ காட்டியதுபோல்‌ அது குனிச்‌ 
சிறப்புத்‌ தீர்வாகும்‌. 

61. பரிசவொழுக்கு. ஆயின்‌ சூழியானது குடும்பத்தினது இரண்டு 
அடுத்து வரும்‌ புள்ளிகளுக்கு ஐ ஒரே பெறுமானம்‌ கொள்ளுமாறு 
உள்ள புள்ளிகளின்‌ ஓழுக்காகும்‌. ஆனால்‌ இரண்டூ அடுத்து வரா வளையிகள்‌ 
ஒன்றையொன்று தொடுதல்‌ சாத்தியமாகும்‌. 

சம ஆரையும்‌ ஒரு நேர்‌ கோட்டில்‌ மையங்களும்‌ உள்ள வட்டங்கள்‌ 


ஆக்குந்‌ தொகுதியை எடுக்க. 





படம்‌ 15 


படம்‌ 16 காட்டுவது மையக்கோடு வட்டச்‌ சோடிகளினது தொடுகைப்‌ 
புள்ளிகளின்‌ ஒழுக்கு ஆகுமென்பதே. இக * பரிசவொழுக்கு ” எனப்படும்‌. 


 இதகக கவை து 
்‌்‌ ச்‌ 
8 


ச்‌ 


8 


படம்‌ 17 


தனிச்‌ ஈறப்புத்‌ £ர்வுகள்‌: 82 


ஒன்றையொன்று தொடாது 44, 88” என்னும்‌ அயல்‌ ஒழுக்குக்களிற்‌ 
இடக்கும்‌ அயற்‌ புள்ளிச்‌ சோடுகளில்‌ வெட்டும்‌ வட்டங்களைப்‌ படம்‌ 17 
காட்டும்‌. தொடுகையாகும்‌ எல்லை வகையில்‌ இவ்வீர்‌ ஒழுக்குக்களும்‌ 
பரிசவொழுக்கு 7727” ஒடு பொருந்தும்‌. ஆகவே ற- .பிரித்துக்காட்டியானது 
பரிசவொழுக்முச்‌ சமன்பாட்டை இரு படியிற்‌: கொள்ளுமென்பது எதிர்‌ 
பார்க்கப்படலாம்‌. 

படம்‌ 16 இல்‌ புள்ளி 2 யில்‌ பரிசவொழுக்கது இசை இரு வட்டங்‌ 
களினது திசையல்லவென்பது கண்கூடு. ஆயின்‌ வ்ட்டங்களாலே திருத்தி 
யாக்கப்படம்‌ ஐ, 3, ற என்பன பற்றிய தொடர்பு 2 இல்‌, அவையே 
ஈ, 9 உம்‌ வேறு ற உம்‌ உள்ள பரிசவொழுக்காலே திருத்தியாக்கப்படாது. 
பொதுவாக, பரிசவொழுக்கு வகையமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டினது தீர்வைத்‌ தராது. 


62. மையக்கோடு 0௦ ஆயின்‌ ஈற்‌ அப்‌ பிரிவிலுள்ள வட்டங்கள்‌ 
(ஐ-1-0)5-0ந5-74 என்ப தாலே குறிக்கப்படும்‌. / 


இது ஐ-ட௦- 4/7“ - 99; 
அல்லது 1 32/70“ - 9. 
அதாவது தற? 3-0. 


இதன்‌ ஐ. பிரித்துக்காட்டி $£(”-77)--0 ஆகும்‌. 

(எஇர்பார்க்கப்படுவது போல்‌ இரு படியில்‌ நிகழும்‌) 9-0 என்னுங்‌ 
கோடு பரிசவொழுக்காகும்‌, 8-7 என்பன படம்‌ 16 இன்‌ 88, 447 
என்னும்‌ சூழிகளாகும்‌ ; 

ஐ௭0 எனத்‌ தரும்‌ ந 7 என்பன வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ 
தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வுகள்‌ ; ஆனால்‌ 9-0 என்பது அதனைத்‌ இருத்தி 
யாக்காது. 

63. கூர்‌-ஒழுக்கு. ற இற்குச்‌ சம மூலங்கள்‌ தரும்‌ தொடுகை இரு 
வேறு வேறான வளையிகளுக்குப்‌ பதிலாக ஒரே வளையியின்‌ இரு தளைகள்‌ 
பற்றியதாகலாம்‌, அதாவது 2 - பிரித்துக்காட்டி ஒரு கூரில்‌ மறையும்‌. 


௦. 


படம்‌ 18 


84 வகையீட்டும்‌ சமன்பாடுகள்‌ 

படம்‌ 18 இற்‌ காட்டப்படுவது போல்‌, கூர்‌-ஒழுக்கனது திசை பொதுவாக 
2 என்னும்‌ யாதுமொரு புள்ளியில்‌ கூரினது தொடலித்‌ 8 
தஒன்றுபடாது ; ஆயின்‌ கூர்‌ - ஒழுக்கு வகையீ டூச்‌ சமன்பாட்டினது ர்வு ஆகாது. 
௦ - பிரித்துக்‌ காட்டியிலுள்ளது போல்‌ ற -- பிரி த்துக்காட்டியிலும்‌ கூர்‌-ஒழுக்‌ 
குச்‌ சமன்பாடு முப்படியிலே தோன்றுமா என வினவுதல்‌ இயற்கையாகும்‌. 
இதனைக்‌ இர்த்தற்கு, வளையிகள்‌ மிகத்‌ தட்டையான கணுக்கள்‌ கொள்ளு 
மிடத்து இரு ற கள்‌ முற்றாகச்‌ சமமாகாது எறக்குறையச்‌ சமமாகும்‌ 
புள்ளிகளினது ஒழுக்கைப்‌ பற்றிக்‌ கருதுக. இது படம்‌ 19 இன்‌ 241” என்‌ 
னும்‌ ஒழுக்கு. 


18 


படம்‌ 19' 


எல்லையில்‌, கணுக்கள்‌ கூர்களாகச்‌ சுருங்குமிடத்து, கூர்‌. ஒழுக்கைப்‌ பெறு 
வோம்‌ ;இவ்வகையில்‌ இரண்டு அல்லது இரண்டின்‌ மேற்பட்ட ஒழுக்குக்கள்‌ 
ஒன்றாதல்‌ இன்றியமையாததால்‌ ற-- பிரித்துக்காட்டி கூர்‌-ஒழுக்கன்‌ சமன்‌ 
பாட்டை முதல்‌ வலுவிலேயே கொள்ளும்‌ என எதிர்பார்ப்போம்‌. 
64. முடிபுகளின்‌ பொழிப்பு ப 
ஆகவே ஐ-- பிரித்துக்காட்டி 
0) சூழி 
(1) வர்கீகத்த பரிசவொழுக்கு 
(14) கூர்‌- ஒழுக்கு 
ஆகியவற்றையும்‌ 6- பிரித்துக்காட்டி 
(1) சூழி 
(4) வர்க்த்த கணு-ஒழுக்கு 
(14) முப்படியிலுள்ள கூர்‌-ஒழுக்கு 
ப ஆகியவற்றையும்‌ கொள்ளுமென எதிர்பார்க்கப்படலாம்‌. ப 
இவற்றுள்‌ சூழி மட்டுமே வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டினது இர்வு. 
65. உதாரணங்கள்‌ 
உம்‌ ௫ 2(2-395-4(1-ஐ. 
மே _-. 
தனை ள்‌ 
்‌ ஷ்‌ மற 
என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதிக்கொண்டு முற்றிய மூலியை 


-௦)4-)7(1-) 


தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வுகள்‌ 85 


என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ எளிதிற்‌ காண்போம்‌. 6- பிரித்துக்காட்டியும்‌ 
ற - பிரித்துக்காட்டியும்‌ முறையே 98(1-)-0, (2- 9951-90 என்‌ 
பன. 

இரண்டிலும்‌ முதற்படியில்‌-நிகமும்‌ 1 - 0 என்பது சூழியைத்‌ தரும்‌ ; 
௦- பிரித்துக்காட்டியில்‌ வர்க்கத்து நிகழ்வதும்‌ ற- பிரித்‌ துக்காட்டியில்‌ 
நிகழாததுமான 9-0 என்பது கணு-ஒழுக்கத்தைத்‌ தரும்‌ ; ஐ - பிரித்துக்‌ 
காட்டியில்‌ வர்க்கத்து நிகழ்வதும்‌ 6- பிரித்துக்காட்டியில்‌ நிகழாததுமான 
2. 34/--0 என்பது பரிசவொழுக்கத்தைத்‌ தரும்‌. 

இம்மூன்று ஒழுக்குக்களுள்‌ சூழிச்‌ சமன்பாடு மட்டுமே வகைமீட்டுச்‌ 
சமன்பாட்டைத்‌ இருத்தியாக்குமென்பது எளிதில்‌ சரிபிழை பார்க்கப்பட 
லாம்‌. 







பட்ட ட வச ஒழுக்கு 


பகர்‌ 


ஷி ர்‌ 





படம்‌ 20 


உம்‌ (ற ஐ£-9£--2௦2-ட203- 1-0 என்னும்‌ வட்டக்‌ குடும்பத்தை எடுக்க. 
(அத்தியாயம்‌ 1] இன்‌ முறைகளால்‌) 6யை நீக்கலால்‌ 3352-33௮2 
22-88 1-0 என்னும்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைப்‌ பெறுவோம்‌. 
௦-.பிரித்துக்காட்டியும்‌ ஐ - பிரித்துக்காட்டியும்‌ முறையே 
ஜீ_9(க£-9£-1)--0 , வீ ந(* ந -1)-0 
அல்லது ஐ ஜீ-2-0 , (262-392 9)-0 
என்பன. ஐ 97-9-0 என்பது இரு பிரித்துக்காட்டிகளிலும்‌ முதற்‌ 
படியில்‌ நிகழ்வதால்‌ அது சூழிமை-க்‌ தரும்‌, 9--0 என்பது 6- பிரித்துக்‌ 


80 


வகையீட்டூ* சமண்பாடுக ஈ£ 


காட்டியில்‌ நிகழாது ஐ பிரித்துக்காட்டியில்‌ வர்க்கித்து நிகழ்தலால்‌ அது 
பரிசவொழுக்கத்தைத்‌ தரும்‌. தொடக்கச்‌ சமன்பாட்டால்‌ தரப்படும்‌ வட்டம்‌ 
ஆனது குழியை ப 

[-9,-5/(1- 28)) என்னும்‌ புள்ளிகளில்‌ தொடும்‌ ; 6 ஆனது எண்‌ 
முறையில்‌ 15/2 இலும்‌ 'பெரிதாயின்‌ இவை கற்பனையாகும்‌. 





படம்‌ 21 
ஒர்த்தற்கான பயிற்ிகள்‌ 


பின்வரும்‌ பயிற்சிகளில்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடு தரப்படின்‌ முற்றிய மூலியைக்‌ காண்க, 
அல்லது முற்றிய மூலி தரப்படின்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைக்‌ காண்க. 


தனிச்சிறப்புத்‌ 
தீர்வுகள்‌ (எவையேனுமிருப்பின்‌) காண்க. வரைபுகளை வரைக. 
(1) 26-1)0-9) 8-(௨8-032)5-0, (0) 4௪ஐ$- (சே 180, 
(3) 37₹- ஊைற- 3-0. (க) கேறர- முற 2-0. 
() ஐ.) 2றலீ - 430. (6) ஐ£- 4ஜமற- 834 0. 
(2) ஐ - ளோ-ட்ரி கோசை4 0. 


(8) ௦3-- 20 ஜூ 1-0, 


() 66-19) 24-10. (10, ஐ3-£-ட ௨-௦ 1-0. 


66, க&ளெரோவின்‌ வ டிவம்‌ 


௩ [7 ட 
ச அகட என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டை எடுத்துச்‌ சிந்தித்து இவ்வத்தியாயத்‌ 
தைத்‌ தொடங்கியுள்ளோம்‌. இது - 


தண்‌ அரா 06] நரகை ைைகைககைது க டகலயப்ப 


தனி, ஈறப்புத்‌ இர்வுகன்‌ 87 


என்னுு்‌ இளெரோவின்‌ வடிவ த்‌ தினது ஒரு குறிப்பிட்ட வகையாகும்‌. 
இதனைத்‌ தீர்த்தற்கு ௧ ஐக்‌ குறித்து வகையிடுக, ப ப 


ம்‌ 
றற (கடர) 7) 


724) 
கடி ரர அடர அடர்‌ எடு கட ன்க க்‌ 
- அல்லது 0-1 ரீ(ஐ). ... 4-2 வ லலலவ வடடல உவ வவட [2 


(1), (2) என்பவற்றைப்‌ பயன்படுத்தி முற்றிய மூலியாகய 
நு-ஜே-(ர(0). 4... 22 292 லவலவவட் க உவ உலகக (4) 
என்னும்‌ நேர்கோட்டுக்‌ குடும்பத்தைப்‌ பெ வோம்‌. 

(1), (8) ஆ௫ூயவற்றிலிருந்து ற யை நீக்குவோமாயின்‌ ற - பிரித்துக்‌ 
காட்டியைப்‌ பெறுவோம்‌. ்‌ ப 

௦ - பிரித்துக்காட்டியைக்‌ காண்பதற்கு 6 யை (4) இலிருந்தும்‌ (4) ஐ 
5 யைக்‌ குறித்துப்‌ பகுதியாய்‌ வகையிடலாற்‌ இபெறப்படும்‌ முடிபிலிருந்தும்‌ 

அதாவது 0 ச்டு பவி த்தால்‌ ன பல வத்ஹட (5) 
என்பதிலிருந்தும்‌, நீக்குவோம்‌. 

(4), (6) என்னுஞ்‌ சமன்பாடுகள்‌ (1), (8) என்பவற்றிலிருந்து வேறாதல்‌ 
ஐ. இற்குப்‌ பதிலாக ௦ இருத்தலாலேயாம்‌. ஆகவே தநீக்குறுகள்‌ ஒன்றே 
யாகும்‌. ஆயின்‌ இரு பிரித்துக்காட்டிகளும்‌ சூழியைக்‌ குறித்தல்‌ வேணடும்‌. 
[ஆனால்‌ இலவகைகவில்‌ பிரித்துக்காட்டிகள்‌ சூழியை மட்டுமல்ல அதன்‌ 
விபத்தித்‌ தொடலிகளையும்‌ குறிக்கும்‌ (பிரிவு 161).] 

ஒரு நேர்கோட்டுக்‌ குடும்பத்திற்கு கணு-ஒழுக்கோ கூர்‌-ஒழுக்கோ பரிச 
வொழுக்கோ இருத்தல்‌ முடியாது என்பது கண்கூடு, 

(4) என்னுஞ்‌ சமன்பாடு தரம்‌ பிரதானமான முடிபு 

இனெரோவின்‌ வடிவங்‌ கொண்ட வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ முற்றிய மூலிமானது 
இற்குப்‌ பதிலாக 6 எழுதுதலால்‌ உடனடியாக எழுதப்படலாமெண்பதே. 

67. உதாரணம்‌ 

0 என்பது உற்பத்தியாக, ஒரு வளையியின்‌ மீதுள்ள யாதுமொரு 
புள்ளியில்‌ தொடலியானது 2- அச்சோடு ம்‌ என்னுஞ்‌ சாய்வு கொண்டு 
அவ்வச்சை 11 இல்‌ வெட்டுமாயின்‌ 02' ஆனது தான்‌ ழ்‌ யைப்‌ போல்‌ 
மாறுமிடத்து அவ்வகை வளையியைக்‌ காண்க. 


88. - வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 





௦ 0 5 


7 படம்‌ 22 


படத்திலிருநது, 02-07 - 778 
எத ுகோதாம்‌ 


ஆகவே ஐ- ற, 


ுுூ 


அதாவது நூ-றஐ- நற, 


இது கிளெரோவின்‌ வடிவம்‌ ; ஆமின்‌ முற்றிய மூலி 4-0 - 608 ஆக 
தனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வு ௨£- 4294-0 என்னும்‌ இதன்‌ பிரித்துக்காட்டியாகும்‌. 


வேண்டிய வளையி இத்தனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வாற்‌ குறிக்கப்படும்‌ பரவளைவு. 
முற்றிய மூலி இப்பரவளைவுக்குத்‌ தொடலிமுறைமிலுள்ள நேர்கோட்டுக்‌ 
குடும்பத்தைக்‌ குறிக்கும்‌. க 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 

பினவரும்‌ வகையீட்டூச சமனபாடுகளின முற்றிய மூலியையும தனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வுகளையும்‌ 
காணக. (1), (2), (8, ), (8, (8) எனனும்‌ பயிற்கிகளில வரைபுகளை வரைக, 

(1) ஐதர்‌. (2) 9-2, 

(3) $-ற௰-டகோசை ஐ. (த) நு-றாஃஆக/(வ£ற£ 405). 


(5) ஐ௭மட (றம. (6) சைன றக கோசை $/--கோசை றற சைன்‌ 4-2. 


(7) தொடலி ஆள்கூற்றசசுக்களோடு 484 எனனும்‌ மாறிலிப்‌ பரட்பளவு 
கோணி ஆககுமாறுளள வளையியின வகையீடடச சமனபாடு காண்க ; 
வளையியின சமனபாட்டைத்‌ தொகையீட்டு வடிவகதுற்‌ காணக. 


கொணட மூக 
அது துணைகொண்டு 


(8) தொடவியானது அசசுக்களிலிருந்து தமது கூட்டுததொகை மாறிலியாகும்‌ வெட்டூத 
தணடுகளை வெட்டுமாறுளள வளையி காணக, 


(9) அசசுககளுக்கிடையே வெட்டப்படும்‌ தொடலிப்பாகம்‌ மாறா நீளமாகுமாறுள்ள வளையி 
காண்க. 


பலவினப்‌ பயி _இகள்‌ 80 


அத்இயாயம்‌ 11 இல்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 
சாத்தியமாகுமிடத்து தீர்வை ஒரு வரைபால்‌ எடுத்துக காட்டுக, 

(1 ஐ.) றற 33 இற்குத்‌ தனிசசிறப்புத்‌ தாவுகள்‌ பற்றிப்‌ பரிசோதிக்க. 

2 ௩-5, 73 எனனும்‌ பிரதிமீட்டால்‌ ஐற₹- (3-3 1) ஐ--0 என்பதை 
நிளெரசோவின வடிவத்திறகு ஒடககுக. . ்‌ 

அது துணைகொணடூ இச்சமன்பாடு ஒரு சதுரத்‌ இதனது நாலுபக்கங்களையும்‌ தொடும்‌ கூம்புவளை 
வுக்‌ குடும்பத்தைக்‌ குறிக்குமெனக காட்டுக. 

(3) ஜஊூற3-ட(ஐ5-7-%5) ஐ--0 எனபது (ட %, 0) இல்‌ குவியங்கள்‌ கொண்டு இக்கு 
.லியங்களை முடிவிலி வட்டப்‌ புள்ளிகளுக்குத்‌ தொடுக்கும்‌ நாலு கற்பனைக்‌ கோடுகளையுந்‌ தொடும்‌ 
பொதுக்‌ குவியக்‌ கூம்புவளைவுக குடும்பத்தைக்‌ குறிககுமெனக்‌ சாட்டுக. 

(2௨-௧௯-6*, ௧௧-67 என்னும்‌ பிரதியீடு இளெ?ோலின்‌ வடிவத்திலுள்்‌௯, யாது 
மொரு வகையீட்டுச்‌ சமனபாட்டை இளெரோவின வடிவத்திலுள்ள வேறொரு சமன்பாட்டுக்கு 
மாற்றுமெனபதைக்‌ கேத்திரகணித நியாய முறையாகவோ வேறு மாதிரியாகவோ காட்டுக. 

(5) 8 (1225-9) என்பதன முற்றிய மூலி (2-௦, 396 எனவும்‌ ஐ - பிரித்துக்‌ 
காட்டி 32 (023 - 49/5) 0 எனவும்‌, 6 - பிரித்துக்காட்டி 3* (92 - குர) -0 எனவும்‌ காடடூக. 

இப்‌ பிரித்‌ துககாட்டிகளை விளககிக்‌ காட்டுக. 


(6) ப ஆக ஐூற3- ற (௨--9)--9£--0 என்னும்‌ வசையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டை 8-9, 


1--ஆு எனனும்‌ பிரஇியீட்டால்‌ களெமோவின்‌ வடிவத்திற்கு ஒடுக்குக. 

அது துணைசொணடு, அல்லது வேறுமாதிரி, இச்‌ சமனபாட்டைத்‌ இர்கக. 

4--42--0 என்பது ஒரு தனிச சிறப்புத்‌ தீர்வு என்பதை நிறுவுக ; 34-௩0 என்பத சூழியின்‌ 
ஒரு பாகமும்‌ தரு சாதாரண இர்லின்‌ ஒரு பாகமும்‌ எனபதையும நிறுவுக. 


8 
(2) தக்க பிரதியீடுகளால்‌ இளெரோலின்‌ வடிவத்திற்கு உருமாற்றப்படக்கூடிய 3” (4 ௮ 2) 


த கத்தை ஸ்‌ 
ற (2) என்பதைத்‌ தீர்‌&க. 
(8) பினவரும்‌ வகையீட்டுச்‌ சமனபாடுகளைத்‌ தொகையிடுக : 
(0 3(ஐ-௮)5-(ஐ-2%. 
(3 (142) -றாற- 1-0. 
(4) இல்‌ தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வைக காண்க : உள்ள எவையேனுங்‌ காரணிகளின்‌ பொருள்‌ 
விளக்குக. 
ு ஓ 20க$ர-௦* (ஐூ-ஐ5)--0 என்னுங்‌ குடும்பத்தின்‌ வளையிகள்‌ யாவும்‌ ௨ அச்சைத்‌ 
தொட்டுக்‌ கொண்டு உறபத்தியில கூர்‌ உடையனவெனக காட்டுக. 
௦ ஐ நீக்கலால்‌ இககுடும்பத்தின வகையீட்டு? சமன்பாட்டை 
4ற்‌ (௨-1) - கற (4௨ - 3) - (16-09) 9/84-0 


என்னும்‌ வடிவத்திற்‌ பெறுக. ப 
இரு பிரித்துக்காட்டிகளும்‌ ஐூழ£--0 என்னும்‌ வடிவம்‌ எடுக்குமெனக்‌ காட்டுக ; ஆனால்‌ 

2-0 ஆனது ஒரு இர்வு ஆகாது, $--0 ஆனது ஒர குறிப்பிட்ட தொகையீடாகும்‌. 

* [ இவவுதாரணம்‌ காட்டுவது ஓழு நிலையான புளளியில்‌ கூர்‌ கொண்ட வளையிக்‌ குரும்பதீ 

இற்கு எமது அறிமுறை இரிவு இல்லாது பிரயோூக்கப்பட முடியாது என்பதே.] 


00 ப  வ்லல்பிட்டுள்‌ எமன்பா்ந்கள்‌ 


அட 
(10) சகது) ௫4 என்பதன்‌ முற்றிய மூலி 7 எண்ணும்‌ வட்டத்தில்‌ உள 


/மையப்பட்ட 7-௨ கோசை2 (0-௦) என்னும்‌ பேணூலீயின்‌ சமஞாணிகள்‌ கொண்ட 
குடும்பத்தைக்‌ குறிக்குமெனக்‌ காட்டுக; இவவட்டப்‌ புள்ளி 0 என்பது கணு - ஒழுக்கு 
ஆகுமாறுள்ள தனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வு. 


மூ ( ள்‌ 44 -9௧௮0 வின்‌ முற்றிய மூலிஃயயுந்‌ தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வையும்‌ பெற்று 


அவற்றை விளக்கக்‌ காட்டுக. 


பி 
(12 ௪ 9 ன்‌ ம) என்பதன்‌ முற்றிய மூலி ௦0-௦7 எனவும்‌ தனிச்சிறப்பு ச்‌ 


இரவு 4௪-03 எனவும்‌ காட்டுக. 
்‌ தனிச்‌ றறெப்புத்‌ இர்வு மாற்றிய மூலியை (65, 2௦) என்னும்‌ புள்ளியில்‌ கோடுமென்பதையும்‌ 


அல்கு பொதுததொடலி ஆரைக்காவியோடு தான்‌- 1௦ என்னுங்‌ கோணம்‌ பூக்முமென்பதையும்‌ 
சரி பார்க்க... 


அத்தியாயம்‌ */11 


இரண்டாம்‌ வரிசையிலும்‌ உயர்‌ வரிசையிலுமுள்ள 
சமன்பாடுகளுக்கு பலவின முறைகள்‌ 


68. இவ்வத்தியாயத்தில்‌ இரண்டாம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடுகளை முதலாம்‌ 
வரிசைச்‌ சமன்பாடுகளுக்கு ஒடுக்குதலையே முக்கியமாய்க்‌ கருதுவோம்‌. 
சமன்பாடு 1) ஏ ஐ வெளியீடாகக்‌ கொள்ளாலிடின்‌ அல்லது (4) 2 ஐ 
வெளிடீடோகம்‌ கொள்ளாவிடின்‌ அல்லது (14) எகவினமாயின்‌, வரிசை 
என்றும்‌ இவ்வாறு ஒடுக்கப்படலாமெனக்‌ காட்டுவோம்‌. 

இயக்கவியலில்‌ முக்கியமாகும்‌ ஒரு விசேட சமன்பாட்டு வடிவத்தை, 
தொகையீட்டுக்‌ காரணியை: பயன்படுத்தி ஒடுக்‌£ப்‌ பெறலாம்‌. 

இவ்வத்தியாயத்தின்‌ மீதியில்‌ எகபரிமாணச்‌ சமன்பாடு எடுத்துச்‌ சிந்‌ 
இக்கப்படும்‌ ; அத்தியாயம்‌ 11] இல்‌ முற்றாகப்‌ பரிகரிக்கப்பட்டூுள்ள மாரறுக்‌ 
குணகங்கள்‌ கொண்ட எளிய வகை தலிர்க்கப்படூம்‌. இரண்டாம்‌ வரிசை 
எகபரிமாணச்‌ சமன்பாட்டில்‌ (1) செயலி காரணிப்படூத்‌ தப்படுமாயின்‌, 
அல்லது (4) நிரப்பு சார்புக்குரிய மாதுமொரு தொகையீடு தெரியப்படு 
மாயின்‌, அது மூதலாம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாட்டுக்கு ஒடுக்கப்படலாமெனக்‌ 
காணப்படும்‌. 

மூற்றிய நிரப்பு சார்பு தெரியப்படுமாயின்‌ * பரமானங்களின்‌ மாறல்‌ * என்‌ 
னும்‌ மூறையால்‌ சமன்பாடு தீர்க்கப்படலாம்‌. (லரோாஞ்சியாலாய) இந்த 
அழகான முறை எவ்வரிசையிலுமுள்ள எகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகளுக்குப்‌ 
பிரயோகக்கப்படலாம்‌. 

எகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகளைக்‌ குறித்துச்‌ செப்பமான சமன்பாடுகள்‌ பற்‌ 
றிய நிபந்தனை, செவ்வன்‌ வடிவம்‌, சமவனிமை பற்றிய மாற்றமிலி 
நிபந்தனை, சவாசியன்‌ பெறுதி என்பன போன்ற கூடுதலான அறிவு 
இவ்வத்தியாய மூடிவில்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகளுள்‌ பிரசின வடிவில்‌ காணப்‌ 
படும்‌. மாணாக்கன்‌ தானாகயே செய்தற்குப்‌ போதிய குறிப்புகளுமுண்டு. 

2 என்பது பற்றிய வகையிடல்களைக்‌ குறிப்பதற்குப்‌ பிறகுறிகளை 
வழங்குவோம்‌, உதாரணமாக, ல்‌ என்பதற்கு $) என்பதை ) ஆனால்‌ 

ாஈராமாறி ௨ இல்லாத வேறு யாதுமாயின்‌ வகையமீட்டுக்‌ குணகங்கள்‌ 

ஈற்றாக எழுதப்படும்‌. ்‌ 

69. ர தோன்றாது. இரண்டாம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாட்டில்‌ 3 வெள்ீப்‌ 

டையாய்‌ இராதாயின்‌, 9, இற்குப்‌ பதிலாக ற யையும்‌ 3, இற்குப்‌ பதிலாக 

ப 

ஐயும்‌ எழுதுக. 
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92 : வகையீ .டூ*்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
ஆயின்‌ 4 ற, உ என்பவற்றையே கொள்ளும்‌ ஒரு முதல்‌ வரிசைச்‌ 
சமன்பாட்டைப்‌ பெறுவோம்‌. 


உதாரணமாக, ௨9-42 என்ப த்‌ எழுதுக. 


இது சட ஐக்‌ என உருமாறும்‌ ; உடனடியாகத்‌ தொகையிட, 


ற 94 1-௨, 
(2 
அதாவது - றை. 


மீண்டும்‌ தொகையிட, தக ட ஐ-5: இங்கு ௪, 8 ட 
மாறிலிகள்‌. 
9 யை வெளிப்படையாகக்‌ கொள்ளாத % ஆம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாட்டை 


(௩-1) ஆம்‌ வரிசைச்‌ சமன்டாட்டுக்கு ஒடுக்குதற்கு இம்முறை வழங்கப்‌ 
படலாம்‌. 


70. % தோன்றாது. தோன்றா எழுத்து 2 ஆயின்‌, இன்னும்‌ 
றே 
இற்கும்‌ பதிலாக ஐ யை எழுதலாம்‌, ஆனால்‌ %, இற்கும்‌ பதிலாக ஐயை 


ன்‌ ட. மீற மீம்ற மே 
தத்வம்‌ 7 ஏனெனின்‌ ற ன ர்‌ “கே -$, இச்செய்‌ முறை ஐ இல்‌ 
லாத இரண்டாம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாட்டை ற, ஏ என்னும்‌ மாறிகளையுடைய 
மூதலாம்‌ வரிசையிலுள்ள சமன்பாட்டுக்கு ஒடுக்கும்‌. 


உதாரணமாக, 993/4 ' என்பது 
ற ல்‌ 
, 2 2” என்பதற்கு உருமாறும்‌ ; 

இதனிலிருந்து மாணாக்கன்‌ ற-ழ$, 8-௦ என எளிதிற்‌ பெறலாம்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. ப 

(1) நூ கோசைர* 2-1. (2) மட நம -$ட (3) 1-3 

(4) நூரு மும்‌ 3. எனபதை முன்னுள்ள பயிற்சிக்கு ஒடுக்கி, ௮து துணைகொண்டு 
இதனைத தீர்கக. 

(5) 20 ட்‌ 122. 

(1-8 


(3) தல்‌ த யைத தொகையிட்டூக கேத்‌ இரகணித மூறைமில்‌ விளக்கிக்‌ காட்டுக. 
்‌ 


(8) ஒரு குறித்த வளைமிமின்‌ வளைவாரை வளையிமிற்கும்‌ ஐ .- அச்சுக்கும்‌ இடையேயுள்ள செவ்‌ 


வன்‌ நீளத்திறகுச்‌ சமனாகும்‌. அது ௨ அச்சுக்குக குலிவு அல்லது குழிவு ஆதற்கேற்ப அது 
ஒரு சங்கிலியம அலலது வட்டமாகுமென்பதை நிறுவுக. 


(6) 34௩- 20௩ - டா சீ. 


(9) 4 என்னும்‌ நிலையான புளளியிலிருந்து 1 என்னும்‌ மாறும்‌ புள்ளிக்கு அளக்கப்படும்‌ 
தனது வலில தீளம்‌ 2 மிலுளள தொடலிககும்‌ உ அச்சுக்குமிடையேயுள்ள கோணததினது 


தான்சனுக்கு விதசமமாகுமாறு உளள வளையியின்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டு 
அ.தசை 2 £ர்கக, 


இரண்டாம்‌ வரிசையிலும்‌ உயர்‌ வரிசையிலு முள்ள சமன்பாடூகள்‌ 99 


71. ஏகவினச்‌ சமன்பாடுகள்‌. ஐ, 4 என்பன பரிமாணம்‌ 1 எனக்‌ 
.. கருதப்படுமாயின்‌ ப 

4, ஆனது பரிமாணம்‌ 0, 

3) ஆனது பரிமாணம்‌ - 1, 

3, ஆனது பரிமாணம்‌ - 2, 
வேறும்‌ இவ்வாறே. 

எகலினச்‌ சமன்பாடு என்பது எல்லா உறுப்புகளுக்கும்‌ ஒரே பரிமாண 

மாகும்‌ சமன்பாடு என வரைவிலக்கணம்‌ கூ றுவோம்‌. அத்தியாயம்‌ 11 
இல்‌ முதல்‌ வரிசையிலும்‌ முதற்‌ படியிலுமுள்ள ஏகவினச்‌ சமன்பாட்டை 
யும்‌, அத்தியாயம்‌ 111 இல்‌ (4, 5, ......- 27, 82 என்பன மாறிலி 
களாக) 
ஜீழ 1 கறி 1 டாமி? “தகா ட ப--0 
என்னும்‌ ஏகவினமான எஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாட்டையும்‌ எடுத்தாண்டுள்‌ 
ளோம்‌ ; பின்னதான வகையில்‌ 8-6 அல்லது /-மட௰ எனப்‌ பிரதி 
_ மிட்டுள்ளோம்‌. 


இதே பிரதியீட்டை 


238/2 -- 28/2 -- 999/7 படல ஒட்டல்‌ 1௪ பகு ந ட ட டக ட்ட ம்‌” (1) 
என்னும்‌ ஏகவினச்‌ சமன்பாட்டிற்‌ செய்வோமாக. 
ரர மீ 18] 


91772 80 ஐ 00 
ரு 1 மசிய 


 ண்ககாயவாை வெலக்கி ன வரவாக தவை. அமைவஷவது. அனானாயானான்‌. 


92 ர... நூற்‌ ' ஐ 


1 மீ 1 மீம£ர 
“22220 42 
1 ரீ 1 வீரு 
“ஜல ல்‌ 


(1) இற்‌ பிரதியிட்டுக்‌ கொண்டு ௨ ஆற்‌ பெருக்க, 


0 பூ இல்‌ ம்‌ 
(0 ்‌ ன்‌) ள்‌ ரி 9/2 
051] 3] 0// 
அதாவது 97 ம. என்றா 
இது 4 தோன்றாத சமன்பாடு, ஈற்றுப்‌ 
சமன்பாடுகள்‌ போன்றது. 
ன்‌ எனப்‌ பிரதியிட்டு, மாணாக்கன்‌ 
ஏர--27--0) என்பதை எளிதிற்‌ பெறலாம்‌ ; இது தருவது 


--௦--1 மட (5-9. 


பிரிவில்‌ ௨ தோன்றாத 


9$ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாகள்‌ 


எனவே 3-5 4079 ர24, 64 இற்குப்‌ பதிலாக ௨ என்னும்‌ , வேறோர்‌ 
எதேச்சை மாறிலியை எழுதுக. 
72. பிரிவு 71 இன்‌ உதாரணத்தில்‌. னது. 372 டும்‌ 2 ஐ 3. ஒடும்‌ 


சேர்த்தபின்‌ மேலதிகமாக ௨ கள்‌ விடப்படாதமையால்‌ அது எளிதிற்‌ 
செய்யப்பட்டுள்ளது. 


உண்மையில்‌ அது 
(2592) -- (ஹப 993 
என எழுதப்படலாம்‌.. ஆனால்‌ 
(55-35) - ஆப - உ - டட கரவ பப கலக கர்வன்ர (2) 
என்பதை அவ்வாறு எழுதுதல்‌ முடியாது. ஈற்று ' உதாரணத்திலுள்ளது 
போன்ற வடிவத்திற்கு இதனை ஒடுக்குதற்கு அத்தியாயம்‌ 11 இல்‌ பயன்‌ 
படுத்திய $--9௨ என்னும்‌ பிரதியீட்டை உபயோகிக்க. 
(5) தருவது (25-85) (ஐ- உ - 92) . ஜர(ஊட-ட 2.) ௩0, 
அதாவது - (1/-9)--௦“(2ட -- 0) 
இது த (1 அத] 290. ப மம்லய்ல வல்லது தக்‌ தல்ல பத்‌ வணயல்களல்‌ எ (௮) 
என எழுதப்படலாம்‌. 
இனி முன்போலச்‌ செய்வோம்‌ ; 4-௨ 
ம்‌, 059 88 


ஆயின்‌, 201 ட ல ரது ச 


மச ம 9 
(9) இருவது 9 (2 டா 1, வ்‌ [1 2 9”) 7 3 


839 ம 
அதாவது ஸதா கலன்‌ யததக்தகதததக்க்கது படக்க க்க வகி க (4); 


8 ர்‌ 
இத 4 தோன்றாத சமன்பாடு. முன்போல்‌ ன்‌ பம்‌ ர 3 


(ர 
4) தருவது ர "ர, 
(4) ட 9 


ந ச . 
அல்லது 2 லே எனத்‌ தரும்‌ 7-0 என்பது உண்மையாகாவிடின்‌) ; 


6 -29--ம“மட(-௰) 1-0, 


இறுதியில்‌ மட-ஈ$/2--ஈ£ மட 4-0௧௯)- ம மடத-(ம்‌, 


இரண்டாம்‌ வரிசையிலும்‌ உமர்‌ வரிசையிலுமுள்ள சமன்பாடுகள்‌ 95 


73. ஈற்றுப்‌ பிரிவிலுள்ளதுபோற்‌ செய்தலால்‌ இரண்டாம்‌ வரிசையி 
லுள்ள எகவினச்‌ சமன்பாடு எதனையும்‌ ஒடுக்கலாம்‌. அத்தகைச்‌ சமன்பாடு 


யாதும்‌: 
37 ॥ 
ர * ச 0 
1? 9/1 4) 


என்னும்‌ வடிவத்திலிடப்படலாம்‌. ்‌ 
உதாரணமாக, மிரிவு 71 இன்‌ சமன்பாடு ௨ ஆல்‌ வகுக்கப்படுமிடத்து 


தருவது 
ப்‌ 
ள்‌ 20 டத்‌ (3) 9 


பிரிவ 72 இன்‌ சமன்பாடு ஐ£ ஆல்‌ வகுக்கப்படுமிடத்து தருவது 
ன்‌ “ஷீ கு 


? 2 
(0-௫: 


ஏற, ௨-8 என்னும்‌ பிரதியீடுகள்‌ ரீ பசக) 0. 
என்பதை ரீ9, ௯) 1-௪, ஐஜி) -0 இற்கும்‌ 


டர்‌ தக உப்‌ த ர ட்‌ 
பின்னர்‌ (௬ ரட்ட நா - ர 0 இற்கும்‌ உருமாற்றும்‌. 
'இது 4 தோன்றாத சமன்பாடு ஆதலால்‌ முதல்‌ வரிசைக்கு ஒடுக்கத்தகும்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 
தர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 

(0) ழூ -ஏுடாு--0 (2) கய -மரடா 990. 

ம்‌ சரம கமி ப 

(2) மு, | 43 29ப3-- 934) என்பதை 4-2” எனனும்‌ பிரதியீட்டால்‌ எகவினமாக்‌. 
இத்‌ தீர்க. ன்‌ 

74, இயக்கவிசையியலில்‌ நிகழும்‌ ஒரு சமன்பாடு , 

95-79) என்னும்‌ வடிவம்‌ பல முறையும்‌ இயக்கவியலில்‌ நிகழும்‌; 
விசேடமாக ஒரு நிலையான புள்ளிக்குத்‌ திசையும்‌ அப்புள்ளியிலிருந்துள்ள 
தூரத்தையே சார்ந்த பருமனும்‌ கொண்ட விசையினது தாக்கத்தாலாய 
இயக்கப்‌ பிரசினங்களில்‌; 

சமன்பாட்டின்‌ ஒவ்வொரு பக்கத்தையும்‌ 29 ஆற்‌ பெருக்குக. 

23:32 -- 37919 


ள்‌ 0/1 
தொகையிட, ந-2][7( ன்‌ 8௨-- 2[7(4/) 839. 


உண்மையில்‌ இது சக்திச்‌ சமன்பாடு. 


06 வகைய்‌ீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


இம்முறையை (எளிய இசையியக்கச்‌ சமன்பாடு) 


2 
க்‌  - தை என்பதற்குப்‌ பிரயோகிக்க 
மரற டடம 
2 றீ அன்ற கன 2றை ர ட்‌ 


்‌ ஐக்‌ குறித்துத்‌ தொகையிட, 
மி? 
0) ௮ ப றை. மாறிலி - ஐ5(ர5 - ஐ*), என்க. 
ே [717 ம்‌ 1 ட 
ஒர்த்‌ நறு(கீ-2ி' 
1 ்‌ 
ர்‌ ன சைன்‌ “75 -- மாறிலி, 
& 
5-௩ சைன்‌ (--ற/-ட€). 
தர்த்தற்கான பயிற்டுகள்‌ 
(1) ழீ -9,]--1 ஆகுமிடத்து 9-0 எனத்‌ தரப்பட. 
2) 99-24, ௨-௦ ஆகுமிடத்து 9-0, 4-1 எனத்‌ தரப்பட, 
32 3ூ4- ரூ தான்‌, ஐ-0 ஆகுமிடத்து 9-0, 3) 1 எனத்‌ தரப்பட. 
8 ரக 


மே 
2.௨. --, 720 அருமிடத்து2ு த்‌, -- 0 எனக்‌ தரப்பட. 
5 அ ஐகுமிடத்து 4 த்த 


[%- ௨ என்பது புலி மையத்திலிருந்துள்ள தூரம்‌ ஐ ஐப்‌ “போல்‌ நேர்மாறாய்‌ மாறும்‌ 
புலியீரப்பில்‌ வளித்தடையையும்‌ ௮; போன்றவையையும்‌ புறக்கணிக்குமிடத்து ஓய்விலிருந்து 
விழுந்‌ கதூரமாகும்‌.] 

(1) 22 ம8ீ, (1) 2 யம 

டர. ட மழு 2 

என்னும்‌ இருவகைகளில்‌, 20% 4 ௫௮௮ ணத 
ந்‌ 08 டக 

௨2 - அகுமிடத்து 0 - 3 0 எனத்‌ தரப்பட ; பூ, &, ௦ என்பன மாறிலிகள. 
0 


[இவை ஒரு நிலையான புள்ளிக்கு ௪ என்னுந்‌ தூரத்தின்‌ வர்க்கத்தையும்‌ கனத்தையும்‌ 
போல்‌ தோமாரறாய்‌ முறையே மாறும்‌ விசையாற்‌, கவரப்படும்‌ துணிக்கையால்‌ வரையப்படும்‌ 
பாதையைத்‌ தரும்‌. & ஆனது ௪ இன்‌ நிகர்மாற்று, 0 முனைவாள்கூறுகளிற்‌ சாதாரண 
பொருள்‌ கொளளும்‌, ப, அலகு தூரத்தில்‌ ஆர்முடுகல்‌, & பரப்பளவு வேகத்தின்‌ இரு 
மடங்கு.] 

75. செயலியைக்‌ காரணிப்படுத்தல்‌ 
2) - (லே) ம1)௪ 
என்னும்‌ எகபரிமாணச்‌ சமன்பாடு 
1((2--2)253- (௦ --5)2-03)4-- (௪-1 1)௪ 
என எழுதப்படலாம்‌ ; இங்கு 70, அத்தியாயம்‌ 111 இலுள்ளதுபோல்‌ 
ர்‌ 


ஆ ஐக்‌ குறிக்கும்‌. ர 
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“இவ்வுதாரணத்திற்‌ செயலியைக்‌ காரணிப்படுத்தலாம்‌ ; இது தருவது 
((2--2)2-1)ம.-2)4-(ஐ-1)௪. 
(22-94--௦ எனப்‌ பிரதியிடுக. 
ஆயின்‌ ((2--22-1)2-(ஐ-1)௪ீ 
இது முதல்‌ வரிசையிலுள்ள ஓர்‌ எகபரிமாணச்‌ சமன்பாடு. பிரிவு 20 
இலுள்ளது போல்‌ தீர்க்க 
9--0(2-௮2) 8, 

அதாவது (ற - 9)4--௦(2--2)-- 8; வேறோர்‌ ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடாகிய 
இச்சமன்பாடு இறுதியில்‌ தருவது 9/--௧(22-4-5) 2-௪, 8 - 10. 

ஆனால்‌ விசேட வகைகளிலேயே செயலி காரணிப்படுத்தப்படலாம்‌. இக்‌ 
காரணிகள்‌ முறையான வரிசையில்‌ எழுதப்படல்‌ வேண்டுமென்பதைக்‌ 
கவனித்தல்‌ முக்கியமாகும்‌ ; அவற்றைப்‌ பரிவர்த்தித்தல்‌ முடியாது. 
ஏனெனின்‌ இவ்வு.தாரணத்தில்‌ வரிசையைப்‌ புறமாற்றுகையில்‌ 

(ம-_ஓ((2-ஐற - பரி ((6-2)0₹- (௪4-42). 

இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 

(1) (--1)9_-ட (௨-1) - 3-0. (2) ஐர_--(2ஐ- 1) - 9-0. 

(3) ஷூ-ட்(2- 1-2. 

(4) ஷூ (8-1) 2௯-40 ஆகுமிடத்து 8-2, 9,--0 எனத்‌ தரப்பட. 

(5) (2: 1)99_- (4க8- 2-5) (42* - 62 - 5)9/-- 242, ௨-0 ஆகுமிடத்து 9-1, 8 2 
எனத்‌ தரப்பட. ்‌ 

76. நிரப்பு சார்புக்கு உரிய ஒரு தொகையீட தெரியப்படும்‌. 


2, 9, 2 என்பன ௨ இன்‌ சார்புகளாக 


9-2) ரு-0.....22 22 22 லலலல வலவ உ உலக (1) 
என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு 0 தாகையீடூ தெரியப்படுமாயின்‌, 3-௪ என்க, 
3,- 29) 1 ரெ 2 உச ௨௪௬ ஓ” உட ௨௨௨ உட ௨-௪ (௮) 


என்னும்‌ கூடுதலாகப்‌ பொதுவான இரண்டாம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடு 
ஏ--௦2 என்னும்‌ பிரதியீட்டால்‌ முதலாம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாட்டுக்கு 
ஒடுக்கப்படலாம்‌. 
வகையமிட, 31-- 912-[920 
ந 2-1 2921-9. 
ஆகவே : (2) தருவது 
ரச. -22) (ஆ 1 ௨-9) - 2, 


டு 
அதாவது ட்‌ ]-,(22, 222) 28 ய 22 யய வவ்வவ்கக (9, 
கருதுகோளால்‌ ஆ-[ 4721-1 ச-- 0 ஆதலால்‌. 


9$ வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
(3) என்பது 9, இல்‌ முதல்‌ வரிசை எகபரிமாணச்‌ சமன்பாடு. இதே 
மாதிரி ௩ ஆம்‌ வரிசை ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடு ஒன்றின்‌ நிரப்பு சார்புக்கு 


உரிய ஒரு தொகையீடு தெரியப்படுமாயின்‌ அது (௩-1) ஆம்‌ வரிசைச்‌ 
சமன்பாட்டுக்கு ஒடுக்கப்படலாம்‌. 


[ஒர்‌ ஏகபரிமாண வகைமீட்டூச்‌ சமன்பாட்டினது பொதுத்‌ ,இர்வு ஒரு குறிப்பிட்ட தொகை 
யீட்டினதும்‌ நிரப்பு சார்பினதும கூட்டுத்தொகையாகுமென்பதன்‌ நிறுவல்‌ (பிரிவு 29) 
குணகஙகள்‌ மாறிலிகளானாலோ ஐ இன்‌ சார்புகளானாலோா உண்மையாகும்‌.] 
்‌. 977. உதாரணம்‌. 

(2--9%- (22-ட5)9,--3--(-1)சீ........ அதல்‌ (4) 
என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டை மீண்டும்‌ எடுக்க. 
4-8 என்பது சமன்பாட்டின்‌ இடக்கைப்‌ பக்கத்தைப்‌ பூச்சிய 
மாக்குமென்பதைக்‌ கவனிப்போமாமின்‌ 9-6 என இடலாம்‌. ஆயின்‌ 
நு (9,992) ஐ (மடகட-40)21. (4) இற்‌ பிரதியிடத்‌ தருவது 
்‌ (ஐ-ட9)9,2₹-_ (4(ஐ--2) - (2-5) 1௦6”” 
(42-02) - 8825-5) 1-2) -1)8, 


ர்‌ 
அதாவது (௪4274 (2-9) (2--1)௪-“. 


இதனை வழக்கமான முறையில்‌ (தொகையீட்டுக்‌ காரணியைக்‌ கண்டு) தீர்க்க, 
9) 6 -0(6-2,6- 57. 
தொகையிட, உ 62. 30(ஜெ-5)6- 5-0, 
ஆகவே . ரு 92- _ உ 1022-5) --06. 
'இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 


(1) நட்ட ரெ-0 என்பது, 124-090 ஆயின்‌, 4-2 என்பதாலும்‌, 2.00 
ஆயின்‌, $--ஐ என்பதாலும்‌ தரு தியாக்கப்படுமெனக்‌ காட்டுக. 


(2 சூழ ஷு- 62. 

(3) ௨38 - (28-24 ம 2)--27௪. 

(4) நூ 2-1 ர்‌ 292 (2 2)௪4. 

(5) 28_-- நு) - 98/0, 2? என்பது ஒரு தீர்வு எனத்‌ தரப்பட்டது. 

(6) சி (உ கோசைஐ- 2 சைன்‌ 2)-1- க்‌ 2)9/டசைன்‌ ௨- 23 (6 சைன்௨-- கோசை 2) --0, 
37 என்பது ஒரு தீர்வு எனத்‌ தரப்பட்டது. 

78. பரமானங்களின்‌. மாறல்‌ 

நிரப்பு சார்பு தெரியப்படும்‌ ஒர்‌ எகபரிமாணச்‌ சமன்பாட்டின்‌ முற்றிய 


மூலி காண்டற்கு இப்போது ஒர்‌ அழகான, ஆனால்‌ சற்றே செயற்கையான, , 
முறையை விளக்குவோம்‌. 
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இம்முறையை இரு வேறு வேறான வழிகளில்‌ தீர்த்தள்ள உதாரணத்‌ 
இற்குப்‌ பிரயோடித்தலால்‌, அதாவது $9--8 (92-15) -ட௦௦ என்னும்‌ 
நிரப்பு சார்பு உள்ள 

(2-2) - (2-5)9,--29-- (ஐ3-1)ச. ... 2-2 -22௨2 (1) 
என்பதற்குப்‌ பிரயோ௫த தலால்‌, இதனை எடுத்துக்காட்டுவோம்‌. 

4, ம என்பன ௨ இன்‌ சார்புகளாக்‌, ப 

வற க த ப வ்வண்டும (2) 

எனக்‌ கொள்க. இவ்வெடுகோள்‌ பிரிவு 77 இன்‌ 3-௪” என்பது 
போன்றது, ஆனால்‌ கூடுதலாகச்‌ சமச்சீரானது. 

(2) என்பதை வகைமிட, 

9, -(2--5)4,-- 28,2422... ப 22௨2 (ஏ) 
இனி, இதுவரை 4, 2 என்னும்‌ இரு சார்புகள்‌ (அல்லது பரமானங்கள்‌) 
ஓர்‌ ஒன்றிச்‌ சமன்பாட்டாலேயே தொடுக்கப்படும்‌. அவை 

(2ஐ--5)4,-22,-0...... தட்ப தக பற்றத்‌ (4) 
என்னும்‌ வேறொரு சமன்பாட்டையும்‌ திருத்தியாக்குமாறு செய்யலாம்‌. 
ஆயின்‌ (8) என்பது 

4)--24-- 2252 தத வேளான்‌ படத்‌ டடத வி தந்த (௮) 
என்பதற்கு ஒடுங்கும்‌. 
(5) என்பதை வகையிட, 
பூ, 42-24, சேடி... ப. ப வடட வ உககக (6) 
முறையே (2), (5), (6) என்னுஞ்‌ சமன்பாடுகளிலுள்ள $, 8, 3) ஆகிய 
வற்றின்‌ இப்பெறுமானங்களை (1) இல்‌ பிரதியிடுக. 4, 8 என்பவற்றின்‌ 
இணை காரணிகள்‌ பூச்சியமாக 

2(2-9)4-2(ஐ-ட2)28,-(ஐ-11)௪... 4-2 222௨௨ (7) 
என்பது விடப்படும்‌. 

(4), (7) என்னும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடுகளிலிருந்து 4), பூ ஆயே 
வற்றிற்கு.த்‌ தீர்க்கலாம்‌. இது தருவது 





447 7 மட) ௮ (10௪5 
2 (5) (6-2) (1-2-5) 4(௪-432) 
(2-1) (1 1 
ஆகவே ற  4(ஐ-ட2)2 4 ட இ லு 
6 
தொகையிடலால்‌, 4 - சக 12 ஈ ஆனது மாறிலியாக. 
(22-ட்5) (௨--1)2-5௪ 6-8 ] 1 
இதேமாதிரி சீட்‌ 460.2 42-99. எ.” ட ன த -ட5 லஷ ம 


உ-2[ 1 
லட ர்‌ 2]. 


100 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


ப 62 2 1] கன்‌ 
(2) இல்‌ பிரதிமிட, (8-6) (்தர்சிர்‌ ்‌உ- 2] 404 
_2(8-ட 5)--62₹- சீ. 


79. ௨, 3 என்பன எதேச்சை மாறிலிகளும்‌ 8, 2 என்பன ௨ இன்‌ 
தெரிந்த சார்புகளும்‌ ஆக ௧௨-0௦ என்னுந்‌ தெரிந்த நிரப்பு சார்பு உள்ள 


பனை வதன பதக்கங்க கக கக்கத்‌ (1) 
என்னும்‌ இரண்டாம்‌ வரிசைப்‌ பொது ஏகபரிமாணச்‌ சமான்பாட்டுக்கு 
இச்செய்கைகளைப்‌ பிரியோத்தற்கு துமி 92... (2) 
எனக்‌ கொள்வோம்‌ ; இது தருவது த 

ப ட திற இடப கல எல்டதலகப (9), 
4, --மீ,--0 ஆயின்‌, 22-௨௨ (4). 


(9) என்பதை வகையிட 
ஒம்‌ உட்க 9. ப வ டட (6) 
(1) இல்‌ ஐ, 4 9 என்பவற்றிற்குப்‌ பிரதியிடுக. 
4 ஐக்‌ கொண்ட உறுப்புக்கள்‌ 4(ூ--2உ-0ெ) ஆப்‌ பூச்சிய 
மாகும்‌, கருதுகோளின்படி ௨-7 ௨-0 ஆதலால்‌. இதேமாதிரி 
££ ஐக்‌ கொண்ட உறுப்புக்கள்‌ மறைந்து (1) என்பது 


என்பதற்கு ஒடுங்கும்‌. 
ரந்த சவத க ல்‌ ததை 

(4), (6) என்பவற்றைத்‌ தீர்க்க ட டா. 
ஆயின்‌ தொகையிடலால்‌ 4, 2 என்பவற்றைப்‌ பெறுவோம்‌ ; ரீ), 42) 
என்பன ௨ இன்‌ தெரிந்த சார்புகளும்‌ ௧, & என்பன எதேச்சை மாறிலி 
களும்‌ ஆக, 4 7(2)--௧, 2ீ-7(2)-6்‌ ஆகுமென்க. 

(2) இல்‌ பிரதிமிட இறுதியிற்‌ பெறுவது 

4 ீ(2) 94) -- மமூ-ட 0. 


80. இம்முறை யாதும்‌ வரிசையிலுள்ள எகபரிமாணச்‌ சமன்பாட்டுக்கு 
'விரிக்கப்படலாம்‌. 





9--௯46௦4-0ம என்னும்‌ நிரப்பு சார்பு தெரிந்த 


த ழூ ஜெொட்ரிழேக டு பய ய பபப பட்டடை (1) 

என்னும்‌ மூன்றாம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாட்டுக்கு மாணாக்கன்‌ 
நலமக ஒழி ம... 22 யய பவட வவட (2) 
நக மி -ம0...... க ண்குர்க வப்‌ (8) 


என்னுஞ்‌ சமன்பாடுகளை 
0-4) - 52; 4-0 


இரண்டாம்‌ வரிசை,.உயர்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 101 


ஆகுமிடத்து, எளிதிற்‌ பெறலாம்‌ ; 


ஆகவே இம ட றழி ட்‌. ப ப ப பவட ப டட டவல உஉஉகக (5) 
என்பது, 0-4) 2-0)... 222 வவவ வட (6) 
ஆகுமிடத்து, பெறப்படும்‌ ; 

ஆயின்‌ ட, 04 உமி -டம,0- வூ4 - ஊட்ட மே ட உட ௨௨ (7) 
(1) இல்‌ பிரதியிடுதலால்‌, 8--ஷகீ, |- ஆஹி ட டி. 22222 வய (8). 


ஆயின்‌ 4, 2, 0, என்பன (4), (6), (86) என்னுஞ்‌ சமன்பாடுகளிலிருந்து 


. காணப்படும்‌. 

தர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 
(10) 9ூ-4--கோசீக ஐ. ரா 4-4 தான்‌ 2. 
3) ஒட, 
3) 9-9 1-௪ 

(க) ஐ -ட றட - ரூ.29௪, நிரப்புசார்பு 2௨-0௦-- எனத்‌ தரப்பட. 

(5) 9- 0$2-- 11 - 03-- 954. 


81. ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகளைத்‌ ர்க்கும்‌, வெவ்வேறு முறைகள்‌ 
ஒப்பிடுதல்‌. 
... இரண்டாம்‌ வரிசை எகபரிமாணச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ தர்க்க வேண்டுமாயின்‌ 
ஒரு விசேட முறையைச்‌ சுட்டிக்‌ காட்டாதவிடத்து நிரப்பு சார்புக்கு உரிய 
ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையிட்டை அனுமானிக்க முயன்று பிரிவு 76 இல்‌ 
உள்ளது போல்‌ செய்தல்‌ பொதுவாக மிக நன்றாகும்‌. இந்த முறை 
௩ ஆம்‌ வரிசை எஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாட்டை (௩-1) ஆம்‌ வரிசைக்கு 
ஒடுக்குதற்கு வழங்கப்படலாம்‌. 
செயலியைக்‌ காரணிப்படுத்துமுறை சில வகைகளில்‌. அழகான தீர்வு 
தரும்‌, ஆனால்‌ இவை வழக்கமாக இந்நோக்கத்திற்கு விசேடமாய்‌ அமைக்‌ 
கப்பட்டுள்ள்‌ உதாரணங்கள்‌. பொதுவாக, செயலியைக்‌ காரணிப்படுத்த 
முடியாது. 
பரமானங்களை மாற்று முறையானது செய்முறைப்‌ பெறுமானத்தில்‌ 
பிரிவு 76 இனது முறையிலுந்‌ தாஜ்வு ; இதற்குக்‌ காரணம்‌ நிரப்பு சார்பின்‌ 
ஒரு டாகத்திற்குப்‌ பதிலாக முழுச்‌ சார்பு பற்றிய அறிவு இங்கு வேண்டிய 
தாகுபென்பதே. அன்றியும்‌ மூன்றாம்‌ வரிசையில்‌ அல்லது உயர்‌ வரிசையி 
லுள்ள சமன்பாடுகளுக்குப்‌ பிரயோடக்கப்படுமிடத்து 4), சீட பே... 
ஆய வற்றிற்குப்‌ பெறப்படும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடுகளைத்‌ தீர்த்துத்‌ தொகை 
மிடல்களைச்‌ செய்தல்‌ மிகச்‌ சிரமமாகும்‌. 


02 -வகையீட்டுச்‌ சமன்மாஈடுகள்‌ 
அத்துயாயம்‌ "711 இல்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 


(00 ரூ - மீரட்‌ 0. (2) ஆடா சதம்‌ 1-0. 

3) ஓலி 4 டட (9 ஏகா -8 கோசை ளை 

(5) மடல்‌ -ஐ$) மூ ஐ, ௮9-௬0. 

(6) (6842-1) ஷ- (4-1) ஓ (௨5-02) 9-0. 

ூகோசைஈம லான்‌ மை என்பன 

ப க ர்சபீரரீ (2) 
இற்குத்‌ தொகையீட்டுக்‌ காரணிகள்‌ என்பதைச்‌ சரி பார்க்க. 
அது துணைகொண்டு 
வடா ரம இக 9௨2 

என்பதன்‌ இரு முதற்றொகையீடுகள்‌ பெற்று 9, ஐ நீச்கலால்‌ மூற்றிய மூலியை உய்தீதறிச. 


ட்ட அட்ட அவங்கல வ டக்கு ௱ என்பன ௨ இன்‌ சார்புகளாக, அவற்றின்‌ 
பின்னடும்‌ வகையீட்டுக்‌ .குணகங்கள்‌ 
4 - இர பய 2 வவட வவட 4 (-1)7*இத-0 
என்னுந்‌ தொடர்பைத்‌ திருத்தியாக்குமாயின்‌ 
ட 44-29) தேர்‌. 4 6-3 


என்னும்‌ ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடு செப்பமாகும்‌, அதாவது அடுத்த ழ்‌ வரிசையிலுள்ள ஒரு 
சமன்பாட்டிலிருந்‌த வகையிடலால்‌ உடனடியாகப்‌ பெறப்படலாம்‌, என்பதைக்‌ காட்டுக. 


[பின்னடுத்துப்‌ பகுதிகளாய்த்‌ தொகையிடலால்‌ 


|ஆ௭-8௨, “இழு டா்டிலிக டா ௭1 1-3 உம | எப்‌ இிஈ$ும..] 
இந்நிபந்தனை பின்வரும்‌ சமன்பாட்டால்‌ தஇருத்தியாக்கப்படுமென்பதை வாய்ப்புப்‌ பார்த்த 
அது துணைகொண்டு அதனைத்‌ தீர்க்க : 
. (27-- 9) 34-- (2-1-8) நூ, ந (2-1) ௪. 
(9) பின்வரும்‌ எகபரிமாணமல்லாச்‌ சமன்பாடுகள்‌ செப்பமானவையென்பதைச்‌ சரி பார்த்து 
அவற்றைத்‌ தர்க்க. 
(1) ுாட்சும--0. 
(14) கழுவ முட 0. 


(10) 2,0,& என்பன ஐ இன்‌ சார்புகளாக, ற்கு ர என்னும்‌ பிரதியீடு 
நா சிர்‌ நெ என்பதை 
அழாம -டி 
என்னுஞ்‌ செவ்வன்‌ வடிவத்திற்கு உருமாற்றுமெனக்‌ காட்டுக ; இங்கு?ஃ49.-2322- 327 
ப ட 18௪ 
3 - 43 (தேர 1)நு. 93281 சைன்‌ 2 ன்‌ 
என்பதைச்‌ செவ்வன்‌ வடிவத்திலிட்டு ௮து துணைகொண்டு அதனைத்‌ இர்க்க. 
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(11) ஏ றட-ட்ரெ-0, ஆர றட ர2-0 என்னுமிரு சம்ன்பாடுகள ஒரே செவ்வன 
வடிவததிறகு ஒடுககப்படுமாயின, அவை ஒன்றிலிருந்து ஒன்றுக்கு 


ந்‌ ச்‌ 
ர்‌ ர்22ீ2__ [202 
என்னுந்‌ ெொொடாபால்‌ உருமாழறப்படலாமெனக்‌ காட்டுக ம்‌ அதாவது சமவன்மை நிபந்தனை 
7 என்னும்‌ மாறறமிலி ஒன்றாகல வேண்டுமென்பதே. 
(2) ஐ? (8-௮ ந்‌(1 -9௨9) 9-0, 
ஐ52,--2 (ஐ3--ஐ)2,- (1-2) 2-0 


என்னுஞ்‌ சமன்பாடுகளுக்கு ஒரே மாறறமிலி உணடு எனபக சாட்டி ஒன்றை மறறையதறரு 
உருமாற்றுந்‌ தொடாபு காணஃ. இவ்வுருமாற்றததை உணமையிற்‌ செய்தலால இதனைச சரி 


பார்கக. 


(13) 4, சம என்பன 


காண க தனை ததக ககக க தகககககககககககலு ப கனக க பலம தத்தி கன படத 
உண்பதன்‌ இரு தீர்வுகளாயின்‌ 

5 ப 

2 1 

4-4 5 ம ர ர ர ரர ர ந அவித்த ல லல்ல துல வதம்‌ இ வட கணிகர்‌ அரி 

ச. $4 


என்பதை நிறுவி ௮து துணைகொண்டு 


என்பதை நிறுவுக. 
ச ஆனது (3) இன்‌ யாதுமொரு தாவாயின ச, -5, வட *, என்பன (1) இன்‌ தீ£வுக 


சொனபகை (2) இவிருந்து காட்டுக. 

[ (9) இன இடககைப்‌ பககததிலுள்ள ௪ இனது வகையீடகே குணகஙகளின சார்பு (2..4. 
வாஸ்‌ என்பவரின்‌ பெயரால) சுவாரியன பெறுமதியெனப்பட்டு (௪, ஐ] என எழுதப்படும. 
௮ திபரபெருககறறொடர்க கொளகையில அது முக்கியமானது.] 


ர 


(14) ஐ - (6ஐ₹- 12௮) - (2-4 2) 4-0 என்னுஞு சமன்பாட்டினது 7 என்னும மாறறமிலி 


பைக கணிகை, 


ஜே 


உளனபதை ஐ, ஐஉ.ஙுகய இரு தர்வுகளினது ஈவு எனக கொண்டு 
ட்‌ 9 ந இரவ] 4 


னி 
என்பதைச்‌ சரி பராத்து ஐ 3, 61 * எனபன தொடககச்‌ சமன்பாட்டினது செவ்வன்‌ வடிவத்தின்‌ 
இர்வுகள என்பதைச்‌ சமி பரக்க. 


(15) 6, உ என்பன 2-2], --ரெ-0 என்பதன இரு இரவுகசொயின மற - டடம 
(1௦) ௯-0 எனபதை நிறுவி அது துணைகொண்டு 


- ர2ய்‌ 
1497 - இம) 2 08 


என்பதை நிறுவுக. 
ஈற்றுப்‌ பயிறசிமினது சமன்பாட்டி.ற௫ இதனைச்‌ சரி பார்கக. 
6_£8 5529 69/8) 


104 வகையூட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


(1ஒ மூ மாறிலி என்பது க்்‌ 9-0 என்பதன்‌ ஈறறு உறுப்பை விலககலால்‌ 
ஆக்கப்படும்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு ட ர எனக்‌ காட்டுக, 


0 என்பது ௨ இனது ஒரு சார்பு ஆக இழ, ேே என இட்டுக்கொண்டு, 4 ஆனது முழுச 
சமன்பாட்டின்‌ ஒரு இர்வு ஆயின்‌, 0,- - 8 எனக்காட்டி ௮து துணைகொண்டு 03 மாறிலி 
- 134 எனக்‌ காட்டுக ; இது இறுதியில்‌ தருவது 3/5 சைன்‌ (4/2-1-.0). 


[இம்முறை 3-7 (9) மு-0 என்னும்‌ வடிவத்திலுள்ள யாதுமொரு சமன்பாட 
மக்கும்‌ பிரயோிக்கப்படலாம்‌.] 


(19) சாராமாறியை மாற்றுதலால்‌ பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளைத்‌ தர்க்க ; 
037 


ம்‌ 
(1) ரு க்‌ 423 53 சைன்‌ ௨5, 
0 


() த டம்‌ பம 132) அடிய 0. 
(18) சைன்‌ ஐ ஆயின்‌, 
டடத ர பத ட்லர்‌ 
க கோசை உர சைன்‌ உ. கோமை3ற-2? கோசை£2 என்னும்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்‌ 
பாட்டை 2 ஆனது சாராமாறியாகவுள்ள சமன்பாட்டுக்கு உருமாற்றி அகனைத்‌ தர்க்க, 
மீச சே 
(19) 2 ஆனது டர ஆ 0 என்பதைத்‌ திருத்தியாக்குமாயின்‌ சாராமாநியை ஐ இலி 
று கீ 
ருந்து 2 இற்கு மாற்றலால்‌ ஆகல்‌ ட ட்ழேவ 
த்‌ 883 
என்னுஞ்‌ சமன்பாடு வ்‌ 4 7 என்பதற்கு உருமாற்றப்படுமெனச்‌ காட்டுக. 
3 


அது துணைகொண்டு 


253 1 % நே 
த்‌ பத்‌ த பணத்த கடல பத ரபி கடனை 


என்பதைத்‌ இர்க்க, 


அத்தியாயம்‌ 7111 
வகையிட்டு சமன்பா டுகளுக்கு எண்ணண்ணனவாக்கம்‌ 


முன்னுள்ள அதஇயாயங்களில்‌ தீர்வுகளை முடிவுள்ள வடிவத்திற்‌ பெறு 
தற்குத்‌ தரப்பட்டுள்ள முறைகள்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளுள்‌ சில விசேட 
வகைகளுக்கே பிரயோடக்கப்படலாமென்பதை மாணாக்கன்‌ கவனித்திருப்‌ 
பான்‌. ஒரு சமன்பாடு இவ்விசேட வகைகளுள்‌ ஒன்றிற்கு உரியதாயின்‌ 
அண்ணளவு முறைகளை வழங்கல்‌ வேண்டும்‌. அத்தியாயம்‌ 7 இல்‌ 
குரப்பட்டுள்ள புரோடெற்ஸ்கியின்‌ வரைபு முறை தீர்வின்‌ இயல்பு பற்றி 
நல்ல பொதுவான எண்ணம்‌ தரும்‌, ஆனால்‌ எண்‌ பெறுமானங்களைக்‌ 
குறித்து அதனில்‌ நம்பிக்கை வைக்க முடியாது. 

இவ்வத்தியாயத்தில்‌ பின்னடும்‌ அட்சரகணித அண்ணளவாக்கங்களைப்‌ 
பெறுதற்குப்‌ பிக்காட்டின்‌ முறையை முதன்‌ முதல்‌ தருவோம்‌. இவற்றில்‌ 
எண்களை இடதலாற்‌ பொதுவாக மிக நன்றாக எண்‌ மூடிபுகளைப்‌ பெறலாம்‌. 
ஆனால்‌ இம்முறையானது பின்னிடும்‌ தொகையீடுகள்‌ எளிதாகச்‌ செய்யப்‌ 
படக்‌ கூடிய எல்லைப்பட்ட சமன்பாட்டு வகுப்புக்கு மட்டுமே பிரயோகிக்கப்‌ 
படலாம்‌. 

முற்றாய்‌ எண்‌ முறையானதும்‌ மிகக்‌ கூடுதலாகப்‌ பிரயோகம்‌ பெறுவது 
மான இரண்டாவது முறை ரங்கே என்பவராலாயது. அது சில சமயங்களில்‌ 
பெருந்தொகை எண்கணிதக்‌ கணிப்புகளை உட்படுத்துமெனினும்‌ முறைமை 
யான கவனம்‌ செலுததப்படுமிடத்து அநேக வகைகளில்‌ நன்றான முடிபு 
களைத்‌ தரும்‌. அவற்றின்‌ நன்மைகளை ஒப்பிடுதற்கு உதவுமாறு பல 
உதாரணங்களை இரு முறைகளாலும்‌ பரிகரிப்போம்‌. 

ரங்கேயின்‌ முறையினது மாற்றங்கள்‌ கேன்‌, குற்றா என்போராலும்‌ 
- இந்நூலாசிரியராலும்‌ தரப்பட்டுள்ளன. 


83. பின்னடும்‌ அண்ணளவாக்கங்களைத்‌ தொகையிடுதற்குப்‌ பிக்காட்‌ 
பூன்‌ முறை. 
௨௨ ஆகுமிடத்து 9 ஆகுமாறுள்ள 
மீழ்‌ 
4 (ஐ, 9) 
என்னும்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடு 


9/-9-- | 7௧ 482 


என எழு தப்படலாம்‌. 


05 
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ஒரு முதல்‌ அண்ணளவாக்கத்திற்கு 7 (௪, 9) இலுள்ள 3 இற்குப்‌ பதி 
லாக 6 யை எழுதுவோம்‌ ;. இரண்டாம்‌ அண்ணளவாக்கத்துற்கு 49 இற்குப்‌ 
பதிலாக முதல்‌ அண்ணளவாக்கத்தையும்‌ மூன்றாம்‌ : அண்ணளவாக்கத்‌ 
இற்கு 3 இற்குப்‌ பதிலாக இரண்டாம்‌ ௮ண்ணளவாக்கத்தையும்‌, இவ்வாறே 
பிறவற்றையும்‌, எழுதுவோம்‌. 


உ-ம்‌ (0) அட்ச, ௧௮0 ஆகுமிடத்து 9-0 ஆக 

இங்கு 9] 490௯ 

முதல்‌ ௮ண்ணளவாக்கம்‌. ஐ. இல்‌ 0 என இடு 
4 | சரக்‌ 

இரண்டாம்‌ ௮ண்ணளவாக்கம்‌. ர்க இல்‌ 4-௨ என (இட 
9 [44 யக்சிப ஜன்‌ 

மூன்றாம்‌ அண்ணளாலாக்கம்‌, ன்‌ 3 இல்‌ நு 2 -- ஜு என இட 
9] பள ஜனிம்ன்னடுக்‌ 


ல்‌ % 3 3 
2-1 ஜட க” 


இவ்வாறே வரையறையின்றி நிகமும்‌. 


க்‌ 
உ-ம்‌ (1) ன்‌ 
19, 
2-0 ஆகுமிடத்து $--1, 2--$ ஆக 
இங்கு 9-1 | 2 82, 2--2-1 ] அடு ௭௮)௧ 


முதல்‌ ௮ண்ணளவாக்கம்‌. 
2 

914] $லே--1-1 25, 
0 


கணம்‌] அர ௯-141௮ 
0 


இரண்டாம்‌ அண்ணளவாக்கம்‌. 
2 
914] மட கைய பநடஞ்ச 
0 * 


உமம] அட ட 0ளகைய 11 களப ஷன்‌, 


எண்ணண்ணனளவாக்கம்‌ 407 
முன்றால்‌ ௮ண்ணளவாக்கம்‌. 
914 | மட ஞ்னட்னின்‌ 

1-2 ஜி-ட்ஷ்்‌ டல, 

ன்‌ 4] ௮84௮4௧ பஞ்ன்ட்ஞ்னிக் 

த 324 பறம ட னிட ஷ்ண மி? பிறவும்‌ இவ்வாறே 

உ-ம்‌ (மட) க 2(244) 2-0 ஆகுமிடத்து 1, ள்‌ - 14 ஆக, 
்‌ 2 என இடுதலால்‌ இதனை உ-ம்‌ (14) இற்கு ஒடுக்கலாம்‌. 


பிக்காட்டினது முறையானது வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டை ஒரு தொகை 
யீட்டச்‌ சமன்பாடு எனப்படும்‌ தொகையீடுகளைக்‌ கொண்ட ஒரு சமன்பாட்‌ 
டுக்கு மாற்றுமென்பது குறிப்பிடப்படலாம்‌. 


தர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ . 

பின்வரும்‌ வகைகளில்‌ மூன்றாம்‌ அண்ணளவாக்கம்‌ காண்க. (1), (8) 
என்னும்‌ பயிற்கெளில்‌ வழக்கமான முறைகளால்‌ செப்பமான இர்வுகளை 
யும்‌ பெறுக. 


(1) ௫ 2-8, ௨-0 ஆகுமிடத்து --3 ஆக. 
0 
2 ௪ 2-3,2-1 அகுமிடத்து 2 ஆக. 
[ 3 9-2, 
2 
இர 
_. - மெர-ஐூ5, 
(மே 


௨௮0 ஆகுமிடத்து $--2, 2-0 ஆக. 
3 

(4) ர. 
_-- ஐ -- றர, 
மே 

ஐ௮0 ஆகுமிடத்து $--5, 2-1 ஆக. 


மநு 207 ரே 
ஐ. 9 24 பற, உ-0 ஆகுமிட 59,” 1] ஆக. 
0 அரக பபபல ஆகுமிடத்து9--5, 7 -1ஆ 


108 வகையிட்டுூச்‌ சமன்பாடூகள்‌ 


84. இவ்வண்ணளவாக்கங்களிலிருந்து எண்‌ பெறுமானங்களைத்‌ 
துணிதல்‌. 

ஈற்றுப்‌ பிரிவின்‌ உ-ம்‌ (1) இல்‌ ௨-0:8 ஆகுமிடத்து ர இன்‌ பெறு 
மானத்தை ஏழு தசமதானங்களுக்கு காண வேண்டுமென்க. 

2ஐ-0:8 எனப்‌ பிரதியிட முதல்‌ அண்ணளவாக்கத்திலிருந்து $ (0.8)£ 
அல்லது 0.045 எனப்‌ பெறுவோம்‌. இரண்டாம்‌ அண்ணளவாக்கம்‌ “ஷ்‌ (0.8)5 
அல்லது 0.0001215 ம்‌ கூடுதலாகச்‌ சேர்க்கும்‌ ற; மூன்றா 
வது “ரூ (0.8)98 -- ஆஊ% - (0.8)34 அல்லது 9. 00000041...... என்பதை 
இன்னுங்‌ கூடுதலாகச்‌ சேர்க்கும்‌. 


இப்பின்னடும்‌ ஏற்றங்கள்‌ குறைதலுறும்‌ விரைவைக்‌ கவனிக்குமிடத்து, 
அடுத்த அண்ணளவாக்கம்‌ முதல்‌ எழு தசமதானங்களைப்‌ பாதிக்காது 
என முடிபு கொள்ளலாம்‌ ; ஆகவே, வேண்டிய வடட 0.0451219 


ஆனால்‌ க இன்‌ கூடுதலாகப்‌ பெரிதாகும்‌ பெறுமானங்களுக்கு வேண்டிய 
செம்மைப்படிக்கு முடிபு பெறுதற்கு மூன்று அண்ணளவாக்கங்களுக்கு 
மேல்‌ எடுத்தல்‌ வேண்டும்‌. ்‌ 

பெறப்படும்‌ முடிபுகள்‌ சில நிபந்தனைகளோடு உண்மையில்‌ ஓர்‌ எல்லையை 
நாடுமென்பதையும்‌ இவ்வெல்லை தீர்வைத்‌ தருமென்பதையும்‌ அத்தியாயம்‌ 
& இல்‌ நிறுவுவோம்‌. இது உண்மைத்‌ தேற்றம்‌ எனப்படும்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்ச 

(1) பிரிவு 88 உம்‌ (1) இல்‌ ௨-0. என்பது 9/-],259 
230.5260,...... எனத்‌ தருமென்பகையும்‌ ஐ-0.2 என்பது 
1100025. . .... _250:500082...... எனத்‌ தருமென்பதையும்‌ காட்டுக. 

85. வகையீட்டூச்‌ சமன்பாட்டிலிருந்து நேரடியாகப்‌ பெறப்படும்‌ எண்ணண்‌ 
_ ணளவாக்கம்‌. 

பின்னடூம்‌ அண்ணனா லாக்கம்கம்‌ தொகையிடும்‌ முறையானது பல 
முறையும்‌ உள்ளது போல்‌ தொகையிடல்களைச்‌ செய்தல்‌ மூடியாதாயின்‌ 
பயன்படாது. ஆனால்‌ என்றும்‌ பிரயோகக்கப்படக்கூடிய வேறு முறைகள்‌ 
உண்டு. இப்பிரசினத்தைக்‌ கேத்திரகணித மூறையிற்‌ சிந்திக்க, 

2 ஏர்‌ (ர) 

என்னும்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடானது ஒன்றையொன்று இடைவெட்டாமல்‌, 
தளப்‌ புள்ளி ஒவ்வொன்றிற்குமூடாக அவற்றுள்‌ ஒன்று செல்லுமாறு 
உள்ள வளையிகளை (*சிறப்பியல்புகள்‌') ஆக்கும்‌ ஒரு குடும்பத்தைத்‌ துணியும்‌. 

[இங்கு ரீ (ஐ,9), தளப்புள்ளி ஒவ்வொன்றிலும்‌ நிறைவாக வரையறுக்கப்படும்‌ பெறு 
மானம்‌" உடையது என்னும்‌ எடுகோள்‌ பயன்படுத்தப்படும்‌. எனினும்‌ ரீ ற, 9) ஆனது 
சில புள்ளிகளில்‌ தேராததாமின்‌ அப்புள்ளிகள்‌ சமன்பாட்டின்‌ குனிச்சிறப்புப்‌ புள்ளிகள்‌ 


எனப்படும்‌ ; அத்தகைப்‌ புள்ளிகளின்‌ அண்மையில்‌ சிறப்பியல்புகளினது நடத்தை பற்றி 
விசேட ஆராய்வு வேண்டும்‌. பிரிவு 10 ஐ பார்க்க,] 


ந்‌ 


எண்ணண்ணாாவாக்கம்‌ 109 





படம்‌ 23 


2, 6) என்னும்‌ புள்ளி தரப்பட 2 இற்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ சறப்பியல்‌ 
பினது படித்திறன்‌ 7(௪, 5) அகும்‌ என்பது தெரிந்ததே. இதே சிறப்‌ 
பியல்பில்‌ உ-017--௩-1-% (என்க) ஆகும்‌ யாதுமொரு புள்ளியில்‌ 9179 
என்பதையே இர்மானிக்க வேண்டும்‌. ஒரு முதலாவது அண்ணளவாக்கம்‌ 
ட என்னும்‌ இிறப்பியல்புக்குப்‌ பதிலாக 2 என்னும்‌ தொடலியை 
எடுதீதலால்‌ தரப்படும்‌, அதாவது 
12 மம-070-27 தான்‌ 2825-06-12 (௪, 9) -5-% (என்க) 
என எடுத்தலால்‌, 

ஆனால்‌ % மிகச்‌ சிறியதானாலன்றி 770 என்னும்‌ வழு புறக்கணிக்கக்‌ 
தக்கதன்று. ப 

கூடுதலாக அனுமதிக்கத்தகு அண்ணளவாக்கம்‌ 729 என்னும்‌ நாணை 
222 இனது நடுப்புள்ளியாகிய 8 இற்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ சிறப்பியல்பின்‌ 
தொடலிக்குச்‌ சமாந்தரமாகக்‌ கொள்ளுதலேயாம்‌. 

8 ஆனது (௪-3, 5--3ந]) ஆதலால்‌ இது தருவது 

270-211 274 தான்‌ 2ம---டந7 (6-3, 6-3. 
இவ்வெளிய சூத்திரம்‌, பின்வரும்‌ உதாரணங்களிற்‌ காணப்படுதல்போல்‌, 
சல வகைகளில்‌ நல்ல முடிபுகளைத்‌ தரும்‌ : 

உ-ம்‌ (1) ரான்‌ ௨௭௮0 ஆக 3-0 ஆயின்‌ ௨-0:8$ ஆகுமிடத்து 
9 ஐக்‌ காணவேண்டியது. 


இங்கு ஈ0-0, 05, (5௪, /-2-டநு. 
ஆகவே ர்‌ 7 (6, 6)-0) £--3%--0:15, 5--3/% 0, 
ந: 39 (௧-ட3%, 6-4) 0 -0:8 ரீ (0.15, 0) -0-045. 


110 வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
பிரிவு 84 இல்‌ காணப்பட்டுள்ள பெறுமானம்‌ 0.0451219. . . ஆதலால்‌ 
வழு 0.00012.... ஆ, ஏறக்குறைய 3 சதவீதமாகும்‌. 


உ-ம்‌ (04) கடர .ஐ-1 ஆகுமிடத்து --2 எனத்‌ தரப்பட ஐ-1:3 


ஆகுமிடத்து 3 ஐக்‌ காண்க. 
இங்கு 8-1, 6-2, %-௪0:2, 92-10 
ஆகவே 5] (க-43, 54370 -240:2)(7 (11, 2) 


ஓ 
-2402%(2 - டர) 209 பர்க்க ட்‌ 


1 ப 
இனி வகையிீட்டுச்‌ சம்ன்பாடு எளிதில்‌ தொகையிடப்பட்டு ர. ஆகுலால்‌ 
த--1-2 ஆகுமிடத்து 9 இன்‌ பெறுமானம்‌ 2:038. . . . ஆகும்‌. வழு 0-008.... 


ஆகும்‌ ; 0:038. ... என்னும்‌ 3 இனது ஏற்றத்தோடு ஓப்பிடப்படுமிடத்து 
்‌ இது பெரிதாகும்‌. 
உ-ம்‌ (ற 2 ௮ ர (௪. 97, 2), என்க, 
ல 


௯ (4-42)--ர (ஐ, 9, 2), என்க ; 
2-0 ஆகுமிடத்து ன 505 எனத்‌ தரப்பட்டால்‌ ௨--0:5 ஆகுமிடத்து 
4, 8 ஆ௫ூயவற்றைக்‌ காண்க. 
இங்கு ௨-0, 6-1, ௦(8 இன்‌ தொடக்கப்‌ பெறுமானம்‌) --0-5, 0-5. 
ஆகவே 0] (0, ம, 0:5)--0:5) 90--7(0, , 0-5) 0. 


இரு மாறிகளுக்குள்ள முறையினது கண்கூடாகும்‌ விரிவால்‌ 
34-97 ம-34, 2-3, 20-37 -1--0:5 
62 (0:25, 1:125, 0-5) -1- 9500, 

22-96-3513 2430-09-05 % ஏ (0-8, 1:125, 0-5) 
என எடுக்கலாம்‌. 

செம்மையான பெறுமானங்கள்‌, பிரிவு 84 இல்‌ காணப்பட்டூள்ளவாறு . 

9$-1:292...., 20526. ... ஆகும்‌. 

ஆயின்‌ 3 இற்கு ஏறக்குறைய நல்ல டைய பக இற்கு மிகத்‌ 
தவறான முடிபையும்‌ பெற்றுக்‌ கொள்வோம்‌. _ 

முடிபின்‌ செம்மைப்படி .பற்றிய உறுதிமின்மை இம்முறையின்‌ தகுதி 
மைக்‌ குறைக்கும்‌. எனினும்‌, அடுத்த பிரிவில்‌ விளக்கப்படும்‌ ரங்கேயின்‌ 
சிரமமான முறைக்கு இது ஒரு முன்னுரையாகும்‌. 





112 


வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


பிரிவு 85 இனது இரண்டாவது அண்ணளவாக்கம்‌, அதாவது 
06-27 (6-4, 56-28] என்க, 
இப்போது விரிக்கப்பட்டு (1) என்பதோடு ஒஓப்பிடப்படலாம்‌. 
இனி, இரு சாராமாறிகள்‌ பற்றிய தெயிலரின்‌ தேற்றத்தால்‌ 
ரிக்டர்‌, நடத்து அந கட்க 
(4-2 127949... ( 
இது தருவது 


டச்‌ டத்‌“ (000) 345 (3 ரு... (4) 
&£ட ஆனது &” இனது குணகத்திற்‌ குறை கொண்டதென்பது கண்கூடு. 
அடுத்தபடி ம 7 (ஐ) என்னும்‌ எளிய வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடு பற்றிய 
எமது வழக்கமான எண்தொகையிடல்‌ முறைகளாற்‌ காட்டப்படும்‌. [லாமின்‌ 
துண்கணித நூலைப்‌ பார்க்க.] ப 
இவ்வகையில்‌ இரண்டாவது அண்ணளவாக்கம்‌ 
9-8--47(6-3) 
என்னுஞ்‌ சரிவகப்போலி நெறிக்கு ஒடுங்கும்‌. கருதப்படம்‌ அடுத்த 
அண்ணளவாக்கம்‌ பொதுவாக 
95-76-4763) 17) 
என எழுதப்படும்‌ சிம்சன்‌ நெறியாகும்‌. 
இரு மாறிகளிலுள்ள ஒத்த சூத்திரத்தை, அதாவது 
ச 47௪3, 5-1 47-54 220) 
என்பதை, விரிப்போமாயின்‌ 
3200-2 3720-89-79... படட (9) ; 
இது 6 இலும்‌ இறந்த அண்ணளவாக்கமாயினும்‌ (1) என்பதோடு 
முற்றாகப்‌ பொருத்தமாகும்‌ %53 இன்‌ குணகத்தைக்‌ கொண்டிராது. %5 
இலுள்ள மேலதிகமான உறுப்புக்களைப்‌ பெறுதற்கு ரங்கே 
என்பதை 874, 5-7) என்பதால்‌ 'இடமாற்றம்‌ செய்துள்ளார்‌ ; 
இங்கு 4-7) ஆகும்‌. 72, ந 1(6/):775). ஆயின்‌ 
திரிந்த சூத்திரம்‌ $ (2-4, 77). அல்லது டபக்‌ ப கணப்‌ உர ண) 
என எழுதப்படலாம்‌. 
ரங்கேமின்‌ சூத்திரலிதி &, %5, %5, ஆலயேவற்றிலுள்ள ௨ அப்புக்களைப்‌ 
பொறுத்தவரை (1) இன்‌ வலக்கைப்‌ பக்கத்தோடு பொருந்தும்‌ என்பதை 
மாணாக்கன்‌ எளிதில்‌ சரி பிழை பார்க்கலாம்‌. 
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ஆனால்‌ (1) என்னுந்‌ தொடர்‌ மந்தமாய்‌ ஒருங்குமாயின்‌ இந்த முறை 
தவறான முடிபுகளைத்‌ தரும்‌. 
எண்ணளவில்‌ 2-1 “ஆயின்‌, சமன்பாட்டை 
82 ] ர 
௬... ரிழா), என்க, 
ர ரீ(23) | 
என எழுதுவோம்‌ ; எண்ணனளவில்‌ 21 ஆக 4 ஐ சாரா மாறியாக 
எடுப்பேரம்‌. 
87. நங்கேயின்‌ நெறியால்‌ பயிற்சிகளைத்‌ நர்த்தல்‌. 
மலைவு கொள்ளாதவாறு கணிப்புக்கள்‌ பின்வருவனபோல்‌ யாதேர 
வரையறுத்த வரிசையில்‌ ஆக்கப்படல்‌ வேண்டும்‌ : 
ந்‌ த்ர 
த்‌ அழ்7(ம--,9--2), 
ற்‌“ ்‌7(6- க, 6-1), 
21 தர (௪-- 34, 6 -34), 
உ த(ம), 
ஈற்றில்‌, உ அகட கட 
என்பவற்றைப்‌ பின்னடுத்துக்‌ கணிக்க. 
அன்றியும்‌ %,), தானே வேண்டிய பெறுமானத்திற்கு ஓர்‌ அண்ணளவாக்‌ 
கமாதலால்‌ 8, %, என்பவற்றிற்கிடையேயுள்ள வித்‌ இயாசமாகய $ (ே- 80 
என்பது %,, % என்பவற்றோடு ஒப்பிடப்படுமிடத்து சிறிதாயின்‌ $ இலுள்ள 
வழு அதனிலுஞ்‌ சிறிதாகலாமென்பது தெளிவு. 


உம்‌ (0) ட்‌ - ஐ-93% ஐ-0 ஆகுமிடத்து 8-0 எனத்‌ தரப்பட்டால்‌, 
ல்‌ 
2ஐ-௩0.5 ஆகுமிடத்து ந ஐக்‌ காண்க. 


இங்கு ஈ-0, 6-0, &-0.5, ரீக.) -ஐ-435, ந 0 ; 


6 ௭த் 0) 

நா 75-12) -0.8)(700.8,0) -0.5%0.5 0.0900 ; 
117௪45 29 0.8)6/(0.8,0.09)--0.3 % (0.8-1-0.0081) -0.0928; 
உட 37௧], 5-6) 0.8)07(0.15,0) - 0:8% 0:15 50,0450; 
க 30277) 1) 0.0924 0.0403 ; 
£ 43-20 -0.0450-0.0004  0.0454. 


%--0.0454, %,-0.0450 என்பனவற்றின்‌ வித்தியாசம்‌ இவற்றுள்‌ 
யாதோடும்‌ ஒப்பிடப்படுமிடத்து மிகச்‌ சிறிதாதலால்‌ £ இலுள்ள வழு 
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0.0004 என்னும்‌ இவ்லித்தியாசத்திலுஞ்‌ சிறிதாதல்‌ உயர்‌ முறையில்‌ 
நிகமத்தக்கது. அதாவது, மூன்று தசமதானங்களுக்குத்‌ திருத்தமாகப்‌ 
பெறுமானம்‌ 0.04 ஆகுமென முடிபு கொள்ளலாம்‌. 


பிரிவு 84 இற்‌ பெறப்பட்ட 0.0451219 ........ என்னும்‌ முடிபோடு 
ஒப்பிடுதலால்‌ இம்முடிபைச்‌ சோதிக்கலாம்‌. 





டம நமே ற ்‌ ப பட்டது 
உம்‌ (11) ௮ : ஐ-௩0 மிட 1 எனத்‌ தரப்பட்டால்‌, ௨-1 
ர லது ஆகும்டத்து 3 கத 


ஆகுமிடத்து 3 ஐக்‌ காண்க. 


இது ரங்கேயால்‌ தொடக்கத்தில்‌ தரப்பட்டுள்ள ஓர்‌ உதாரணமாகும்‌. 
லீச்சை மூன்று பாகங்களாகப்‌ பிரிக்க ; 0 இலிருந்து 0.2 இற்கும்‌, 0.3 
இலிருந்து 0.5 இற்கும்‌, 0.5 இலிருந்து 1 இற்கும்‌. தொடக்கத்தில்‌ ரீ (6.3) 
ஆனது மிகப்‌ பெரிதாதலால்‌ முதற்படியில்‌ ஒரு சிறிய ஏற்றத்தை எடுப்‌ 
போம்‌. 


முதற்படி 8-0, 9-1], &-0.2, ந-1; 
அத்த 0,200; 
££ 7(௪-,0-2) --0.2)(7(0.2,1.2) ௧0143; 
த்‌ 7--%5-45) 0.2 )67(0.2,1.145) ு0:140 ; 
உட -7(6--35,6--12) --0.2 4/00.1,1.1) 5 0.167; 
இ த்த) -ழ)40.540 5௪0.170; 
2 30-ம்‌ -0.167-0.001 0168 ; 


இவை தருவன ஐ-0.2 ஆகுமிடத்து $--1.168 என்பதே. 
இரண்டாம்‌ படி 

ஈ--0.2, 5-1.168, &-0.8, ந-7ீ(0.2, 1.168)--0.708. முன்போலச்‌ 
செய்ய %,--0.170, *இ-0.178, 6-0.1711 எனப்பெற்று ௨-0.5 ஆகு 
மிடத்து '--1,168--0.171--1.889 எனப்‌ பெறுவோம்‌. 

மூண்றாம்‌ படி. ௪0:65, 9: 1:229, 0:25. 

டட --2-0:160 எனக்‌ கண்டு ௨-1 ஆகுமிடத்து $-1-499 எனப்‌ 
பெறுவோம்‌. 

லர்‌ என்புவற்றையெடுத்துச்‌ சிந்திக்குமிடத்து இம்முடிபிலுள்ள வழு 
முதற்படி. இரண்டாம்‌ படி ஒவ்வொன்றிலும்‌ 0:001 என்பதிலுஞ்‌ சிறிதாக 
மூன்றாம்‌ படியில்‌ (மூன்று தசம தானத்திற்கு) புறக்கணிக்கத்தகும்‌, 
அதாவது மொத்தமாக 0.003 இலுஞ்‌ சிறிதாகும்‌. 

உண்மையில்‌ * இன்‌ உண்மைப்‌ பெறுமானம்‌ 1:498, 1-499 என்பவற்‌ 
நிற்தடையே கடத்தலால்‌ இவ்வழு 0:001 இலுஞ்‌ சிறிது. ந இனது இப்‌ 
பெறுமானம்‌ சமலபாட்டைத்‌ தொகையிடலாற்‌ ர ரட்‌.” இது தருவது 


7 
2 தான்‌“ 12 மட, (ஐ5-ட்து5). 
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தர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 
பினவரும்‌ பயிறசிகளில்‌ செம்மையாகும்‌ நே தகவ உள்ள அத்தனை தசமதானங்களுக்கும்‌ 
சரண்‌ முடியுகள்‌ கக. 
1 க 
(1) அ (நு. 1 மட ௮) ;ற- - 1 ஆகுமிடத்து 2 எனத்‌ தரப்பட்டால்‌ & 43 
என எடுத்துக்கொண்டு (ரீ ஆனது மிகச்‌ சிறிதாதலால்‌) 5-1. ஆகுமிடத்து $ ஐக காண்க, 
(2) இரு படிகள எடுத்தலால்‌ முன்னுள்ள பமிற்சியில்‌ ஒரு கூடுதலாக தெருக்கயே 
அண்ணளவாக்கத்தைப்‌ பெறுக, 
நே ந * ஷ்‌, 4 2 த க ச 2 
(3) மை -ர-1; ௨௨23 அகுமிடத்து-- 4 எனது கரப்பட்டால்‌ ஐ 2:1 ஆகுமிடத்து 
(1) ௩ படியில (1) இரு படியில்‌ ந ஐக காண்க, 
ஷ்‌ 3 ! பல்லு 1 ்‌ 
(4) வ ள்‌ ஆகவும்‌ ௨௮௬1 அகுமிடத்து மூ-2 ஆகவும்‌ இருப்பின்‌, $2--- எனக்‌ 
ஐ 


கா டகே. 

அது ஐணைகொணடு ரங்கேயின்‌ முறையாம்‌ தசப்பமே முடிபிலுள்ள வழுக்களை (1) 0.4 
(0)%--0-2 (19) ந-0:] (ஒவ்வொரு வகையிலும்‌ ஒன்றிபபடி) என எடுத்‌ அக்கொண்டு காண்க ; 
இவ்வழுக்களை ௮வற்றின மிழ்பீட்டு மேல எல்லைகளோ? ஒப்பிடுக. 


(5) மூதல்‌ வரிசை வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டை ரங்கேமின்‌ முறையால்‌ 
தீர்த்துப பெற்ற முடிபின்‌ வழு க்‌) ஆயின்‌ 
கு) 1. 


வவ 





பண்‌ (ஸ்‌) ற5 

என்பதை நிறுவுக. 

அது துணைகொண்டு ஓர்‌ இருபடித்‌ தீர்லவிலுள்ள வழு ஏறக்குறைய 
ஒருபடியாலே தரப்படுவதன்‌ $ எனக்‌ காட்டுக ; அதாவது படி.த்தொகையை 
இரட்டி ப்பதால்‌ விடையை (பரும்படியாம்‌) மேலதிகமான ஒரு தசமதானத்‌ 
இற்குத்‌ இருத்தமாய்ப்‌ பெறுவோம்‌. ்‌ 

88. ஒருங்கமை சமன்பாடூகளுக்கு விரித்தல்‌ 

இந்த முறை ஒருங்கமை சமன்பாடுகளுக்கு எளிதில்‌ விரிக்கப்படலரீம்‌. 
நிறுவல்‌ நீண்டதானபோதிலும்‌ பிரிவு 80 இலுள்ள. வே போனறதால்‌ 
ஓர்‌ உதாரணத்தை மட்டமே தருவோம்‌. இவ்வுதாரணமும்‌ தர்த்தற்குத்‌ 
தரப்படும்‌ பயிற்சிகளும்‌, சிறு இரிவுகளோடு, : ரங்கேயாலாயனவை . 


ப. 
ன்‌ 22 _அகரி(* 4, 8) என்க, 

ர அம்ம ஊர (ஐ, 9, 5,) என்க ; 
க வஹி ல? 


ள்‌ 
ஐஃூ-0:2 ஆகுமிடத்து -0:8087, 2-3:0203 எனது தரப்பட்டால்‌, 
ந0-4 ஆகுமிடத்து $,- 2 ஆகியவற்றைக்‌ காண்க, 


116. வகையிட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


இங்கு 

௧௦-9௪, $5-0-2097, ௦1-0202, நீ-7(0:2, 0:2027, 1:0202) -1.087, 
ர--0-2070, &--0.2; 

ந 0-9 6 1021 00,2054 ; 
ண்ட _0-95% 02070 | ௩0,0414 ; 
$£ந7(௧-%, 5-2, 2-2) 0:27 (0:5,0:4081,1:0616) 0,220 ; 
ர (௧-டந்‌, 6-ட, ௦-4) 02% ர(0:&,0:4081,1:0616) -0.0894 ; 
த்‌” 2-ந7(க--%, 5-%”, ௦40) -0:2%7(0:4,0:4285,1:1096) 0.,2883 ; 
7” ர (5-ட&, 6-8”, 2-1) -0:2 % 9 (0:4,0:4235,1:1096) 00984 ; 
 %7(5-4 25, 514,௦12) -0-2 7 (0:8,0-9054,1-0&09) - 0-2128 ; 
்‌/ %ர(௧--3%,56-134,211) 0-2 )69(0:8,0:3054,1-0409) -0:0041 ; 


ம (6-1) 0.2188 ; 
ப ட) ப 0.0674 ; 
2-2 3 ூ- 0 -0-9198 1 0:0020 _0.8148 ; 
11, -_1 (-10-0-0641--0.0011 00652 . 


_ இவை தருவன மூன்றாம்‌ தசமதானத்திற்குத்‌ திருத்தமாய்‌ வரக்கூடிய 

4-0:9027 -- 0-2148 - 0:4175, 

5-5 1.0202-- 0,0652 1.08 

என்பன. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 

(1) பிரிவு 88 இன்‌ சமன்பாட்டோடு ௨--0:4 ஆகுமிடத்து $--0-4175, 
த௮1.0854 ஆயின்‌ ஐ--0:6 ஆகுமிடத்து ர--0:0014, 2--1:2125 (மூன்றாம்‌ 
தசமதானத்திற்குத்‌ ந்ததால்‌ எனக்‌ காட்டுக. 

050 

9  - ன அனையன்‌ கடவன்‌ அ ச கட பிட்‌ ்‌ 

(8) 22-[ அனு 2--1.2145 ஆகுமிடத்து 
பண்ணும்‌ 70:06 ன அண்‌. தண்ணார்‌ எடுக்கப்படும்‌) 
2--1.8745 ஆகுமிடத்து -0:5163, 740:7348 என்னும்‌ பெறுமானங்‌ 
களைப்‌ பெறுக, ஈ இன்‌ பெறுமானம்‌ நாலு தசமதானங்களுக்குத்‌ திருத்‌ 
தமாய்‌ 'எரலாமெனவும்‌ ம இன்‌ பெறுமானத்தில்‌ மூன்றாம்‌ தானம்‌ 
வமுக்கொள்ளலாமெனவும்‌ காட்டுக, 

(3) ஈற்றுப்‌ பயிற்சியில்‌ மஃகோசை நீ எனவும்‌ பிரிவு 88 இன்‌ 
உதாரணத்தில்‌ சைன்‌ ம, ௨-௪ எனவும்‌ இட்டுக்கொண்டு ஒவ்வொரு 
வகையிலும்‌ இடைத்தளத்தில்‌ ஓய்விலிருக்கும்‌ நீர்த்துளிமின்‌ வடிவத்தைத்‌ 
தரும்‌. 

82 
த்‌ ௩ தான்‌ ற்‌) கசன்‌ உட கோசை 12 ட்‌ என்னும்‌ சமன்பாடுகளைப்‌ 


பெறுக. 


எண்ணண்ணளவாக்கம்‌ 1117 


89, கேன்‌,குற்றா (78% ௨ம்‌ 682) ஆகயோரின்‌ முறைகள்‌. ப 
இந்த முறைகள்‌ ரங்கேயின்‌ முறைகளைப்‌ போன்றனவாதலால்‌ அவற்‌ 
றைச்‌ சுருக்கமாகக்‌ கூறுவோம்‌. பிரசினம்‌ பின்வருமாறு :-- 
பை ரீ (5,39) எனவும்‌ ௨-6 ஆகுமிடத்து 3-0 எனவும்‌ தரப்பட்டால்‌ 2 இனை 
ஏற்றம்‌ & ஆகுமிடத்து ந இன்‌ &£ என்னும்‌ ஏற்றம்‌ காண்டல்‌. 
கேன்‌ ஆனவர்‌ 
ற்‌ -27(6),0), 
ந ந/க432, 5420) 
த்‌” நரிம4$8, 64-54), 
எனப்‌ பின்னடுத்துக்‌ கணித்து 
- ௩4817) ஐம்‌ இன்‌ அண்ணளவுப்‌ பெறுமானமாக எடுக்கிறார்‌. 
குற்றா ஆனவர்‌ 
தனை ப102101 
நா நரிக4-3%, 5419) 
நா நுகட2 5427-39) 
நா 2/5-%, 5--ந்‌ 2742), 
எனப்‌ பின்னடுத்துக்‌ கணித்து 
உ ௬947-0871) என்பதை £ இன்‌ அண்ணளவுப்‌ பெறுமான 
மாக எடுக்கிறார்‌. 
இவ்வண்ணளவாக்கங்கள்‌ ரங்கேயின்‌ வகையிலுள்ளதுபோல்‌ தெயிலரின்‌ 
தொடராக விரித்தலால்‌ சரி பிழை பார்ச்கப்படலாம்‌. 


ஒர்த்தற்கான பயிற்சி 
3-5 
8 3-௭ 
ஆகுமிடத்து 4 இன்‌ பெறுமானத்தை (8 பொருளுடைய இலக்கங்களுக்கு) 
ரங்கே, கேன்‌, குற்றா ஆகியோரின்‌ முறைகளால்‌ கண்டு அவற்றை 
1 1678417 என்னும்‌ செம்மையான டெறுமானத்தோடு ஒப்பிடுக. 





எனவும்‌ 2-0 ஆகுமிடத்து$--1 எனவும்‌ குரப்பட்டால்‌ 20.3 


90. வழுபற்றிய எல்லைகளோடு வேறொரு வழி. அவற்றுள்‌ மிகப்‌ 
பெரியதிற்கும்‌ மிகச்‌ சறியதற்குமிடையே 94 இனது வேண்டிய ௮ற்றம்‌ 
உடச்குமாறு நாலு எண்கள்‌ தரும்‌, நாலு சூத்திரங்களை இந்‌. நூலாசிரியர்‌ 
கண்டுள்ளார்‌. இவற்றிலிருந்து ஒரு புதிய அண்ணளவுச்‌ சூத்திரம்‌ பெற 
லாம்‌. ரங்கேயின்‌ உதாரண்த்திற்குப்‌ பிரயோடக்கப்ப்டுமிடத்து இப்புதிய 
சூத்திரம்‌ முன்னுள்ள யாது முறை தருவதிலும்‌ -கூடேதலரகச்‌ செம்மை 
யாகும்‌ முடிபுகளைத்‌ தரும்‌. ்‌ 


118 வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


இந்த முறை வரையறுத்த தொகையீடுகளைப்‌ பற்றி நன்றாகத்‌ தெரிந்த 
பின்வரும்‌ முடிவுகளின்‌ ஒரு விரியாகும்‌. 


91, ஒரு வரையறுத்த தொகையீட்டின்‌ பெறுமானத்தினது எல்லகள்‌. 
(ஐ ஆனது அதுவும்‌ அதனது முதலாம்‌ இரண்டாம்‌ வகைமீட்டுக்‌ 
குணகங்களும்‌ ஐ, ஐருகரக்‌ என்பவற்றிற்கடையே தொடர்ச்சியான 
வையாகும்‌ ஒரு சார்பு ஆகுக. 46) ஆனது 'ஆயிடையில்‌ மாறாக்‌ 
குறியுள்ளதாகுக. உருவத்தில்‌ வளையி, மேல்‌ முகமாகக்‌ குழிவாகுமாறு 
்‌ இக்குறி நேராக எடுக்கப்பட்டுள்ள து. 


1 





படம்‌ 24 


12, 110) 10% என்பன நூ அச்சுக்குச்‌ சமாந்தரம்‌, 48 ஆனது 247 

இனது நடுப்புள்ளி, 592' ஆனது 9 இல்‌ தொடலி, 04--ஈ, 1ம்‌. 
ஆயின்‌ 207 என்னும்‌ பரப்பளவு 62117 என்னுஞ்‌ சரிவகத்தின்‌ 

பரப்பளவுக்கும்‌ 274179, 01477 என்னுஞ்‌ 


சரிவகப்‌ பரப்பளவுகளின்‌ 
கூட்டுத்தொகைக்குமிடையே இடக்கும்‌. 


2 
அதாவ ஐ | (025 என்பது 
(ர 3) 4, என்க, 
எனபதற்கும்‌ 
30/16) 237(6-- 31) 4 7(6--)) 2, என்க, 
எனபதற்குமிடையே இடக்கும்‌. 


உருவத்தில்‌ 47”(ஐ) ஆனது நேரா .[௱ ஆனது 8ீமெல்லையும்‌, 8 ஆனது 
மேலெல்லையுமாகும்‌,. 


எண்ணண்ணளவாக்கம்‌ $]09 


ர (ஐ மறையாகன்‌ .4 ஆனது மேலெல்லையும்‌ 4 தீழெல்லையுமாகும்‌. 

தொகையீட்டின்‌ பெறுமானத்திற்கு ஓர்‌ அண்ணளவாக்கமாக, 4, 2 
ஆஇயெவற்றின்‌ கூட்டலிடையை எடாது, 5--3.4 என்பதை எடுத்தல்‌ 
மிக நன்று; 20% ஆனது நு அச்சுக்குச்‌ சமாந்தரமான்‌ அச்சு உள்ள 
'பரவளைவு வில்லாகுமிடத்து இது செப்பமுடைத்து. சிம்சனின்‌ நெறி பற்றிய 
விவாதத்தில்‌ நுண்கணித நூல்கள்‌ பலவற்றில்‌ நிறுவப்பட்டூள்ளதுபோல்‌ 
இது 

776)--௧--6௪-ட௨“-ட ஸீ 

என்னும்‌ கூடுதலாகப பொதுவான வகையிலும்‌ செப்பமுடைத்து. 


92. வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளால்‌ வரையறுக்கப்படூம்‌ சார்புகளுக்கு 

முன்னுள்ள முடிபுகள்‌ விரித்தல்‌. 

01 
மரு) ௨-௨ ஆகுமிடத்து 9-ம்‌, 
ஆகுமாறு வரையறுக்கப்படும்‌ சார்பை எடுத்துச்‌ சிந்திக்க ள்‌ இங்கு (3) 
ஆனது ௨ இலிருந்து ஈ--4 இற்கு உள்ள உ இன்‌ பெறுமான வீச்சிலும்‌ 
5-% இலிருந்து 5--& இற்கு உள்ள 3 இன்‌ பெறுமான வீச்சுக்கும்‌ 
பின்வரும்‌ எல்லைப்பாடுகளுக்குள்‌ அடங்கும்‌. பினவருவதிலிருந்து 3 இன்‌ 
ஏற்றம்‌ எண்ணனளவில்‌ 4 இலும்‌ சிறிதாகுமென்பது புலனாகும்‌ ; ' ஆகவே 
9) இன்‌ பெறுமாலவுகள்‌ எல்லாம்‌ மேற்கூறிய லீச்சினுள்‌ வரும்‌ எல்லைப்‌ 
பாடுகள்‌ ஆவன்‌: 

(1) (௨9) என்பதும்‌ அதன்‌ முதலாம்‌ இரண்டாம்‌ பகுதி வகையீட்டுக்‌ 
குணகங்களும்‌ முடிவுள்ளனவும்‌ இ தாடர்ச்சியுள்ளனவும்‌. 

(2) அது எண்ணளவில்‌ ஒருபோதும்‌ ஒன்றை அதிகரிக்காது. இந்நிபந்‌ 
தனை திருத்தியாகாவிடின்‌ 2 இற்குப்‌ பதிலாக $ ஐச்‌ சாராமாறியாக 
எடுத்தலால்‌ இதனைத்‌ இருத்தியாக்கும்‌ ஒரு புதிய சமன்பாட்டை பொது 
வாகப்‌ பெறலாம்‌. 

ததத ததை 
(3) ஆதல்‌, ஆதல்‌ குறி மாறாது. 
- _ 1. ரீ17851 
ஆகுமாறு ர, 44 என்பன எவையேனும்‌ ஈர்‌ எண்களாகுக. 

ஆயின்‌ 5 ஆனது ௨--3%, 8--% என்னும்‌ பெறுமானங்கள்‌ 
 கொள்ளுமிடத்து 9 இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ முறையே 8], ச்‌, 
என்பவற்றாற்‌ குறிக்கப்படுமாயின்‌ 

்‌ _ நத வந்தம்‌ வதி விழிரிந்த்‌ ப ப ப்பட வடட (1), 

ம்‌ ட தரி வ மமிரித்து பல்க கவ வலவ வக்க 117 (அ. 
- [இச்சமனிலிகள்‌ % தேராகுமிடத்தே உண்மையாகும்‌. ந மறையாயின்‌ அவை இரவு 
“கொள்ளல்‌ வேண்டும்‌, -ஆனால்‌ இப்பிரிவின்‌ முடிவிற்‌ கூறிய இறுதி முடிபு இங்கும்‌ உணமை 
வ்ரகும்‌.] 


120 வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
$/ என்பதை 
4-0 | (௮22 
என்பதால்‌ வரையறுக்கப்படும்‌ சார்பாக எடுத்துக்‌ கொண்டு ஈற்றுப்‌ பிரிவுச்‌ 


சூத்திரங்களை இப்போது பிரயோடப்போம்‌ ; ஆயின்‌ _[ச04. 2 இற்குப்‌ 


ல 


பதிலாக 7 என்பது பற்றி சூத்திரங்களை உணர்த்தல்‌ வேண்டும்‌. 


இனி, ௨-௨ ஆகுமிடத்து இன்‌ பெறுமானம்‌ 7(ஐ) ஆதலால்‌ 4(6) 
ன (,0). 
இதேமாதிரி 2(௪--2) 72-38, 6-1], 

ப (5-1) --7/(6-டக்‌, 5-2. 
இனி, 3 நேராயின்‌ ரீ ஆனது 49 யோடு அதிகரித்தலால்‌ (1), (2) என்னும்‌ 
சமனிலிகள்‌ 


ரீ6- 2, எல்ணனையபமு ௦--9)-272-3%, 2-1, ....... 9 

ரீ(£-ட்ந, 5-1 ஈ4்‌)-7(6--%, 6-2)7(5-, 64212)... ட (4); 
என்பவற்றிற்கு வழிகாட்டும்‌ 

2 ஆனது மறையாயின்‌, 

ச்‌(2-2%, 5-288)27(6--2%, 65-75-7062, 54:21), ....... (5) 

ரீ(2--க, 9-௭) 7(௪-%, 52-27 -10..... (0) 


07 9 
ஆயின்‌ 45 - ன ஆனதும்‌ ்‌ ஆனதும்‌ நேராயின்‌ பிரிவு 91 -இனது 
4 மி என்னும்‌ முடிபு ஐத்‌ நப பய ப ப்ட்ட்ட்டட்டட்ட படட (7) 
என்பதால்‌ இடமாற்றம்‌ செய்யப்படலாம்‌ ; இங்கு ஐ-7/(௧-ட3%, 65-3௨), 

7066) 127௪-24, 5--2775) - (௪-8, 5117) ; 
0 
(ஐ) நேரா ரு மறையாயின்‌, 
ப தக... அற்ற ப்ப க் ளக வ்ப் கப விட்கம பிக (8): 
இங்கு 2” --27(2- 74, 6-1 124), 
40764) --2/(6- 02%, 53ம்‌) --/(௧-ட%, 6 - ட ஸீ). 


டடத 
இதேமாதிரி 7) ்‌ என்பன இரண்டும்‌ மறையாயின்‌ 


இதத்‌ அ ம மககில் லா ப்கு தது னன்‌ காத்து உல்க்லம்ல்‌ (9); 
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ட்‌ 0 

77* (௨) மறையாக ன்‌ நேராயின்‌ ! 
டு இழு நு டு. பப ப படபட உப ளவ உட உஉ பகவ (10)- 
இம்முடிபுகள்‌ ஒவ்வொரு வகையிலும்‌ (இப்பிரிவின்‌ தொடக்கத்திற்‌ கூறிய 
ரீ பற்றிய எல்லைப்பாடுகளுக்கடங்க) & ஆனது ற,2, 9 என்னும்‌ நாலு 
எண்களுள்‌ மிகப்‌ பெரியதற்கும்‌ மிகச்‌ சிறிமதற்கும்‌ இடைமே இடக்குமெனப்‌ பொழிப்பாககீ 
கூறப்படலாம்‌. 

உ யை 9 ஆல்‌ அல்லது ர ஆல்‌ இடமாற்றம்‌ செய்து கொண்டும்‌ 
4 என்பதை ற ஆல்‌ அல்லது 2 ஆல்‌ இடமாற்றம்‌ செய்து கொண்டும்‌ 
ந--29._14 என்பதை ஓர்‌ அண்ணளவுச்‌ சூத்திரமாக வ ழங்குவோம்‌. 


93. ஓர்‌ எண்ணுதாரணத்கிற்குப்‌ பிரயோகம்‌. 

ரங்கே, குற்றா ஆ௫யோரின்‌ முறைகளை எடுத்துக காட்டுதற்குத்‌ தேர்ந்‌ 
தெடுக்கப்பட்ட உதாரணமாகிய 

3-2 த்‌ 
ன ர புப்ா்‌ ஆகுமிடத்து 9-1, 
என்பதை எடுத்துச்‌ சிந்திக்க. 

ஐ ஆனது 0.2 என்பதால்‌ அ இகரிக்குமிடத்து 84 இனது ஏற்றமாகிய 
£ ஐக்‌ காணல்‌ வெண்டும்‌. இங்கு 7ீ(ஐ,3)--(7-8)/9--2). இச்சார்பு 
ஈற்றுப்‌ பிரிவில்‌ இடப்பட்ட நிபந்தனைகளை த்‌ இருத்தியாக்கும்‌. 

(ரீ (ஐ) நேராதலால்‌ ம ஆனது 1, 1.2 என்பவற்றிற்கிடையே கடக்கும்‌. 28, ர என்ப 
வற்றைக்‌ காணுமிடத்து 3 இற்குக்‌ காணகூ௫ய௰ மிகச்‌ சிறிய வீச்சை எப்போதும்‌ எடுப்போம்‌. 
(ு.27ீ மிர) என்னும்‌ நிபந்தனைகள்‌ 127 2.மமீ என்பவற்றால்‌ இடமாற்றம்‌ செய்யப்படலாம்‌ ; 
இது சில 4 எனனுஙி குறிகளை 3 என்னுங்‌ குறிகளாலே இடமாற்றம்‌ செய்தல்‌ தவிர 
இறுதி முடிவைப்‌ பாதிக்காது.] 





4 
7-1, ௩-(1- .09)/(1.2--0.3) 7 என நாம்‌ எடுப்போம்‌. 


ஆயின்‌, றஐ0.1054521 

2_-0,1006667 

ர0.1674087 

0--0.,1600476 

£ ஆனது ற, ட என்பவற்றிற்டையே உடக்கும்‌. 

வழு 

20--3ற-0.1678424 ப 0.0000007 
குற்றாவின்‌ பெறுமானம்‌ 0.1678449 .  0.0000092 
ரங்கேயின்‌ பெறுமானம்‌ 0.1678487 0.0000070 


கேனின்‌ பெறுமானம்‌ 0.1680250 0.0001833 
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இவற்றுள்‌ இரண்டாவதும்‌ மூன்றாவதும்‌ நாலாவதும்‌ குற்றாவால்‌ கணிக்‌ 
கப்பட்டன. இக்குறிப்பிட்ட உதாரணம்‌ 
மட (2£-௪95) -8 தான்‌ "1 (6/9) - 

எனத்‌ தருமாறு முடிவுள்ள உறுப்புக்களில்‌ தொகையிடுதற்கு இடங்‌ 
கொடுக்கும்‌. ஆகவே &% இன்‌ செம்மைப்‌ பெறுமானத்தைக்‌ காணலாம்‌; 
செம்மைப்‌ பெறுமானம்‌--0.1678417. ஆயின்‌ இவ்வுதாரணத்தில்‌ முடிவு 
செம்மைப்‌ பெறுமானத்திற்கு மிக்க அண்மையிலுள்ளதாகும்‌. வழுக்கள்‌ 
மேற்கூறியவாறு. 

£--] என்னும்‌ கூடுதலாகப்‌ பெரிதாகும்‌ ஆயிடையை எ டுச்தலாறும்‌ 
இந்த முறையைச்‌ சோதிக்கலாம்‌. ஆனால்‌ முடிவு பெறுதற்குக்‌ கூடுதலாகச்‌ 
செம்மையாகும்‌ வழி, ரங்கே செய்வது போல்‌, &--0.2, 0.8, 0.5 எனப்‌ பல 
படிகளை எடுத்தலேயாம்‌. 


எனினும்‌ பெரிய ஆயிடைக்கு முடிபுகள்‌ எவ்வளவு பிழையுடையன 
எனக்‌ கவனித்தல்‌ கவர்ச்சிக்குரியது. 


அ], ந ள்‌ ] -0 என எடிப்போம்‌. 

ஆயின்‌, 9-2ற- 0.50000. 

உண்மைப்‌ பெறுமானம்‌ 5 0,40828, 

ப. கழு 

குற்றாவீன்‌ பெறுமானம்‌ ௪ 0.49914 0.00086 
எமது பெறுமானம்‌ - 0,50000 0.00112 
கேனின்‌ பெறுமானம்‌ _ 051613 0,017 
ரஙகேயின்‌ பெறுமானம்‌ 00,5288] 0.025585 


இங்கு குற்றாலின்‌ பெறுமானம்‌ மிக்க அண்மையிலுள்ளதும்‌ எமது 
பெறுமானம்‌ இரண்டாவதுமாய்‌ உள்ளன. 

(24, ௩ என்பவறறைத்‌ துணிதற்கு முறைமையான முறை பற்றியும்‌ பிரிவுகள்‌ 90-05 
இன்‌ முறையினது நிமிரின்‌ விரி பறறியும பிரிவு 183 ஐப பா£கக. (எல்லாவறறுள்ளும்‌ 
உத்தமமான) அடம்சின்‌ எண்‌ முறை பற்றி பில 183 ஐப்‌ பார்கக.] 


அத்தியாயம்‌ 1&% 
தொடர்முறைத்‌ தர்வு ஃபிரோயீனியசன்‌ முறை 


94. அத்தியாயம்‌ 711 இல்‌ 

2 

40௮0 
என்னும்‌ வடிவத்திலுள்ள பல்வேறு சமன்பாடுகளினது தீர்வுகளைப்‌ பெற்‌ 
துள்ளோம்‌ ; இங்கு 7, 9 என்பன ௨ இன்‌ சார்புகள்‌. 

ஒவ்வொரு வகையிலும்‌ தீர்வு 

9--ஜீ(ஐ)-ம (2) 
என்னும்‌ வடிவம்‌ கொண்டுள்ளது.; இங்கு ௭, 6 என்பன எதேச்சை 
மாறிலிகள்‌. ப 

ரீ(2, 7(2) என்னுஞ்‌ சார்புகள்‌ பொதுவாக (1-2) ௪, சைன்‌ ௨-௪ 
கோசை ஐ, ஐூ-டஐ*, உட மட, 21/2 என்பன போன்ற ௪ இன்‌ 
முழுவெண்‌ வலுக்கள்‌ அல்லது பின்ன வலுக்கள்‌, சைன்கள்‌ அல்லது 
கோசைன்கள்‌, அடுக்குக்‌ குறிகள்‌, மடக்கைகள்‌ ஆகியவற்றால்‌ ஆக்கப்‌ 
பட்டுள்ளன. இச்சார்புகளுள்‌ ழு தலாவதும்‌ இரண்டாவதும்‌ மக்சளோரினின்‌ 
தேற்றத்தால்‌ ஈ இன ஏறு முழுவெண்‌ வவலுக்களில்‌ விரிக்கப்படலாம்‌ ; 
மற்றையவையை அவ்வாறு விரித்தல்‌ முடியாது, ஈற்றுச்‌ சார்பை 1/௨ 
பற்றியே விரிக்கலாம்‌. ்‌ 

இவ்வத்தியாயத்தில்‌ பிஃரோபீனியஸ்‌ என்பவரைப்‌ பின்பற்றி, ஈ கள்‌ 
மாறிலிகளாக, 

நஜ (0-0? 4... 22222 முடி விலிக்கு) 
என்னும்‌ பரீட்சைத்‌ தீர்வு எடுப்போம்‌. 

6 என்னுஞ்‌ சுட்டியானது சுட்டிசார்‌ சமன்பாடு எனப்படும்‌ ஒர்‌ இருபடிச்‌ 
சமன்பாட்டாலே துணியப்படும்‌. இச்சமன்பாட்டின்‌ மூலங்கள்‌ சமமாகலாம்‌, 
வேறுவேறாக முழுவெண்ணால்‌ லித்தியாசப்படலாம்‌. வேறு வேறுகி 
முழுவெண்ணல்லாத கணியத்தால்‌ வித்தியாசப்படலாம்‌. இவ்வகைகள்‌ 
வேறு வேரறுகத்‌ தர்க்கிக்கப்படல்‌ வேண்டும்‌. 

ஃபுரோபீனியஸ்‌ வழங்கிய பரீட்சைத்‌ இர்வு வடிவத்தின்‌ விசேட நன்மை 
யானது வகையீட்டுச்‌ சமனபாடு இரண்டாம்‌ வடிவத்‌ ர்வு கொள்ளு 
மிடத்து மட ௨ என்பதைக்‌ கொண்ட வேறொரு வடிவத்‌ தீர்வுக்கு அது 
வழிகாட்டும்‌ எனபதே. 
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1. 

௪ போன்ற சார்பு உ இன்‌ ஏறு வலுக்களில்‌ விரிக்கப்பட முடியாமை 
யால்‌ இவ்வியற்கைத்‌ தீர்வு கொள்ளும்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளுக்கு 
இந்த முறை பயன்படாதென்பதை எதிர்பார்த்தல்‌ வேண்டும்‌. எச்சமன்‌ 
பாடுகளுக்கு ஃபுரோபீனியசின்‌ வடிவங்கள்‌ (ஒழுங்கான தொகையீடுகள்‌) 
கொள்ளும்‌ தீர்வுகள்‌ உண்டு என்பதையும்‌, ஐ இன்‌ எப்பெறுமான 
வீச்சுக்கு இத்தீர்வுகள்‌ ஒருங்கும்‌ என்பதையும்‌ உடனடியாகத்‌ துணி 
தற்கு ஒரு மூறை சுட்டிக்‌ காட்டப்படும்‌. 2 
. இவ்வத்திமாயத்தின்‌ நோக்கம்‌ உதாரணங்களை எவ்வாறு பரிகரிக்கலா 
மெனக்‌ காட்டுதலே. வேண்டிய தேற்றங்களின்‌ வழக்கமான நிறுவல்கள்‌ 
அடுத்த அத்தியாயத்திலே தரப்படும்‌. 

உதாரணங்களுள்‌ பெசல்‌, லசாந்தர்‌, றிக்காற்றி ஆஇயோரின்‌ பிரதான 
மான சமன்பாடுகள்‌ காணப்படும்‌. அன்றியும்‌ அதிபர பெருக்கற்‌ சமன்‌ 
பாடு அல்லது கவுசுச்‌ சமன்பாடும்‌, அதன்‌ இருபத்து நாலு இர்வுகளும்‌ 
சுருக்கமாகத்‌ தரப்படும்‌. 

[ஃபிரிடிநிக்‌ விலெம்‌ பெசல்‌ (1788-1840) என்பவர்‌ கொனிக்ஸ்பேக்கில்‌ -வானோக்கு 
நிலையத்‌ தலைவராயிருந்தார்‌. “ பெசலின்‌ சா£புகள ” மூலமாக அவர்‌ நன்றாய்‌ அறியப்படுவரா. 

அட்றிபன மாறி லசாந்தர்‌ (1752-1883) என்பவர்‌ “ வலய இசையங்கள்‌ ” அல்லது 
“ லசாந்தரின குணகங்கள்‌ ” மூலமாக நனறாய்‌ அறியப்படுவார்‌. நீள்வளையத்‌ தொகையீடுகள்‌ 
பறறியும்‌ எண்கொள்கை பற்றியும்‌ பெருந்தொகை வேலை செய்துள்ளார்‌. 

யககோபோ பிராஞ்செஸகோ, கவுன்ட்றிக்காற்றி (1016-1754) என்பவர்‌ * றிக்காற்றியின்‌ 
சமன்பாடு ” பற்றியும்‌ ஒரு தந்த வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ வரிசையைத்‌ தாழ்தீதல்‌ பற்றியும்‌ 
எழுதியுள்ளார்‌. ்‌ 

“ பத்தொன்பதாம்‌ நூற்றாணடின்‌ ஆக்கிமிடீஸ்‌ ”” ஆகிய காள்‌ஃபிரிடிறிக்‌ கவுல்‌ (1777-1865) 
என்பவர்‌ எண்கொள்கை, துணிகோவை, முடிவில்‌ தொடர்‌, வழுக்கொள்கை, வானியல்‌, 


கோளப்பாத்தியல்‌, மினனியல்‌, காந்தவியல்‌ எனபவற்றை உட்படுத்தும்‌ பெருவீச்சுப்‌ பாடங்‌ 
களில்‌ புதுமைகளை வெளியாக்கியுள்ளார்‌.] 


95. வகை 1, சுட்டிசார்‌ சமன்பாட்டு மூலங்கள்‌ சமமின்றி முழு 
வெண்ணல்லாக்‌ கணியத்தால்‌ வித்இயாசப்படும்‌. 
0 மர 
கேஸி - நூ 69-50 அல்கு எல்ல ம்ம பலவு கரக்‌ அம] 
என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டை எடுத்துச்‌ சிந்இக்க. 
540 ஆக, 5--8£(ர)--8௮௨--ஈஎ”-* . . . என), இடுவோமாயின்‌ 
42 ௦] 0 3 
2ம்‌ எர --6(6--1)2-(092 ட 
யூத 0-8 ௬3 9 
2 ஒது 6(62-1)2௪ (2-1) -:(6--2)(6-1)2- .... 
என்பன பெறப்படும்‌. ்‌ 
[2 இன்‌ ஏறுவலுக்களிலுள்ள்‌ தொடரை ஒருங்கற்‌ பிரதேசத்தில்‌ இவ்வாறு உறுப்புறுப்பாக 
வகையிடல்‌ முறைமையாகும்‌. பிரோமிச்‌, “ முடிவில்‌ தொடர்‌” பிரிவு 5 ஐப்‌ பார்க்க.) 
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1) இல்‌ 4-2 எனப்‌ பிரதியிட்டுக்கொண்டு உ இனது பின்னடூம்‌ வலுக்‌ 


களின்‌ குணகங்களைப்‌ பூச்சியத்திற்குச்‌ சமப்படுத்துக. 


2௨ இன்‌ மிகத்‌ தாழ்ந்த வலு ௧-1 ஆகும்‌. அதன்‌ குணகத்தைப்‌ 


பூச்சியத்திற்குச்‌ சமப்படுத்துதலினால்‌, 
2012௦(6 - 1) - 6-0, 


அதாவது 0(-8)9-0 22-௨2 ட டப்தல்க தவக்‌ பல 


௨050 ஆதலால்‌. 
(2) என்பது சட்டிசார்‌ சமன்பாடு எனப்படும்‌. 
ஐ£ இன்‌ குணகத்தைப்‌ பூச்சியத்திற்குச்‌ சமப்படுத்துதலினால்‌, 


௨(2(2--1)௦- (6--1))--0 அதாவது உ,-0 ஃ_4ஃ2222௨ ப 


கூடுதலாக உறுப்புக்களைக்‌ கொள்ளும்‌ ௧£** இன்‌ குணகம்‌ தருவது 
௯(2(6--9)(6--1) - (6499-1௯(6-1) -6)40, 





அதாவது 8,(6-1-2)(26--1) -1- ஷ(6-1- 2)(6 ன்‌ ௮-0, 
அதாவது ரூ(26-1-1)-1-(2-3)0 4-9 லலகல்க வடட 
இதேமா திரி 8(2௦-1-3)--2,(0-2)--0 ....ஃஃஃ222 222 உலக 
அத 8(2--5)--(0-1)-0 222 உட்கா 
வேறும்‌ இவ்வாறே. 
இட்டு வை வகை ஆூயவற்றிலிருந்து 
0--8,--05--0ே-ு ௨௨ அஜேபர। 

(4), (6) ப வப வவட வவர ஆயவற்றிலிருந்து 

டட. அம்ப 

டி 1 ஐ. ெ5' 

டி. 1 ௩. 02% -௦. 

கட... .8-9' சூட... 80-48 


ஆனால்‌ (8) இலிருந்து 6-0 அல்லது? . 
ஆயின்‌, 6-0 ஆகுமிடத்து 


ஆ 1 1 
த-ஐ(1--9“-- த்‌ _ 152 552 7-0 என்க ்‌ 


இங்கு ஈட என்பது ௨ ஆல்‌ இடமாற்றஞ்‌ செய்யப்பட்டுள்ள.து. 
௦-$₹ ஆகுமிடத்து 


13 15.5 155.9 
__$,ஃ3/* ய்‌ தூ. டட 
202 (14 8-2 தூ “86432 19 
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5௪, என்க ; எதேச்சையாகும்‌ ௫ என்பது இங்கு 8 ஆல்‌ இடமாற்றஞ்‌ 
செய்யப்படும்‌. தின 4$--௧4--0௦ என்பது ஈர்‌ எதேச்சை மாறிலிகளைக்‌ 
கொள்ளும்‌ ஒரு இர்வு ஆதலால்‌ அது முற்றிய மூலியாக எடுக்கப்படலாம்‌. 


பொருவாக, சுட்டிசார்‌ சம(பாடு ஒரு முழுவெண்ணல்லாக்‌ கணியத்தால்‌ வித்தியாசப்படாத ௩6 
எனனும்‌ சமனில்லா முலங்கள்‌ உடையதாயின்‌ ௦ இன்‌ இப்பெறுமானங்‌ களை 2 பற்றிய தொடசில 
பிரதியிடுதலால்‌ இரு சாராத்‌ தீர்வுகளைப பெறுவோம்‌. 

இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 


85 ர்‌ 
௫ கக ஆழ ஐ ௯(1-ஒ-34(1-ஓ 2 4௫௭0 
8 சே 


(3) கி ௮5 12 ட்டில்‌ 0. 
(3௯% ட அப 2 
நட தம (25-90 
ம்‌ லே 


96. ஈற்றுப்‌ பிரிவில்‌ பெறப்பட்டு்ள்ள தொடரின்‌ ஒருங்கல்‌ 
உயர்‌ அட்சரகணிதம்‌ அல்லது பகுபபுப்‌ பற்றிய ஏறக்குறைய ஒவ்வொரு 
நூலிலும்‌ 
எல்லை |(7%-1 
௦ | (7௩. 
ள்ள ம தத்தத்‌ அக்க என்னும்‌ முடிலில்‌ தொடர்‌ ஒருங்கு 
மென்பது நிறுவப்பட்டுள்ளது. 
இங்கு பெற்றுள்ன தொடரில்‌ 
உ ஜே?” 5, அதாவது 
(0௩ ன்‌ 8௩, இட. நடக 5 2 ப்‌ 
“ம. கவட. இக்கட. 
72௦0 ஆகுமிடத்து இதன்‌ எல்லை 6 இன்‌ பெறுமானத்தைச்‌ சாராத 
24 ஆகும்‌, 
ஆகவே 2] 2௩/72 ஆகுமிடத்து, பெறப்பட்டூள்ள இரு பர்லன்‌ ஒருங்கும்‌. 
இவ்வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடு 


எ ௮௮4 ரய 


என்னும்‌ வடிவத்திற்கு ஒடுக்கப்படுமாயின்‌ 








ஆயின்‌ ூ--ஷ-( ஷூ -- 


ஆ 


ம 
- 2௭ ஆதிய ற() என்பதும்‌ 


ட்ட ஆவே ர(2) என்பதும்‌ |ஈ] 24 ஆகுமாறுள்ள 


2 இன பெறுமானங்களுக்கு ஒருங்கு வலுத்தொடராக விரிக்கததகும்‌ 
என்பதைக்‌ கவனித்தல்‌ கவர்ச்சிக்குரியது. 
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அதாவது, இவ்வுதாரணத்தில்‌ ஒருங்கற்‌ பிரதேசமானது (5), ர(2) 

என்பன ஒருங்கு வலுத்தொடராகீ விரிக்கத்தகும்‌ பிரதேசத்தோடு சர்வ 

சமனாகும்‌. இத்தேற்றம்‌ பொதுவாக உண்மையாகுமென்பதை அத்தியாயம்‌ 
2 இல்‌ காட்டுவோம்‌. 


இர்த்தற்கான பயிற்ள்‌ 

ஈறறுப பயிற்சித்‌ தொடையின்‌ இர்வுகளுககு ஒருஙகற பிரதேசம்‌ காணக. ஒவ்வொரு வகை 
யிலும்‌ ஒருங்கற்‌ பிரதேசம ற (6), ஏ (2) என்பன ஒருங்கு வலுத்தொடராக விரிச்கத்ககும்‌ 
பிரகேசத்கோடு சாவசமனாகுமென்பதைச சரிபிமை பாக்க. 
இரத்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 


97. வகை 14. எ சமன்பாட்டூ மூலங்கள்‌ சமமாகும்‌. 


மீற 
டக ர இழப்‌ 

(ஐ ட்‌ 02 92) 77 49/0. 
என்னும்‌ சமன்பாட்டை எடுத்துச்‌ சிந்திக்க. 

2--2(உ)--௰--௨ஈ£....) 
என £ இட்டுக்கொண்டு வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டிற்‌ பிரதியிட்ட பின்னர்‌ பிரிவு 
95 இல்‌ உள்ளதுபோல்‌: உ இன்‌ பின்னடும்‌ வலுக்களின்‌ குணகங்களைப்‌ 
பூச்சியத்‌ இற்குச்‌ சமப்படுத்துக. அப்பொழுது, 

2ரி0(6- 1)--6)--0 


அகுாவது இது. அ மங்லக்கள்ல்மமய பல்வ க வவட வ வலக (1), 
௨-((2--1)௦--௦-1) - ச12(6- 1)--56-1-4)-0), 

அதாவது. ௬(6-1)3-ர(6-2)5--0 .......... 2 யய ல வலவ வடக (2), 
8(0--2)2-௩(6-3)5--0 222 வலல வலவ லவ உவ (௮, 
6-௮) இதி 0. வவ லல வல்லவ ல்டில்ல வல்லம்‌ எ (4); 


வேறும்‌ இவ்வாறே. 
ஆகவே, 6-0 ஆயின்‌ 


6-1- 2 ௦-8 ௦--கி2 
ககம (பபச (ப பபயர்‌ மன்றல்‌ 


என்பது ஒரு தீர்வாகும்‌. 

இது ஒரு தொடரையே தரும்‌. 
ஆனால்‌ வகைமீட்டூச்‌ சமன்பாட்டின்‌ இடக்கைப்பக்கத்தில்‌ தொடரை (6-0 
என இடாமல்‌) பிரதியிடுவோமாயின்‌ ௬௦₹-1 என்னும்‌ ஒன்றி உறுப்பைப்‌ 
பெறுவோம்‌. இது 6 இன்‌ வர்க்கத்தைக்‌ கொள்ளலால்‌ ௦ குறித்து இதன்‌: 
பகுதி வகையீட்டுக்‌ குணகமாகிய 3௯௦” *-டர0£2£- 1 மட ௨ என்பதும்‌ 
௦-0 ஆகுமிடத்து மறையும்‌. 
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அதாவது 
2 ்‌ ம 8 ட்‌ 2 3 ரபர்‌ 
உ ச-னிஇர்‌ 0-9 த - |சசககக பச்சி மட்க 
வகையீட்டுச்‌ செயலிகள்‌ பரிவர்த்தனைக்கு உரியனவாதலால்‌, இது 


௦-ந 
-- ரே மடத 


0 1 


௮ டப ௩41228௦௯. 
குக ட அது இ டழ்த ரக 
என எழுதப்படலாம்‌. 


ஆகவே ட்‌ ஆனது, வகையிடலுக்குப்‌ பின்னர்‌ £ ஆனது பூச்சியத்திற்குச்‌ 


சமமென இடப்படூமிடத்து, வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டினது இரண்டாம்‌ தீர்வு 
ஆகும்‌. 


வகையிட, 
0 வண அத்‌ ட * 
த தன கவிக்‌ இர்‌ உறர 1 (௦-(1)” 


௦6-14 ல 


௦0 எனவும்‌ இரு தொடர்களிலும்‌ முறையே ௫, 6 எனவும்‌ இட, 
2௧013 ற -ட 38464...) ம என்க, 
02 
௨ மடஐ-%(1,22--9.88-5.48-'......) 0௦ என்க. 
முற்றிய மூலி 8௩-0௦ ஆகும்‌. 
பொதுவாக, சுட்டிச்சார்‌ சமன்பாட்டுக்கு 6-௦ என்னும்‌ இரு சம மூலங்கள்‌ . 
0 
உண்டெனின்‌ 6 இனது இப்பெறுமானத்தை 3) ன்‌ என்பனவற்றிற்‌ பிரதி 
யிடலால்‌ இரு சாராத்‌ தீர்வுகளைப்‌ பெறுவோம்‌. இரண்டாம்‌ இர்வு முதல்‌ 
ஐர்லினதும்‌ (அல்லது அதன்‌ ஓர்‌ எண்‌ மடங்கினதும்‌) மட 5 இனதும்‌ 
பெருக்கத்தை வேறொரு தொடருக்குச்‌ சேர்த்தலால்‌ ஆக்கப்படும்‌. 
குறிப்பிட்ட உதாரணத்தை மீள நோக்குமிடத்து பிரிவு 96 இல்‌ உள்ளது 
போல்‌ ஐ (9, ர (2) என்பன பற்றிய சிந்தனை காட்டுவது ||] ஆயின்‌ 
தொடர்கள்‌ ஒருங்குமென்பதே. இது திருத்தமாகுமென்பதை எளிதிற்‌ : 


காட்டலாம்‌, 
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இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 


3 ரே 
8) என்‌ ம்‌ வெ டத்ம்‌ 
(1) 66-25) அப்‌ (1 2) 20. 


தன்ன படட தகட்ட 
(2) பெசலின்‌ பூச்சிய வரிசைச்‌ சமன்பாடாயே ஐ 35 த த 4 ஏம 0. 
83 நே 
இக அரா. வார்ம்‌ 


(0404-2) க்‌ பழய. 

98. வகை1ம.. இன்‌ குணகத்தை முடிவில்லாததாக்குமாறு ௬ட்டிசார்‌ 
சமன்பாட்டு மூலங்கள்‌ ஒரு முழுவெண்ணால்‌ வித்தியாசப்படூம்‌. 

பெசலின்‌ முதல்‌ ர சமன்பாடாகிய 

253 
27” ன ” * 6-1)340 
என்பதை எடுத்துச்‌ சிந்திக்க. 
பிரிவு 95 இல்‌ உள்ளது போல்‌ தொடர்ந்து செய்ய 
௯16(62-1)-௦2-1)-0, 


ஐ 


அதாவது ௦-1-0.,..... 222 வலவ (1), 
௨ ((2-1)2-1)0, 
அதாவது 8-0... வ வவ உ ககக (2), 
௩ ((0-1-2)35-1)-ட 0-0... வல லவவ்வ வ வ வகக வ உஉஉலடக (9), 
| ஆ((2--ஐ)5-1]-ம கட தரர0.. யய ய வவட கக் க கக்க கக க்கட ககர (4); 
இவை தருவது 


ண்ணா அரு 
அரக்கி ழ்‌ வ வ௮5ர்‌ வர க 5) 


ர்‌ எம பயல பய கை யை வ வ ம்‌ 20 ம]. 
(6-1) 6-8)“ (6-5) 6-7) 

(1) என்னும்‌ சுட்டிசார்‌ சமன்பாட்டின்‌ மூலங்கள்‌ 6-1 அல்லது - 1. 
ஆனால்‌ இத்தொடரில்‌ 2-1 என இடுவோமாயின்‌ பகுதியில்‌ 6-1 
என்னுங்‌ காரணியிருத்தலால்‌ குணகங்கள்‌ முடிவில்லாதனவாகும்‌. 

இவ்வில்லங்கத்தைத்‌ தீர்ப்பதற்கு ஈட இற்குப்‌ பதிலாக (6-1) & யை 
எழுதுவோம்‌ $50 ண்‌ தீருவன 

1 


டத்‌ மட எகர (௦-8) து 
அ / ந 
- 91455 டு ..] (9, 


 அதப்ப சட்ட - 1) 28% (2-1) (8-1) த? (01) (6-1, 


1௨0 ்‌.. வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


வகை 17 இல்‌ உள்ளது போல்‌ அதே மாதிரி (64 1)5 என்னும்‌ வர்க்கத்த 
காரணியினது நிகழுகை காட்டுவது 2 மட்டுமல்ல ௬ இ என்பதும்‌ 2-1 
ஆகுமிடத்து வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ தஇருப்தியாக்குமென்பதே. அன்‌ 
றியும்‌ 2 இல்‌ 6-1 என இடுதலும்‌ ஒரு தீர்வு தரும்‌. ஆகவே தோற்றமாக 
இரண்டாம்‌ வரிசை வகைமீட்டூச்‌ சமன்பாட்டுக்கு மூன்று தீர்வுகளைப்‌ பெற்‌ 
௮ள்ளோம்‌. 


அவற்றைச்‌ செய்யுமிடத்து முறையே பெறுவன 


3 1 க & டன்‌ 6 ர என்க 
ணை படா தல்‌ எட அது ச ஒலு ்‌ 
3 1 0 1 ்‌ & ப 
ம மடற-டட்ற ஜு “௬2125 4]? 92426 


னை. 10 ர. 
ர ளட ஐூ-1-..../ எங்க) என்க, 
வல்ல ஆத அ அன்ப ௮ அட கனம்‌ 
தம்‌ ர ஹாட்‌ அத எழு ்‌ 
௦ -4உ என்பது 'கண்கூடாதலால்‌ ஏகபரிமாணமுறையாய்ச்‌ சாராத 
இரு தீர்வுகள்‌ மட்டுமே கண்டுள்ளோம்‌ ; முற்றிய மூலி 8௨-8௦ ஆகும்‌. 
தொடர்கள்‌ உ.இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ ஒருங்குமென்பசு 
எளிதில்‌ நிறுவப்படலாம்‌. 


5 பற்றிய கோவையில்‌ முறையே ௦ -1, ௦-1 எனப்‌ பிரதியிடலால்‌ 
(ஒர்‌ மாறா மடங்கைத்‌ தலிர்த்து) பெறப்படும்‌ சர்வசமன்‌ தற்செயலான 
தல்ல. அது (4) என்னுந்‌ தொடர்பாகிய 


ஈ((0 1092-19-20 
என்பதிலிருந்து உடனடியாகப்‌ புலனாகும்‌. 
6-1 ஆயின்‌, இது தருவது ஈ,1((1--ஐ- 19-09... (6). 
- 2-1 ஆயின்‌, ,((-1- 5-1), 0) 
ஆகவே ௩ இற்குப்‌ பதிலாக ௩-2 எழுத 





உஉ1((1--௫)2- 1-0... பவ வடட வட (7). 
நேட2 நக நட்‌ 
ஆகவே [ ... ன ர்‌. ப டசன் ட வன்ம வகிப்றய்‌ சில்க்‌ (6). 


அடைப்புக்குப்‌ புறத்தே [2], 1 என்பது ௨-3 என்னும்‌ காரணியும்‌ [2], 
என்பது ஈ என்னுங்‌ காரணியும்‌ கொள்வதால்‌ (8) என்னுந்‌ தொடர்‌ 
பினது உண்மைப்‌ பொருள்‌ இரு தொடர்களிலும்‌ ௨ இன்‌ ஒத்த 'வலு 
க்களின்‌ குணகங்கள்‌ மாறா லிதிதத்தில்‌ உள்ளன என்பதே. ' மூதல்‌. 
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தொடர்‌ தோற்றமாக ௨ஐ”1 என்பதைக்‌ கொள்ளும்‌ ஒரு மேலதிகமான 
உறுப்பைக்‌ கொள்ளும்‌, ஆனால்‌ (6-1-1) என்பது காரணியாகுங்‌ காரணத்தால்‌ 
இது மறையும்‌. , 

பொதுவாக, சுட்டிசார்‌ சமன்பாடு முழுவெண்ணால்‌ வித்தியாசப்படும்‌ 6, 8 
(ஊ8 என்க) என்னும்‌ இரு மூலங்கள்‌ உடையதாமினும்‌ ௦-.$ ஆகுமி . 
டத்து ௨ இன்‌ ல குணகங்கள்‌ முடிலில்லாதனவாயினும்‌ ௬ இற்குப்‌ பதி 
“லாக % (௦- $) என எழுதுதலால்‌ 2 இன்‌ வடிவத்தில்‌ திரிவு செய்வோம்‌. 


0 / 
2 இனது திரிந்த வடிவத்திலும்‌ ௬ இலும்‌ ௦- 8 என இ௫ுதலால்‌ .இரு 
சாராத்‌ தீர்வுகளைப்‌ பெறுவோம்‌. 8 இல்‌ 2--& என இடுதலாற்‌ பெறப்படும்‌ 
முடிபு ஊரி என இடூதலாற்‌ பெறப்படும்‌ முடிபின்‌ ஓர்‌ எண்மடங்கை 
மட்டுமே தரும்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 


(1) பெசலின்‌ இரண்டாம்‌ வரிசைச சமன்பாடாகிய 


0... நே 
8-5 பற... (ஐ₹-4) 9-0. 
கள ரத ) 3] 
மீ பூ 
2 1] ஜூ. ட்ட மு0. 
ஒக - 4 





8 0 
(12): 3௮0. 
மே 


32) ௧21-2) ள்‌ 
௮) ஜே 
க தட்ட உ 9-0. 
(4) (6-ற₹-௦) ரர. 8 


9. வகை 197 ந இனது ஒரு குணகம்‌ தேராததாகுமாறு ௬ட்டிசார்‌ 
சமன்பாட்டு மூலங்கள்‌ ஒரு முழுவெண்ணால்‌ வித்தியாசப்படூம்‌. 
ம 09 
(1-5) தா கேடா 
என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டை எடுக்க. 


வழக்கம்போல்‌ தொடர்ந்து செய்ய 


ஈ(6-1)--02. . வல்லவ (1) 

௩ (6--1)0-0........௨. (2) 

8, (0-9) (௦-ட1)-டஷ(-௦(6-1)-22-1)--0 க டக்ண்ண்ட்‌ ல்ல] 

8, (0-8) 42)--௨(- (6-1)243 (641)-1)-0 ணத ன கட்க (4), 


வேறும்‌ இவ்வாறே. 

(1) தருவது 6-0 அல்லது ப 

(2) இல்‌ உ, இன்‌ குணகம்‌ ௦-0 ஆகுமிடத்து மறையும்‌ ; 

சமன்பாட்டில்‌ வேறு உறுப்பு இல்லாமையால்‌ ௨; ஆனது முடிவில்லாதது 
ஆதற்குப்‌ பதிலாக தேராததாகும்‌. 


192 ப வனசகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ : 


61 ஆயின்‌ ௩-0. 


ஆயின்‌ ௦-0 ஆகுமிடத்து 8), (,..௨.. .. என்னுஞ்‌ சமன்பாடுகளி 
லிருந்து 
202 [- றே -- 0, 
60 -- 98) --0, 
12, --86,2--0, 


ந அதக ர ர ர ர ர ர ர] 


1 1 1 
ஆகவே, [8], - ௮ தர்‌ 4 ன 4 -] 


௩ ௨12 - தக கட்‌ பரு ன்‌ 
்‌ 2 40 6௦0 ஞ்‌ 


இது ஈர்‌ எதேச்சை மாறிலிகளைக்‌ கொள்ளுதலால்‌ இது முற்றிய மூலியாக 
எடுக்கப்படலாம்‌. 12-11] ஆமின்‌ இத்தொடர்‌ ஒருங்குமென்பது நிறுவப்‌ 
படலாம்‌. 


ஆனால்‌ 6-1 என்பதாலே தரப்படும்‌ மற்றைத்‌ தீர்வும்‌ உண்டு. குண 
கங்களைக்‌ கணித்து, 


] டட ட்‌ பதி 
டட த ற்‌ ம றத 1 
பப்‌ 5 24 560 ன 
இது முதல்‌ தீர்விலுள்ள இரண்டாம்‌ தொடரின்‌ மாறா மடங்கு. 
வகை 117 இல்‌ உள்ளது போன்ற நியாய முறையிலிருந்து இது முன்‌ 
னறியப்படும்‌. 


பொதுவாக, சுட்டிசார்‌ சமன்பாடு ஒரு முழுவெண்ணால்‌ வித்தியாசப்படும்‌ 
8, 8 (௦8) என்னும்‌ மூலங்கள்‌ உடையதாயினும்‌ 2 இனது குணகங்கள்‌ 
ஒன்று 6-8 ஆகுமிடத்து தேராததாயினும்‌ முற்றிய மூலி ௧. இல்‌ 
௦-8 என இடுதலாற்‌' பெறப்படும்‌ ழ இது ஈர்‌ எதேச்சை மாறிலிகளைக்‌ 
கொள்ளும்‌. & இல்‌ 6௨ என இடுதல்‌ முதலாம்‌ றட 
தொடர்‌ ஒன்றின்‌ எண்மடங்கையே தரும்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 
(1) லசாந்தரின்‌ முதலாம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடாகய 
3 ஜே 
கர ஆ பப 10 
(2) லசாந்தரின்‌ ௩ ஆம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடாகய 
தப, 23 
1-௪ க ௬41) 0. 


மு 
(2) 29-20. (3) (4௮) பர்க்‌ (1-2) 9-0 
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100 இந்த முறை பயன்படாத சில வகைகள்‌. 


3. ப 
௪ ஆனது ஈ இன்‌ ஏறு வலுக்களில்‌ விரிக்கப்படாமையால்‌ வகையீட்டூச்‌ 


சமன்பாடு இத்தகைத்‌ இர்வு கொள்ளுமிடத்து இந்த முறை எந்த வழியிலும்‌ 
பயன்படாது என்பதை எதிர்பார்த்தல்‌ வேண்டும்‌. ஒர்‌ உதாரணம்‌ அமைத்‌ 


தற்கு 8“, 6”*₹ என்பன தீர்வுகளாகும்‌ ரு 8-0 என்‌ 5 சமன்பாட்டை 
கும்‌ 52 ஞ்‌ 


] 
எடுத்து 2-7 என இடுதலால்‌ அதனை உருமாற்றுக. 


, 8 20] ] ரது 0 
. அப்பொழுது 2 சீதம்‌ ஜீரக. 24 ்‌ 
நே ம ம [10] ௨ே 89 ர்‌ 31 
022 82 (4) வடர | ்‌ ப ) ட்‌ ட்‌ ச 4. 


ஆகவே புதிய சமன்பாடு சம்‌ ய்‌ 0 ஆகும்‌. 
வழக்கமான முறையைப்‌ பிரயோஇக்க முயல்வோமாயின்‌ -ர-0 
என்னுஞ்‌ சுட்டிசார்‌ சமன்பாட்டைப்‌ பெறுவோம்‌ ; கருதுகோளின்படி ர5*0 
ஆதலால்‌ இதற்கு மூலங்களில்லை (அல்லது இரு முடிவில்லா மூலங்கள்‌ 
உண்டு எனக்‌ கூறலாம்‌). 
இத்தகை வகைமீட்டூச்‌ சமன்பாட்டுக்கு ௨ இன்‌ ஏறு வலுக்களில்‌ ஒழுங்‌ 
த்த! 1 
கான தொகையீடு யாதுமில்லை எனப்படும்‌. ஆனால்‌ 8, 8 * என்பன 5 
இன்‌ வலுக்களில்‌ விரிக்கப்படலாம்‌. 
பின்வரும்‌ உதாரணங்கள்‌ சுட்டிசார்‌ சமன்பாடு ஒருங்குதொடர்‌ 
தருவதாகவோ தராததாகவோ ஒரு மூலமே கொள்ளுதல்‌ போன்ற வேறு 
நேர்தகவுகளை எடுத்துக்காட்டும்‌. 
ரர... ர்‌ ்‌ மட ்‌ 
சமன்பாடு ஜட ௪(09-0 என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதப்‌ 
படுமாயின்‌ இந்த முறை பயன்பட்டூள்ள ஒவ்வொரு வகையிலும்‌ 2-0 
ஆகுமிடத்து ஐ (௮), ர (2) என்பன முடிவுள்ளன என்பதும்‌ ஆனால்‌ பயன்படா 
வகைகள்‌ எல்லாவற்றிலும்‌ இந்நிபந்தனை திருத்தியாகாது என்பதும்‌ 
கவனிக்கப்படும்‌. * 
. உதாரணமாக, மேலுள்ள உதாரணத்‌ இல்‌ 


றஐ()-2, 


1 
(2-3, (இது 2-0 ஆயின்‌ முடிவில்லாதது) 


34 அரதடச்‌ சமன்பாடூகள்‌ 
ஒர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 

(1) பெசலின்‌ சமன்பாட்டை 2ல்‌ என்னும்‌ பிரஇியீட்டால உருமாற்றுக, அது துனை 
கொண்டு உ இன்‌ இறங்கு வலுக்கவில்‌ ஒழுஙகானகாகும்‌ யாது தொகையீடுமில்லையெனச 


காட்டுக. ன 


(2) பினவரும்‌ சமன்பாடடுக்கு ௪ இன று வலுக்களில ஐழுங்கான.காகும தொகையீடு 
ஒன்றே உண்டு என்பதைக்‌ காட்டி. அதனைத்‌ துணிக : 
01 றே 
டை ற (1-2)... 39-40, 
ட ம்‌ 
(3 மூ ஐ5(1--29) எனை இடடுக்‌ கொண்டு முனனுள்ப பயிற்சியில்‌ முற்றிய மூலியைதி 
துணிக. 


(க) பின்வரும சமனபாட்டூக்குப்‌ பெறப்படும ஒரே தொடர்‌ உ இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ 
எல்லாவநறிற்கும்‌ விரிகலால்‌ ௨ இன எது வலுககளில்‌ ஒழுங்கானதாகும தொகையீடு 
யாதுமில்லையெனக காட்டுக : 

833 ழே 
ஐ _(1-9)----1-0, 
ட யம்‌ 

(5) ஈற்றுப்‌ பமிறசிமில்‌ 2 இனது இறநகு வுலுக்களில்‌ ஒழுங்கானவையான இரு தொகை 

ம$டுகளைப்‌ பெறுக. 


(6) பின்வரும்‌ சமனபாட்டுககு ௨ இனது ஏறு வலுக்கஷிலோ இறங்கு வலுசகளிலோ 
ஒழுங்கானதாகும்‌ தொகையீடு யாதுமிலலையெனக்‌ காட்டுக : 


ஐ*(1 பரா. சண்ட க்‌. பய - (1-2) 0. 


(இத ௧௦42” -5௪-2-௪” என்னும்‌ ரகம்‌ சமனபாடு.] 


அத்தியாயம்‌ 1% இல்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 


25ழ டம 
1 95 372 5 ழு 
2) ர 22 -ர்‌ பரச 
ஏன்பதனண்‌ மூன்று சாராத்‌ தீர்வுகளைப்‌ ல்‌ க. 


.? 8 
6) சட்‌ மச 4௩-௮2 ௮௨ 0. 


ட ட்டம்‌ ட 02 012 
என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டினது மூன்று சாராத்‌ தீர்வுகள்‌ 2, ஒயும்‌, 2: 52 என்னும்‌ வடிவத்திற்‌ 
6 


[5 ச ன்‌ என்னும்‌ உருமாற்றம்‌ 
ர 
இ 
என்னும்‌ றிக்காற்றிமின்‌ சமன்பாட்டை 
034 
னு மன்‌ 0 
என்னும்‌ ஏகபரிமாண வடிவ கு.திற்கு ஒடக்குமெனக்‌ காட்டுக. 


தொடர்‌ முறைத்‌ நத. 133. 
சரி 


ல்‌ 4 ஆனது பூச்சியமோ முழுவெண்ணோ ஆகாதாயின்‌, 
மழு ட,3 | 
இடம்‌ மோ்$02) 7 - 9-0 
என்னும்‌ அஇபர பெருக்கற்‌ சமன்பாட்டுக்கு 

(௦2, ஐ3-977(6 ண்‌ 1 1, 8 டர்‌ 1 1, 2 4௮) 
என்னும்‌ (1௨21-2 - 1 ஆயின்‌ ஒருங்கும்‌) தீர்வுகள்‌ உண்டு என்பதைக்‌ காட்டூக ; இங்கு 21(௪,8,4-௪) 
என்பது 


2௨21-2) 


பூ 22408640) ஊர்றகா 28647)649) 
147 1.2.4 (741) 1.2.3. ஏ1(1-1)43) 
என்னும்‌ அதிபர பெருக்கற்றொடரைக்‌ குறிக்கும்‌. 
(6ு ௨-1-2த,௨-1/2 என்னும்‌ பிரதியீடுகள்‌ அதிபர பெருக்கற்‌ சமன்பாட்டை முறையே 
ணட படல்‌ ஷ்‌ 
(1-2 *1சர்ட 1-1 (2-46-1)2)-2 - ஷீத-0, 


83 0 இ 
25(1 -2) ன்‌ --2((1- ன்‌ 8) - (2- 157 4- ஜீ 0. 


என்பவற்றிற்கு உருமாற்‌ மெனக்‌ காட்டுக ; இவற்றுள்‌ முதலாவதும்‌ அஇபர பெருக்கல்‌ 
வடிவமாகும்‌. ர 
அது துணை கொண்டு ஈற்றுப்‌ பயிற்சியிலிருந்து தொடக்கச்‌ சமன்பாட்டுக்குப்‌ பின்வரும்‌ 
நாலு கூடுதலான இர்வுகள்‌ உண்டு என்பதை உய்த்தறிக : 
*(ஐ0,௨-0--1-5,1-), 
(1 -ஐ)7-௨-௪ீ (௫ மு 2 | க ௦,1-[- 17 அன்த ன 8, ்‌ 2), 
ஐ-க௫ி(ஞட-1 4,241 020), 
2ஐ-209,0-1-1-, 8-1 -ஊுு. 
(6) %௬74-8-0 ஆயின்‌, (1 ஐ ௪ என்னும்‌ பிரதியீடு அதிபர பெருக்கற்‌ சமன்‌ 
பாட்டை வேஷோர்‌ ௮இபர பெருக்கற்‌ சமன்பாட்டுக்கு உருமாற்றுமெனக்‌ காட்டுக. 
அது துணை கொண்டு தொடக்கச்‌ சமன்பாட்டுக்குப்‌ பின்வரும்‌ இரு கூடுதலான _இர்வுகள்‌ 
உண்டு எனக்‌ காட்டுக : 
(1-ஐ7-௧-2௪௫ - ௫-2, 2), 
௧-7 (1-இ7-௨-2 ௪1-௫௬ 1-0,2-%௮. 
ரகுறிப்பு.--அதிபர பெருக்கற்‌ சமன்பாட்டினது இரு தொடக்கத்‌ இர்வுகளிலிருந்து. 
ஐ1.-2, ௨௮1/2 என்னும்‌ உருமாற்றங்கள்‌ ஒவ்வொன்றாலும்‌ இரண்டு மற்றைத்‌ தீர்வுகள்‌ 
எவ்வாறு உய்த்தறியப்படலாமெனப்‌ பயிற்கி 5 காட்டியுள்ளது. இதே மாதிரி ஐ- 
ரி க்‌ 
. டப்‌ 2௮  - என்னும்‌ உருமாற்றங்கள்‌ ஒவ்வொன்றும்‌ இரண்டு இர்வுகள்‌ 
த 2 2 - த 
கூடுதலாகத்‌ தர மொத்தத்‌” இர்வுகள்‌ பன்னிரண்டாகும்‌. பயிற்சி 6 இற்‌ காட்டியது போல்‌ 
தொடர்ந்து செய்யத்‌ தொகை இரட்டிக்கப்பட்டு மொத்தத்‌ தொகை இருபத்து நாலு ஆகும்‌. 
“இந்த ஐந்து உருமாற்றங்களும்‌ 2--2 என்னும்‌ .கர்வகம்‌ உருமாற்றமும்‌ ஒருங்கு சேர்த்து 
ஒரு கூட்டம்‌ ' ஆக்குமெனப்படும்‌ ; அதாவது அத்தகை உருமாற்றங்களுள்‌ இரண்டைப்‌ 
பின்ன்டுத்துச்‌ செய்தலால்‌ என்றும்‌ தொடக்கத்‌ தொடையிலுள்ள உருமாற்றமொன்தைப்‌ 
பெறுவோம்‌.3 : 
1.58 6529 (69/8) 


126 வகையிீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
3) 3 ஆனது ஒர்‌ ஒற்றை (நேரோ, மறையோ) முழுவெண்ணாலன்றி 
ம்‌ ழே ட 
1 -ஐ8) -- றை (௩ 71)4/-0. 
்‌ ட டாக ர] 
என்னும்‌ லசாந்தரின்‌ சமன்பாட்டுக்கு 2 இன்‌ இறங்கு வலுக்களில்‌ ஒழுங்கானவையாகும்‌. 
1-3, 8-1, ஈ௮2, ௨) 
ஐூச( 3-4 - 13-௬௪) 
என்னும்‌ இர்வுகள்‌ உண்டு எனக்‌ காட்டுக. 
(2%-- -1 என்னும்‌ வகைக்குத்‌ தீர்வு பிரிவு 97 ஐப்‌ பின்‌ தொடர்ந்து வரும்‌ பயிற்சி £ இன்‌ 
முடிபில்‌ ஐ என்பதை ௨1 இற்கு மாற்றலாற்‌ பெறப்படும்‌.] 
(8) பெசலின்‌ ௩ ஆம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு வடிவம்‌, சுட்டிசார்‌ சமன்பாட்டின்‌ 
இர்வு வடிவம்‌, சட்டிசார்‌ சமன்பாட்டு மூலங்கலின்‌ வித்தியாசம்‌ ௩ அல்லது 89% ஆய 


போதிலும்‌, ௩ ஆனது பூச்சியமோ முழுவெண்டணே முழுவெண்ணல்லவோ என்பதைச்‌ 
சாருமெனக்‌ காட்டுக. ்‌ 


அத்தியாயம்‌ & 


மிக்காட்‌, கோ, ஃழபுரோபீனியஸ்‌ ஆகியோரின்‌ 
உண்மைத்‌ தேற்றங்கள்‌ 


[ஒகஸ்ரின லூயி கோசி எனபவா (1789-1 857)சார்புக்‌ கொளகையினதும தறகால வசைமீட்டுச்‌ 
சமனபாட்டுக கொளகையினதும்‌ ஆகடஏயோனாகக்‌ கருதபபடலாம. உருவரைத்‌ தொகையிடலால்‌ 
வரையறுதத தொகையீடுகளைக துணிய/ம முறையை அவர்‌ ஏற்படுத தினார்‌.) 


101, பிரசின இயல்பு 

101. முனனுள்ள அத்தியாயங்களில்‌ சில விசேட வடிவங்களிலுள்ள 
- வசையீட்டுச்‌ சமனபாடுகளின தரவுகளைப்‌ பெறுதற்குப்‌ பல உபாயங்களைப்‌ 
படித்துள்ளோம்‌. ஒரு காலத்தில்‌ கணிதவறிஞர்‌ யாதுமொரு வகையீட்டுச்‌ 
சமன்பாட்டின்‌ தீர்வை ஒரு முடிவுள்ள தொகைச்‌ சார்புகள்‌ அல்லது 
அவற்றின தொகையீடுகள பற்றி உணர்த்தற்குரிய முறையொன்றைத்‌ 
தம்மால்‌ வெளியாககல்‌ கூடுமென்னும்‌ நம்பிக்கை கொண்டிருந்தனர்‌. 
இது அசாத்தியமென மெய்ப்பிச்கப்பட்டபோது ஒரு வகையீட்டுச்‌ 
சமன்பாட்டுக்குப்‌ பொதுவாக ஒரு தீர்வு உண்டா, அவ்வாறு உண்டெனின்‌ 
அது எவ்வினமானது என்னும்‌ வினா எழுந்தது. 

இவ்வினாவைப்‌ பற்றிச்‌ சிந்தித்தற்கு இரு வேறுவேறான முறைகள்‌ உண்டு. 
பிக்காட்‌ என்பவராலாய ஒரு முறை உதாரணங்களால்‌ (பிரிவுகள்‌ 89, 84) 
எற்கெனவே எடுத்துக்காட்டப்பட்டுள்ளது. ஓர்‌ எல்லையைத்‌ தோற்றமாக 
நாடும்‌ பின்னடும்‌ அண்ணளவாக்கங்கள்‌ பெற்றுள்ளோம. இவ்வண்ணள 
வாச்கங்கள்‌ உண்மையில்‌ ஓர்‌ எல்லையை நாடுமெனவும்‌ இவ்வெல்லை 
தீர்வு தருமெனவும்‌ இப்போது நிறுவுவோம்‌. ஆமின்‌ ஏறக்குறையப்‌ 
பொதுவாகும்‌ வகையிலுளள வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டினது இர்வின்‌ 
உண்மையை திறுவுவோம்‌. இவ்வினத்‌ தேற்றம்‌ ஓர்‌ உண்மைத்‌ தேற்றம்‌ 
எனப்படும்‌.  பிககாட்டின்‌ முறை கடினமற்றதாதலால இரண்டாவது 
முறையைப்‌ பற்றி யாதுங்‌ கூறுதற்கு முன்‌ இதற்கு உடனடியாகச்‌ செல்வோம்‌, 
இவ்வத்தியாயத்தின்‌ நோக்கம்‌ குறிப்பிட்ட சமனபாடுகளுக்குச்‌ செய்‌ 
முறையிற்‌ பயன்படும்‌ இர்வுகளைப்‌ பெறுதலல்ல என்பதை மனதில்‌ வைத்த 
லேயாம்‌. இப்போது எமது குறிககோள்‌ இத்தீர்வுகளைப்‌ பெறுதற்கு 
ஆக்கப்பட்டுள்ள எடுகோளகள்‌ இருத்தமென தநிறுவுதலும்‌, முன்னர்‌ 
எடுத்தாளப்பட்டவை போன்ற, ஆனால்‌ இயன்றவரை பொதுமைப்படுத திய 
சமனபாடுகளில்‌ இருத்தத்தை நிச்சயப்படுததற்கு வேண்டிய நிபந்தனை 
களைச்‌ செப்பமாகக்‌ கூறுதலுமே. 
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102. பிக்காட்டின்‌ பின்னடுூம்‌ அண்ணனளவாக்க முறை. 4 ரீ (5, 9) 
ஆ ௨-௩ ஆகுமிடத்து 5 ஆயின்‌, உ இன்‌ சார்பாகும்‌. நூ இன்‌ 
பெறுமானத்திற்குப்‌ பின்னடம்‌ அண்ணளவாக்கங்கள்‌ “ஆவன 


சீ ப 
6-1 | ரீ ௬, 1/2 ட என்க, 
6 4] 7 (6.90 82-89 என்க; 


6 4] ரீ(ஐ,$ஐ 0.3, என்க, 


ஏற்கெனவே (பிரிவுகள்‌ 84, 84) உதாரணங்கள்‌. பற்றி இம்‌ முறையின்‌ 
பிரயோகத்தை விளக்கியுள்ளோம்‌. (௪, 9)--2--34, 6--5-௩0 என்னும்‌ 
வகையை எடுத்து ப 
சதக்‌ 
த்‌ ட ஞி, 
நல்‌ ட ஞ்ீ அணிமணி 
எனக்‌ கண்டுள்ளோம்‌. 
இச்சார்புகள்‌ஒஒண இன்‌ போதிய அளவு கிறிய பெறுமானங்களுக்காதல்‌ 
ஒர்‌. எல்லையை நாடுமென்பது வெள்ளிடை. இப்பிரிவின்‌ நோக்கம்‌, 
இந்தக்‌ குறிப்பிட்ட உதாரணத்தில்‌ மட்டுமல்ல, 7(2,3), ஆனது குறித்த 
சில நிபந்தனைகளைத்‌ திருத்தியாக்கும்‌ ஒவ்வொரு பொழுதும்‌ இது. 
உண்மையாகுமென்பதை நிறுவுதலேயாம்‌. 
இந்நிபந்தனைகளாவன %, ம. என்னும்‌ நேர்‌ எண்களின்‌ தகுதியான 
தேர்வின்பின்‌ ௧௨-%, ௩-ட% என்பவற்றிற்கிடையேயுள்ள உ இன்‌ பெறுமானங்‌ 
கள்‌, எல்லாவற்றிற்கும்‌ 5-%, 5-_% என்பவற்றிற்கடையேயுள்ள * இன்‌ 
பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ 8, 4 என்னும்‌ நேர்‌ எண்கள்‌, 
டூ [ரீக.ழ | - 28 ஆகுமாறும்‌ 
(11) எடுத்துச்‌ .சிந்திக்கப்படும்‌ வீச்சில்‌ 9, 34! என்பன 9/4 இன்‌ எவை 
யேனும்‌ இரு பெறுமானங்களாக, |7(ஐ,) -7ீ (3) | ம | 24 ஆகு 
மாறும்‌; காணலாம்‌ என்பதை வற்புறுத்‌ தலேயாம்‌. 
ரீக -௪-ஏ£ என்னும்‌ உதாரணத்தில்‌, 117 என்பதை ' |௧|-டக்‌- 
(12 [-:875 என்பதிலும்‌ பெரிதாகும்‌ யாதுமோர்‌ நேர்‌ எண்ணாக எடுக்கு 
மடக்க, நிபந்தனை (1) கண்கூடாகத்‌ . திருத்தியாக்கப்படும்‌. 
அன்றியும்‌] (2-3) - ௪-3) |-|$.197 [|14-1' | 20] 4519- ர்‌ 
ஆதலால்‌, 4-2 (51-48) ஆகுமிடத்து . (4) 'என்னும்‌ நிபந்தனையும்‌ 
இருத்தியாக்கப்படும்‌. . 


உண்மைத்‌ தேற்றங்கள்‌. 19. 
பொது வகைக்கு மீளச்‌ சென்று பின்னடம்‌ அண்ணளவாக்கங்களி 
வித்தியாசங்களை எடுத்துச்‌ சிந்திப்போம்‌. ர 
வரைவிலக்கணத்தின்படி 8-9 ௫ | ள்‌ ரீச்‌, 
ஆனால்‌ (1) ஆம்‌ நிபந்தனையால்‌ ரகம்‌) ம) 
ஆகவே |ூ- ச] ௮] ] நச அ-தஃ1[ச-சஃமிர்‌. ப... ௫ 


(த 


அன்றிப்‌ வரைவிலக்கணத்தின்படி,, 
பது |. 7கரடச்ச-5- [ரகு 9௧௮ | (7௯௦ அட்ந்திள்‌ 


-ஆனால்‌ ரீம்‌ -ரீகுடு[-₹கி[9- 5], (4) என்னும்‌ நிபந்தனையால்‌ 
சமர ௧], டடம என்பதிலிருந்து ; 


4 
ஆகவே, [35 தபு ]] 47 -௫)௪2] 5௮-து3427(ஐ- ௦053434175... . (2) 
்‌ £ 
இதேமாதிரி, 19, - 1 4 ்‌ நாகு டட... (8) 
இனி, ந.நந டமாக... ப நதாடத சா. 


என்னும்‌ முடிவில்‌ தொடர்‌ 2 (கி -1)-1 யிற்குச்‌ சமனா %,.4,ம8 என்ப 
வற்றின்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ ஒருங்கும்‌. 

ஆகவே, ப 

1 4 (3/4 -- 0) - (3/2 - 371) உக ட ௨௨ டு ௪ உக 8 கோ 3/௩ _1) 1 ௨௨௮௨ ௨௨௨4 ௨௧௨௮௮ ௪௮௫ 

என்னும்‌ முடிவில்‌ தொடரின்‌ உறுப்பு ஒவ்வொன்றும்‌ முன்னுள்ள 
தொடரின்‌ ஒத்த உறுப்பைக்‌ குறித்து தனிப்‌ பெறுமானத்திற்‌ சமனாகவோ 
சிறிதாகவோ இருத்தலால்‌ இத்தொடரும்‌ ஒருங்கும்‌. 

அதாவது, அடு? (9), 

*5--8--(9- 0)--(% - 90 


என்னுந்‌ தொடரி ஒரு வரையறுத்த எல்லை, ன என்க, நாடும்‌. 
(இதுவே தநிறுவவேண்டியது. 

இனி * ஆனது வகையீட்டுச்‌ கடட இருத்தியாக்கும்‌ என்‌ 
பதை நிறுவவேண்டும்‌. 
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முதற்‌ கண்கணிப்பில்‌ இது கண்கூடாகுமெனத்‌ தோற்றும்‌, ஆனால்‌ 
உண்மையில்‌ அவ்வாறல்ல ; ஏனெனின்‌ நிறுவலின்றி 
எல்லை [5 ஐ, எல்லை ஏ... 82 
௮௦0 | ரகர மக்ல [77 31-௮௦ கக . 
[/. 8 
என்பதை எடுத்துக்கொள்ள முடியாது. 
ஒருசர்‌- ஒருங்கல்‌ என்னும்‌ எண்ணம்‌ பற்றி விளங்கிய மாணாக்கன்‌ 
எமது தொடரின்‌ ஒருங்கலை நிறுவுதற்குப்‌ பயன்படுத்திய (1), (2),. (8) 
என்னும்‌ சமனிலிகள்‌ உண்மையில்‌ அதன்‌ .ஒருசர்‌ ஒருங்கலையும்‌ 
நிறுவும்‌ என்பதைக்‌ கவனிப்பான்‌. ஆயின்‌, ரீ (ஐ, 9)) ஆனது தொடர்ச்‌ 
சியானதாகுமிடத்து 9), 39... என்பனவும்‌ தொடர்ச்சியானவையாஉ' 
3 ஆனது ஒருசீராய்‌ ஒருங்கும்‌ தொடர்‌ சார்புத்‌ தொடராகும்‌; அதாவது 
* தானும்‌ தொடர்ச்சியானதாச 7-8, _; என்பது % ஆனது அதிகரிக்க. 
ஒருசீராய்ப்‌ பூச்சியத்தை நாடும்‌. [புரோமிச்‌, “*முடிவில்தொடர்‌'”, பிரிவு &5.] - 
ஆகவே, (11) என்னும்‌ நிபந்தனையிலிருந்து 7ீ (௪, 7) -7ீ (௨, 9_-0 ஒரு 
சீராய்ப்‌ பூச்சியத்தை நாடும்‌. 
இதனிலிருந்து 
[12 
| பகு ௮)- 7௫ உ) 
& 
பூச்சியத்தை நாடும்‌ என்பதை உய்த்தறிவோம்‌. 
ஆயின்‌, 9, --0 17 (2, 9, - ய சே 
என்னுந்‌ தொடர்பின்‌ எல்லை _ 


2-2 [7 7) 22: 


07 
ஆகவே 5 ச (5, 2) ஆக உர ஆகுமிடத்து 7-ம்‌ ஆகும்‌. 
இது நிறுவலை திறைவாக்குகன்றது. 


103. கோசியின்‌ முறை. வேண்டிம முடிவில்‌ தொடர்த்‌ தேற்றங்கள்‌... 
வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டிலிருந்து ஒரு முடிவில்‌ தொடரைப்‌... - பெற்று 
, அதனை வேறொரு முடிவில்‌ தொடரோடு ஒப்பிடுதலால்‌ அது ஒருங்குமென 
நிறுவுதலே கோசியின்‌ முறையாகும்‌. இரண்டாவது முடிவில்‌ தொடரானது 
சமன்பாட்டினது ஒரு தீர்வு அல்ல ; ஆனால்‌ அதன்‌ குணகங்களுக்கடையே 
யுள்ள தொடர்பு தொடக்கத்‌ : தொடரின்‌ குணகங்களுக்கடையேயுள்ள 
திலும்‌ எளிதாகும்‌. இம்முறை பற்றி முதல்‌ உதாரணம்‌ ' 


47] 2 
2 (2).3 


"உண்மைத்‌ தேற்றங்கள்‌. 141. 


_ என்னும்‌ முதல்‌ 'வரிசையிலுள்ள ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடாகிய எளிய 
வகையாகும்‌. 

இச்சமன்பாடு மாறிகளை வேறாுக்கலால்‌ 

மடத்‌ [த (2) 82 

.... எனத்‌ தருமாறு உடனடியாகத்‌ இர்க்கப்படலாம்‌. எனினும்‌, முடிவில்‌ 
தொடர்‌ .பற்றியே தர்க்‌ப்போம்‌ ; ஏனெனின்‌ இது 
03 ந 
2.80). 

என்பதினதும்‌ வேறு உயர்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடுகளினதும்‌ சற்றே 
கூடுதலாகக்‌ கடினமாகும்‌ தர்க்கத்திற்கு ஏறக்குறையச்‌ செப்பமாய்‌ இயல்‌ 
'பொத்‌ ததாகும்‌. 

பின்வரும்‌ வலுத்‌ தொடர்‌ பற்றிய தேற்றங்கள்‌ எமக்கு வேண்டும்‌. 
என்னும்‌ மாறி சக்கலானதென உத்தேசிக்கப்படும்‌. குறுக்கத்‌ தின்‌ பொருட்டு 
தனிப்‌ பெறுமானங்களைப்‌ பேர்‌. எழுத்துக்களாற்‌ குறிப்போம்‌, உதாரணமாக 
1௧] என்பது 4, ஆற்‌ குறிக்கப்படும்‌. 

௦ ்‌ படட 
(க 3:ஈனி என்னும்‌ வலுத்தொடர்‌ [க] 2 என்னும்‌ ஒருங்கல்‌ வட்டத்‌ 
0 

தன்‌ அகப்‌ புள்ளிகள்‌ எல்லாவற்றிலும்‌ அறவொருங்கும்‌. 

௫) ந எனனும்‌ இவ்வட்டத்தின்‌ ஆரை 

ந்‌... த அகர 
ப பதை 

என்பதாலே தரப்படும்‌ (இவ்வெல்லை இருப்பின்‌). 

ட்டம்‌ 75 ன்‌ 

(ே) ள்‌ (கனி) த்க்‌ 14] 27 இன்‌ அகத்தில்‌. 

௫) எமக்கு இரு வலுத்‌ தொடர்கள்‌ உண்டெனின்‌ அவற்றின்‌ ஒருங்கல்‌ 
வட்டங்களுக்குப்‌ பொதுவான வட்டத்தின்‌ அகப்‌ புள்ளிகளில்‌ 


(ண) (25௪) 2 (8,3 - உ, மி; 4- உட்க 1-2. ௮. 
௦ 0 0 ல்‌ 


ு) 2] _ 8 என்னும்‌ வட்டத்தின்‌ அகத்திலுள்ள ௨ இன்‌ பெறுமானங்‌ 
கள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ ப 
2-2 
0 0 


ஆயின்‌, ௩-8. 

1) தொடர்‌ ஒருங்கும்‌ 2-2 என்னும்‌ வட்டத்தின்‌ மீதுள்ள , புள்ளி 
களில்‌ தொடரின்‌ கூட்டுத்தொகையினது தனிப்‌ பெறுமானத்தை ரீ 
ஆனது அதிகரிக்குமாயின்‌ அ, 4218”. 
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இத்தேற்றங்களின்‌ நிறுவல்‌ புரோமிச்சின்‌ “முடிவில்‌ தொடர்‌” இற்‌ 
காணப்படும்‌ : ப 
4 என்பது பிரிவு 82 இல்‌ (இரண்டாம்‌ பதிப்பில்‌ பிரிவு 84 இல்‌), 
5 எனபது தலம்பெயரின்‌ வித சோதனையிலிருந்து கண்கூடாகும்‌. 
உய்த்தறிதல்‌, பிரிவு 12, (இரண்டாம்‌ பதிப்பில்‌ பிரிவு 12 ஆவது 
பிரிவு 12.2), ்‌ 
என்பது பிரிவு 52 இல்‌, 
என்பது பிரிவு 54 இல்‌, 
என்பது பிரிவு 52 இல்‌, 
என்பது பிரிவு 82 இல்‌ (இரண்டாம்‌ பதிப்பில்‌ பிரிவு 84). 
ஒருசீர்‌ ஒருங்கல்‌ பற்றி இரு தேற்றங்கள்‌ பின்னர்‌ வேண்டும்‌, ஆனால்‌ 
அவை தேவைப்படும்வரை அவற்றைத்‌ தள்ளி வைப்போம்‌. 


0 
104. 4 றற (4) என்பதன்‌ தொடர்முறைத்‌ இர்வின்‌ ஒருங்கல்‌. 


அரு 


ற (2) ஆனது |ஐ1--2 என்னும்‌ வட்டத்தின்‌ மீதும்‌ அகத்திலும்‌ எங்கும்‌ 
ஒருங்கும்‌ 2/ற, என்னும்‌ வலுக்‌ தொடராக விரிக்கத்தகுமென்க, 
0 
இவ்வட்டத்தின்‌ அகத்தில்‌ ஒருங்கும்‌ 9--2:௧,௨” என்னும்‌ ஒரு இர்வு பெறலா 
0 
மென்பதை நிறுவுவோம்‌. 
வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டிற்‌ பிரதியிடப்‌ பெறுவது 


2௭,௨357 ந ற, (தேற்றம்‌ 6). 
0 0 0 
அ (20- ட றடாடு ஹிரா... அரஹ்ஜிலி. (தேற்றம்‌). 
0 
ஐ -* இன குணகங்களைச்‌ சமப்படுத்த, (தேற்றம்‌ 8). 
0 டே பிட டேடஹிடாட்டே ஹி . நேற பப ட (1) 


ஆகவே ஒத்த பேர்‌ எழுத்துக்களால்‌ குறிக்கப்படம ஈ கள்‌, ற கள்‌ 
ஆகியவற்றின தனிப்‌ பெறுமானங்கள்‌' பற்றிப்‌ பெறுவது 
914 அகட ட ம்டார்‌ அடிபட விட அற அமிதா வகரம்‌ டி டட பட (2) 
12 ஆனது 2] -28 என்னும்‌ வட்டத்தின்‌ மீது ற (௦) இன்‌ தனிப்‌ 
பெறுமான த்தை அதிகரிக்கும ஓர்‌ நேர்‌ எண்ணாயின்‌, 
த த்தம்‌ ல டட த்த தலல்‌ (8) (தேற்றம்‌ ௪), 
ஆகவே (2), (8) என்பவற்றிலிருந்து 


நீர்‌ 
அடம்‌ (கிமார்கிட வி மகி, டா பகா, (6. 
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2, ௨-0) என்பது (4) இன்‌ வலக்கைப்‌ பக்கத்தைக்‌ குறிக்க %; ஆனது 
அர இலும்‌ பெரிதாகும்‌ யாதும்‌ ஒரு நேர்‌ எண்ணாகுக ; ஆயின்‌ ...4, 2 இட. 


மரீ 
ஆனால்‌ எ ிடயர்கிட வி பகிடி “4 ஸ்கிஹி 570) 


டீ 1 7 ்‌ 
ணை கடம்‌ 8 ஐ ௨1 (4, 4 வி... உக்விடார்‌9) 
ஆகவே, 2, ஐ மேற்கூறியதுபோல்‌ வரையறுக்க, : 
மர்‌ (௩-1) 23௧1 
ண 75 கிடம்ட் 2. ? 


02% 21 ஆகுமாறு ந- (4, ம/மீ டட ஆயின்‌, 


2; 1 ஆல்‌ வகுக்க 


த. ௯ ட்ஐ 
&ஃ.. 1 
ே லை வ 
ஆகவே ல த ௫ 


ரு 





ஆகவே 22,” என்னுந்‌ தொடர்‌ 21-22 என்னும்‌ வட்டத்தின்‌ 
௦ 


அகத்தில்‌ ஒருங்கும. 
4, 22, ஆதலால்‌ ௮ ஷ்‌ எனனுுத்‌ தொடர்‌ அதே வட்டத்தின்‌ அகத்திற்‌ 
0 


கூடுதலாக ஒருங்கும்‌. 

8), ௫, ..... என்னுங்‌ குணகங்கள்‌ தெரிந்துள்ள ற கள்‌ பற்றியும்‌ ௨0 
எனனும்‌ எதேச்சை மாறிலி பற்றியும்‌ (1) இலிருந்து காணப்படலாம்‌. 

105. இந்நிறுவல்‌ பற்றிக்‌ குறிப்புக்கள்‌. 

ஈற்றுப்‌ பிரிவை விளங்கிக்‌ கொள்வது மாணாக்கனுககுக கடினமாகலாம்‌. 
இவ்வேலை பற்றிய விவரணங்களால மலைவு கொள்ளாகிருத்தல்‌ 
பிரதானமாகும்‌. முக்கியமாகக்‌ கவனிக்க வேண்டியது இது : 





எலல அழ என்பதை நிறுவ முயல வேண்டூம. ஆனால்‌ 4 களை 
1-௮0௦ ரு 

வரையறுக்குந்‌ தொடர்பு சிக்கலானது. முதன்‌ முதலிலே 2, 2). . - “சீட 
எனனும்‌ ௩ கணியங்களை நீக்கலால்‌ இதனைச்‌ சுருக்குவோம்‌. தொடர்பு 
% 4 களை உட்படுத்தலால்‌ அது இன்னும கெகலாகவேயிருக்கும்‌. இரண்டு 
4 களையே உட்படுத்தும்‌ எளிய தொடர்பு ஒன்று எமக்கு வேண்டும்‌. 4, 
இன்‌ ஒரு தகுதியான வரைலிலக்கணத்தை எடுத்தலால்‌. 


1 
ம. ட 2 


என்பதற்கு வழிகாட்டும்‌ அத்தகைத்‌ தொடர்பு ஒன்றை 4, 


ஆய வற்றிறடையே பெறுவோம்‌. 


கக வகையிட்டு* சமன்பாடுகள்‌ 


ஒரு மிக எளிய சமன்பாட்டுக்கு இத்தகையச்‌ சிக்கலான தர்க்கத்தைத்‌ 
தருவதன்‌ நோக்கம்‌ வேறு வகைகளில்‌ மாணாக்கன்‌ பின்பற்றுதற்கு 
ஒரு மாதிரியுரு வழங்குவதே என்பதை மீண்டும்‌ கூறுவோம்‌. 
ஒர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌, 

1. ஐ.) ர (௦) என்பன ௨-2 என்னும்‌ வட்டத்தின்‌ மீதும்‌ அகத்திலும்‌ உள்ள 


புள்ளிகள்‌ எல்லாவற்றிலும்‌ ஒருங்கும்‌ வலுத்தொடராக விரிக்க்ப்படுமாமின்‌ அதே வட்டத்தில்‌ 
ஒருங்கும்‌ ஒரு வலுத்தொடர்‌. 

0597 

த அட்ச (2) 


என்பதைத்‌ திருத்தியாக்குமாறு முதல்‌ இரு மண்கடன்‌ (எதேச்சை மாறிலிகள்‌) பற்றிக்‌ 
காணப்படலாம்‌ என்பதை நிறுவுக. 


[இங்கு ௩ (௩ -1)௧,--(௩-1) கட, ஐ4ு(௩- கந இடர்‌ ட 4 க ஃ5 
1- நேரே மத 7 உக உ ௨௨௨௨௮௯ 4- நே 08-55 
ஆகவே, 34 ஆனது 27-28 என்னும்‌ வட்டத்‌இன்‌ மீதுள்ள புள்ளிகள்‌ எல்லாவற்றிலும்‌ 


ஐ. (6) ,ர (௨6) என்பன இரண்டினதும்‌ தனிப்பெறுமானங்களை அதிகரிக்கும்‌ யாதும்‌ ஓர்‌ 
எண்ணாயின்‌ 


கிட்ட (கிர யப்கி டவல்‌ கனம கலு 3.4) 88-8௮) 
4 (கீத _உர்‌.4த ட 14 ட... க அர 
14௮) (அ பாரக்‌ “க... வட கடர, 
இச்சமனிலியின்‌ க்கக்‌ ப 


பக்கத்தை இ; என வரையறுத்துக்‌ கொண்டு முன்போலச்‌ 
செய்க], ப 


(2) இவைபோன்ற மேடிபுகள்‌ : 


மழு மரு 0 
29. 3 (2). ன்‌ (௧) 9 
என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டுக்கு நிறுவுக. 


106. ஃபுரோபீனியடன்‌ முறை. முன்னங்க தர்க்கம்‌. 


ஈற்றுப்‌ பிரிவை மாணாக்கன்‌ : நன்றாக விளங்கக்‌ கொண்ட பின்னர்‌ 
ஃபுரோபீனியசின்‌ முறையாலே தரப்படும்‌ தொடரின்‌ ஒருங்கலை ஆராயும்‌ 
கடினம்‌ மிகு பிரசினத்திற்கு அவன்‌ தயாராயிருப்பான்‌. முன்னேறிச்‌ செல்ல்‌ 
ன்னர்‌ நன்றாகத்‌ தெரியப்பட வேண்டி௰) முன்னுள்ள அத்தியாயத்தில்‌ 
சில வகைகளில்‌ ௨ இன்‌ வலுக்களை மட்டுமே கொண்ட இரு தொடர்கள்‌ 
பெற்றுள்ளோம்‌, மற்றையவையில்‌ மடக்கைகள்‌ தோன்றியுள்ளன. 

மூதல்‌ வகையிற்‌ செய்முறை ஈற்றுப்‌ பிரிவிலுள்ளதைப்‌ போன்றது. 
ஆனால்‌ இரண்டாம்‌ வகையில்‌ ஒரு புது வில்லங்கம்‌ எழும்‌. மடக்கை 
கொண்ட தொடர்‌ 6 என்னும்‌ பரமானத்தைக்‌ குறித்து ஒரு தொடரை 
வகையிடலாற்‌ பெறப்பட்டுள்ளது. வகையிடலானது ஒர்‌ எல்லையை எடுக்கும்‌ 
செய்கை எனவும்‌, ஒரு முடிவில்‌ தொடரைக்‌ கூட்டல்‌, ஒர்‌ எல்லையை 
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யெடுக்கும்‌ வேறொரு செய்கை எனவும்‌ கருதப்படன்றன. இவ்விரு 
செய்கைகளுள்‌ எதனையும்‌ முதன்‌ முதற்‌ செய்யப்படுமிடத்தும்‌, வகை 
ம£ட்டுக்‌ குணகத்‌ தொடர்‌ ஒருங்குமாயினும்‌, முடிபு ஒன்றே ஆகுமென்பது 
எவ்விதத்திலும்‌ கண்கூடாகாது. 

எனினும்‌ இங்கு வகையிடல்‌ முறைமையானது என நிறுவுவோம்‌ 3 
ஆனால்‌ உறுப்புறுப்பாக வகையிடலை மெய்பபிப்பதறகுப்‌ போதிய நிபந்தனை 
களைத்‌ தொடர்‌ திருத்தியாககும்‌ என்பதன்‌ இந்நிறுவல்‌ நீண்டதும்‌ 
மலைவு தருவதுமாகும. 

பின்வரும்‌ வேலையை மெச்சுதறகு மாணாக்கன்‌ முதன்‌ முதல்‌ அட்‌ 
சரகணித விவரணங்களைப்‌ புறக்கணித்துக்கொண்டு நியாய முறையின்‌ 
பொதுப்‌ போக்கைக்‌ கவனித்தல வேண்டும்‌. இது தெளிவான பின்னர்‌ 
அவன்‌ பின்முகமாகச்‌ சென்று முதற படிப்பில நமபிக்கை முறையில்‌ 
எடுத்துக்கொண்ட பிரதானம்‌ குறைந்த படிகளைச்‌ சரி பிழை பார்க்கலாம்‌. 

107. ௬ட்டிச்சார்‌ 'சமன்பாட்டு மூலங்கள்‌ ஒரு முழுவெண்ணாலோ பூச்சி 
யத்தாலோ வித்இயாசப்படாவிடத்து ஃபுரோபீனியஏன்‌ தொடரில்‌ குணக 
ங்களைப்‌ பெறுதல்‌. 

ஐஐ, ர(2) என்பன இரண்டும்‌ /2/-7£ என்னும்‌ வட்டத்தின்‌ மீதும்‌ 

௦ லே 

அகத்திலும்‌ ஒருங்கும்‌ 50,22௮ என்னும்‌ வலுத்‌ தொடர்களாக 

ப 0 0 
விரிக்கத்‌ தகுமாயின்‌ 

, 0 897 ஜீழ மழு 
சிர -2ற( : 82 9-4 (க 2 எனக, 
எனனும்‌ கோவையைப்‌ பற்றிக்‌ கருதுக. 
அப்பொழுது, 
ழ்‌ 


ப ம ம்‌ 2) -0 உட ட்ட ட வக ட ட ட பட்ட உச உ உட (1) 
என்னும்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டினது இர்வைப்‌ பெறுதற்கு முயல்வோம்‌. 
4 ஆனது ஹி கீ்‌ என்பதால்‌ இடமாற்றம்‌ செய்யப்படுமாயின்‌, (௯0740), 
ற 8 
பத] சை 


2 ௧௮747((04%) (௩-1) - (64௫) ற) -8(9)) 
0 


(சக்‌ 


3 ர, என்க ; இங்கு 
0 


ரர --%10(0 - 1) ஐ 80, 
ர. --௩((6-ட௫)(0--1) -ஐ(24) - ர்‌ - ஷேயதியம உ - 1) 9 
- ஐ, _ஒ்ீற(0--% - 4) ழக ௨-௩ உ றே(ற0- (ர. 
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கபாப்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
குறுக்கத்தின்‌ பொருட்டு 6(௦-1)-றஐஐ-ர என்பதை ரீ(6) ஆற்‌ 
குறிக்க ; ஆகவே ' 
(2-௫) (6-%-1) - (6-2) - ர-]7(6--). 
ஆயின்‌ ௬,7(6--)--௨ி_மீற;(0-1-௩- 1) - 90 ட_2120-௩-2)--07 
கல ல் லவ லவ்வர்‌ 1. ர(ஐ,0-4-00ி.. (3) 
ஆகுமிடத்து, 9,--0 ஆகும்‌. 
ர கள்‌ எல்லாம்‌ மறையுமாறு ௧ களைத்‌ தேரககூடுமாயினும்‌ அவ்வாறு 
பெறப்படும்‌ 3,2” என்னுந்‌ தொடர்‌ ஒருங்குமாயினும்‌ (1) என்பதன்‌ 
0 
ஒரு தீர்வு பெறப்படும்‌. 
இனி 540 ஆதலால்‌, ரடர--0 என்பது தருவது 
(6-1) -றஜ-௬0.... ம்வில்‌ (9). 
இது 6 இல்‌ இருபடிச்‌ சமன்பாடாகும்‌. இது சுட்டிசார்‌ சமன்பாடு எனப்படும்‌. 
அதன்‌ மூலங்கள்‌ ௦, 8 ஆகுக. ்‌ 
இப்பெறுமானங்களுள எதுவேனும்‌ ரூ-0, ரூ-0, 5-0... 2௨2 
என்னும்‌ சமன்பாடுகளில்‌ 6 இற்குப்‌ பிரதியிடப்படுமிடத்து 8), நே, ஜே. - 
என்பவற்றிற்குப்‌ பெறுமானங்கள்‌ 
ஈ, --ர£(6)/[7(2--%)7(64% 1)... ரீ்‌(0-1)].... (4) 
என்னும்‌ வடிவத்திற்‌ காணப்படும்‌ ; இங்கு %,(6) என்பது 6 இல்‌ 
ஒரு பல்லுறுப்பியாகும்‌. மாணாக்கனுக்கு இந்றிலையில்‌ யாதும்‌ வில்லங்கம்‌ 
தோன்றுமாயின்‌ ௨), டூ என்பவற்றின பெறுமானங்களை அவன்‌ முற்றாகச்‌ 
செய்தல்‌ வேண்டும்‌. 
(2) இலிருந்து ௩, பெறுதற்கு வேண்டிய செய்கை 7(2--%) என்பதால்‌ 
வகுத்தலை உட்கொள்ளும. 7(6-1-%)5540 ஆனால்‌ மட்டுமே இது முறைமை 


யாகும்‌. 
இனி, 7ீ(6)--(6-௦) (6- நி) ஆதலால்‌, 
ரீ்‌6-)-(6-1௨-௦ (6-4-௧-இ; 
ஆகவே ர்‌) (4௧-)..... (5). 
ரீ்‌(8--௬ (8ீ-ட௩-ஐு...... (6). 


ஆயின்‌, ௪, 8 என்பன ஒரு மூழுவெண்ணால்‌ வித்இயாசப்படாவிடின்‌ 
வகுத்திகள்‌ மறைய முடியாது ; ஆகவே ௧ களைப்‌ பெறுதற்கு மேலுள்ள 


செய்கை திருத்தியானது. ௨-8 ஆயின்‌ ஒரு தொடர்‌ மட்டுமே பெறப்‌ 
படும்‌. 


உண்மைத்‌ தேற்றங்கள்‌ ஆதி] 
108. * இவ்வாறு -பெறப்படும்‌ தொடரின்‌ ஒருங்கல்‌. 
ரீ ஆனது/௧ஈ/--.$ என்னும்‌ வட்டத்திலுள்ள புள்ளிகள்‌ எல்லாவற 
நிலும்‌ ஐ(2), ர(2) ஆூயேவற்றின்‌ தனிப்‌ பெறுமான்ங்களை அதிகரிக்கும்‌ 
ஒரு நேர்‌ எண்ணாகுக. ஆயின்‌ 2117-7, ப 
3 0,112“) 
ஆகவே [ற (0-௩ - 9)-ஏ,/248 (01௧-௪41) 27 
இசசமனிலிகளிலும்‌ (9) இலும்‌ இருந்து 
சி வர(சி) ட(ஐ) ந33.. உக (02 நபிக (9). 
இதன்‌ வலக்கைப்‌ பக்கத்தை 2, என்பதாற்‌ குறித்துக்‌ கொண்டு .4,,2.' 
என்க. 0 ஆமின்‌ இது £, ஐ. வரையறுக்கும்‌. 2 என்பது .&டி 
இலும்‌ பெரிதாகும்‌ யாதுமொரு நேர்‌ எண்ணென வரையறுக்க. 4 
இனது இவ்வரையறை ' தருவது 
2, 1 77(2-_%-1) 2, 7(6--00) 13 3 -கிட 78(0-ட௩-(1)2-* 
ந, 77(0--1) 8-4, இங்கு0 4-1; 
ப இட (2-௫) 647 (2-ட௩--1) 
ப மத 21 77(0 441) 
_/(4) 64௩-1) - (2-8) -ர/ 240-௧41) 
26-௩1) (648) -ஐ0(24௩7 1) - 80] 
இனி, ௩ இனது பெரும்‌ பெறுமானங்களுக்கு வலப்பக்கக்‌ கோவை ' 





ஆகவே : 


ப ப 
ம்‌ 8 
என்னும்‌ பெறுமானத்தை அணுகும்‌. ப 





இட்ட ந 
யின்‌ லை 71 --. 
ஆயின்‌ ணன்‌ ௫. த 


ஆகவே 32,” என்னுந்‌ தொடர்‌ /2ஐ/-2 என்னும்‌ வட்டத்தின்‌ 
0 ஷ 
அகத்தில்‌ ஒருங்கும்‌; 2 கூனி என்னுந்‌ தொடர்‌ கூடுதலாக ஒருங்கும்‌, 
0. 
ஆயின்‌, 6, நீ என்பன ஒரு முழுவெண்ணால்‌ வித்‌ இயாசப்படாவிடத்து 
வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ . திருத்தியாக்கும்‌ இரு ஒருங்கு முடிவில்‌ 
தொடர்களைப்‌ பெறுவோம்‌. ச 
109. சட்டிசார்‌ சமன்பாட்டு மூலங்கள்‌ பூச்சமத்தாலோ முழுவெண்ணுலோ 
த்‌இயரசப்படுமிடத்து வேண்டி௰ திரிவு. 
௯ 2 என்பன சமமாகுமிடத்து இந்த முறையால்‌ ஒரு தொடரைப்‌ 
பெறுவோர்‌. ப 


14$ வகை யீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


5, இ .என்பன ஒரு முழுவெண்ணால்‌: வித்தியாசப்படுமிடத்து இந்த : 
முறை பெரியதற்குப்‌ பயன்படும்‌, ஆனால்‌ சிறியதற்குப்‌ பயன்படாது ; 
ஏனெனின்‌ ௨- 8-7 (ஒரு நேர்‌ முழுவெண்‌) ஆயின்‌, (5), (6) என்ப 
வற்றிலிருந்து ல்‌ 

7(6-/-8)-% (௨௧ - 8)--௩ (6-5) 


ஆனால்‌ 7ீ(8-.)--௩ (84௩-9-௩(%-7; இது ௩-7 ஆகுமிடத்து 
மறைதலால்‌ 2-௩ ஆகுமிடத்து உ, இனது பகுதியில்‌ ஒரு பூச்சியக்‌ 
-காரணியைத்‌ தரும்‌. முன்னுள்ள அத்தியாயத்தின்‌ பிரிவுகள்‌ 98, 99 
இல்‌ உதாரணங்கள்‌ வழியாகக்‌ காட்டப்பட்டுள்ளதுபோல்‌ இது க கள்‌ 
சிலவற்றிற்கு - முடிலில்‌, பெறுமானமோ தேராப்‌ பெறுமானமோ தரும்‌. ' 
சட என்பதை & (6- நி) என்பதால்‌ இடமாற்றம்‌ செய்து 4 இற்கு எடுத்துக்‌ 
கொள்ளப்பட்ட வடிவத்தில்‌ திரிவு செய்தலால்‌ இவ்லில்லங்கம்‌ நீக்கப்‌ 
படலாம்‌. 6 என்பதை 8 இற்குச்‌ சமப்படுத்துமிடத்து இது ௬, 8,ூ,.. . ஆட 
என்பன எல்லாவற்றையும்‌ பூச்சியமாக்க ர, 6, முட்டல்‌ ஆகியவற்றை 
முூடிவுள்ளனவாக்கும்‌. * இற்கு எடுத்துக்‌ கொள்ளப்படும்‌ வடிவத்தில்‌ 
இம்மாற்றம்‌ ௩ களுக்கிடையேயுள்ள தொடர்பை மாற்றாமையால்‌ 
மேலுள்ள ஒருங்கல்‌ ஆராய்வைப்‌ பாதிக்காது. 


110. ௬ட்டிசார்‌ சமன்பாட்டு மூலங்கள்‌ ஒரு அ ப்ொண்டால்‌ வித்தி 
மாசப்படுமிடத்து முடிவில்‌ தொடரை 6 என்னும்‌ பிரமாணம்‌ குறித்து 
வகையிடல்‌. 


பிரிவு 107 இல்‌ ஈ கள்‌ ஈ இன்‌ சார்புகளாக த்‌ ௨, என்னும்‌ முடிவில்‌ 
0 
தொடர்‌ பெற்றுள்ளோம்‌. முன்‌ சென்ற அத்தியாயத்திலுள்ளது 
போல்‌ இத்தொடரை ௦ என்பதைக்‌ குறித்து வகையிடல்‌ “பற்றி நாம்‌ 
சந்தித்தல்‌ வேண்டும்‌ ; வகையிட்டபின்‌ 6 ஆனது ந என்னும்‌ சிறிய 
மூலத்துற்குச்‌ சமப்படுத்தப்படும்‌. 


இனி, இவ்வகைமிடல்‌ செய்யப்படுமிடத்து உ ஆனது மாறிலியெனக்‌ 
கொள்ளலாம்‌. ஆயின்‌ தொடரானது ன்‌ என்னும்‌ மாறிலியின்‌ சார்பு 


களாலாய தொடராகக்‌ கருதப்படலாம்‌, ட என்க ; இங்கு 
ழ்‌,(0) ௮௮77௬, 
தீர"கஞ்ு/17( 7-1)... (5 இலிருந்து ; 


ர ௬%(௦- நி) ஆ, பகுதியில்‌ 6-8 என்னுங்‌ காரணி நிகமுமாயின்‌ 
அது வருத்தலால்‌ நீக்கப்படல்‌ வேண்டும்‌. 


இனி, கோசாற்று என்பவர்‌ (பகுப்புநூல்‌", பாகம்‌ 17, இரண்டாம்‌ பஇப்பு, பக்கம்‌ 9 
பின்வருவதை நிறுவியுள்ளார்‌. 


1) மூ.கள்‌ எல்லாம்‌ ஒர்‌ அடைத்த உருவரையால்‌ வரைப்புற்ற. 
பிரதேசத்தில்‌ பகுப்புக்குரியனவும்‌ நிறையருவானவையுமாக அவவர 
வரையில்‌ தெ *ச்சியானவையுமாயினும்‌, 


உண்மைத்‌ தேற்றங்கள்‌ 149. 


(1) ம்‌ களால்‌ ஆய தொடர்‌ அவ்வுருவரையில்‌ ஒருசீராயொருக்குமா 
_ மினும்‌ 
... ௨றுப்புறுப்பாக வகையிட்லானது ' தனது கூட்டுத்தொகை தொடக்கத்‌ 
தொடரின்‌ கூட்டுத்‌ தொகையினது வகையீட்டுக்‌ ரடயாரும்‌ ஓர்‌ ஒருங்கு 
தொடரைத்‌ குரும்‌. ம 
* நிறையுருவான ”, “ பகுப்புக்குரிய ” என்பவற்றின்‌ வரைவிலக்கணங்கள்‌ 
பற்றி கோசாற்றின்‌ த்‌ 11 இன்‌ தொடக்கத்தைப்‌ பார்க்க. ம்‌ களை, 
முடிலில்லாதனவாக்கும்‌ 6 இன்‌ பெறுமானங்களிலிருந்து தூர நிற்போ 
மாயின்‌ மழ கள்‌ இவ்வரைவிலக்கணங்களைத்‌ .திருத்தியாக்குமென்றும்‌ 
தொடர்ச்சியானவை என்பதும்‌ புலனாகும்‌. இப்பெறுமானங்கள்‌ ௨-- 
8-1, 2-2, 8-5,...அஆழும்‌. இவற்றை விலக்குதற்கு 6-8 என்னு 
மையமும்‌ ஒன்றிலுஞ்‌ சிறிய யாதும்‌ ஆரையும்‌ கொண்ட வட்டத்தின்‌ 
அகப்பிரதேசத்தை எடுக்க, 
இப்பிரதேசத்தின்‌ அகத்தில்‌ எங்கும்‌ ஒருசராய்த தொடர்‌ ஒருங்கும்‌ 
என்பதை இப்போது நாம்‌ நிறுவுவோம்‌. இப்பிரதேசத்தின்‌ அகத்திலுள்ள 
இயல்பொத்த சற்றே சிறிய பிரதேசத்தின்‌ பக தொடர்‌ ஒரு 
ராய்‌ ஒருங்குமென்பதை இது நிறுவும்‌. 
௪ ஆனது பெரிய பிரதேசத்தின்‌ அகத்தில்‌ £ இனது மிகப்‌ பெரிய 
பெறுமானத்தை அதிகரிக்கும்‌ ஒரு நேர்முழுவெண்ணாகுச. 
ஆயின்‌ இப்பிரதேசத்தின்‌ , அகத்திலுள்ள 6 இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ 
எல்லாவற்றிற்கும்‌, ச ஐ அதிகரிக்கும்‌ ௩ இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ 
எல்லாவற்றிற்கும்‌, 
 6--)-16-4-ஐ)(6-1௩-1) - _ற0(01)-00], 4 இன்‌ வரைவிலக்‌ 
கணத்திலிருந்து, 
2 (0-9)- (%-11)(0--6) - டெ. [8-9218] - [/--ஆதலால்‌, 
2( - 4)8- (24--1)(6-%) - 22, 230-248) ணப ஆதலால்‌, 
ஒப 7 -டச்‌, என்க; இங்கு 7, சீ என்பன 
௩,௯0௦ என்பவற்றுள்‌ எதனையும்‌ சாரா .......... (8). 
% இனது போதிய அளவு பெரிய பெருமானங்களுக்கு, 1௩. என்க, 
ஈற்றுக்‌ கோவை என்றும்‌ நேராகும்‌. 48 ஆனது இப்பிரதேசத்தில்‌ 6 இன்‌ 
பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ 
[4 (04-34 4) (0 -௬-1)8-34... 4 4(00) 2-௫ ௫) 
ட உயர்வுப்‌ பெறுமானத்தைக்‌ குறிக்க. ஆமின்‌ அ, என்பது 
2, இலும்‌ பெரிதாகும்‌ யாதுமொரு நேர்‌ எண்ணாக ௬ இலும்‌ பெரிதாகும்‌. 
1 இன்‌ பெறுமானங்களுக்கு 8, ஆனது ப 
7(9,_(2--)72- 12]... இக(ட-1) 2-0) 0: இடக்கு 


ட்ட 3--7%--௪ 


(111 


160 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


என்பதால்‌ வரையறுக்கப்படுமரயின்‌, 


ம்‌ 378, (62-௯1) இ-1) 82-௩1 
௩௭1” ட1)31 7-1) 4.” 
(8, (9) என்பவற்றிலிருந்தும்‌ 5, ஆனது (7) ,இன்‌: வலக்கைப்‌ 
பக்கமர்குமென்னும்‌ வரைவிலக்கணத்திலிருந்தும்‌ 4, இனது தொகுதி 
இஃப்‌ இனது தொகுதியிலும்‌ பெரிதாகி டட இனது பகுதி 2.) இனது 
பகுதியிலும்‌ சிறிதாதலால்‌ 
்‌ அடி மாமி ட டட 
என்பது எமக்குப்‌ புலனாகும்‌. 
'இதேமாதிரி ௬௨௩ ஆகும்‌ ௩ இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ ்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ 
க்‌ ட லட்‌ 
(10) இலிருந்து, எல்லா ன்‌ ன என்பதை நிறுவுவோம்‌. இவ்வேலை 
௮௦ 3% 7 
பிரிவு 108 இன்‌ முடிவிலுள்ள ஒத்தவேலை போன்றமையால்‌ மாணாக்க 
னுக்கு ஒரு பயிற்சியாக விடப்படும்‌. 





ஆகவே, 21-12 ஆயின்‌ 29,” ஒருங்கும்‌. 
77% 


ஆகவே ௮] 2, என்னும்‌ வட்டத்தின்‌ அகத்திலும்‌ 6 இற்குக்‌ குறிப்‌ 

பிட்ட பிரதேசத்தின்‌ அகத்திலும்‌ ப 

ஷோ 42477 மு ரு இரக, 
சட 8,424 கள்‌ என்பனவெல்லாம்‌ 6 யைச்‌ சாராமையால்‌ இ௫ காட்டுவது 
௨7” என்பது ஒருசீர்‌ ஒருங்கல்‌ பற்றிய வைத்திராசின்‌ 14 - சோதனை 
யைத்‌ திருத்தியாக்குமென்பதே (புரோமிச்‌, பிரிவு 44). 
_ இது ஃழ்‌,--28-௨71” என்பது குறிப்பிட்ட நிபந்தனைகள்‌ எல்லாவற்றை 
யும்‌ திருத்தியாக்குமென்பதன்‌ நிறுவலை நிறைவாக்கும்‌ ; ஆகவே ௦6 
என்பதைக்‌ குறித்து வகையிடல்‌ இப்போது மெய்ப்பிக்கப்பட்டுள்ளது. இது 
2] 2 என்னும்‌ வட்டத்தின்‌ அகத்தில்‌ உண்மையாகும்‌. 2-2 
என்னும்‌ வட்டத்தின்‌ அகத்திலுள்ள யாதுமொரு புள்ளியை உட்கொள்ளு . 
மாறு 4) என்பதைப்‌ போதிய அளவு பெரிதாக எடுக்கலாம்‌. 

௬ட்டிசார்‌ சமன்பாட்டு மூலங்கள்‌ முழுவெண்ணால்‌ வித்தியாசப்படுதற்குப்‌ 
பதிலாக சமமாகுமாயின்‌ மேலுள்ள வேலையில்‌ வேறுபாடூ ரூ : என்பது 
(௦ - த) என்பதால்‌ இடமாற்றம்‌ செய்யப்படுதலில்லை என்பே த ; ஏனெனின்‌ 

“நே இன்‌ பகுதியில்‌ 2- $ீ என யாதும்‌ நிகழாது. 

[அத்தியாயங்கள்‌ 12, 3; ஆெவற்றிற்குப்‌ பிற்சேர்வாக பிரிவுகள்‌ 171-177 ஆூயெவற்றைப்‌ 
பார்க்க. அவை ஒழுங்கான தொகையீடுகள்‌, பூசின்‌ தேற்றம்‌, சாதாரண புள்ளிகளும்‌ ஒழுங்கான 
புள்விகளும்‌, பூசின்‌ வகைச சமன்பாடுகள்‌, சிறப்பியல்புச்‌ சுட்டி, செவ்வன்‌ தொகையீடுகளும்‌ 
உபசெவ்வன்‌ தொகையீடுகளும்‌ ஆயிவற்றை எடுத்தாளும்‌. தொகையீட்டின்‌ ஒரு தனிமை 
பற்றிய தர்க்கத்தை உட்படுத்தும்‌ பிரிவு 102 இன்‌ முற்றிய விவரம்‌ பற்றி இன்ன்‌ “ சாதாரண 
வகையீட்டுச்‌ சமனபாடுகள்‌ ”, பிரிவுகள்‌ 8.2, 9,91 ஆகியவற்றை பார்க்க.] ' 
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மூன்று மாறிகள்‌ கொண்ட சாதாரண வகைகயீட்டுச்‌ சமன்‌ 
யாடுகளும்‌ ஒத்த வளையிகளும்‌ பரப்புக்களும்‌ 


111. நாம்‌ இப்போது வெளியிலுள்ள வளையிகளினதும்‌ அவை கடக்கும்‌ 
அல்லது நிமிர்கோண முறையில்‌ வெட்டும்‌ பரப்புக்களினதும்‌ உடைமைகளை 
உணர்த்தும்‌ சில எளிய வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளை எடுத்துச்‌ சிந்‌ இப்போம்‌. 
(உதாரணமாக நிலைமின்னியலில்‌ சமவழுத்தப்‌ பரப்புக்கள்‌ விசைக்‌ கோடுகளை 
- நிமிர்கோண முறையில்‌ வெட்டும்‌.) 

இவ்வத்தியாயத்தின்‌ சாதாரண (அ.தாவது பகுதி வகையீட்டுக்‌ குணகங்‌ 
களைக்‌ கொள்ளாத) வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ அடுத்த அத்தியாயத்தின்‌ 
பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளோடு சமீபத்தில்‌ கொடுக்கப்பட்டுள்ளன. 

மேலும்‌ படித்தற்கு முன்னர்‌ மாணாக்கன்‌ திண்மக்‌ கேத்திரகணிதத்தை 
மறுமுறை படித்தல்‌ வேண்டும்‌. முக்கியமாக ஒரு வளையியின்‌' தொடலியி 
னது திசைக்‌ கோசைன்கள்‌ (4 4, ன்‌ ஆகும்‌, அதாவது சீ: நே : 82 
என்னும்‌ விதத்திலுள்ளன, என்னும்‌ உண்மை வேண்டும்‌. 

மாறாக்‌ குணகங்கள்‌ கொண்ட எகபரிமாண ஒருங்கமை சமன்பாடுகள்‌ ஏற்‌ 
கெனவே அத்தியாயம்‌ 111 இல்‌ எடுத்துச்‌ சிந்திக்கப்பட்டுள்ளன. 

112. ன்‌ 4 2 என்னும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடுகள்‌. இச்சமன்பாடு 
கள்‌ உணர்த்துவது ஒரு குறித்த வளையியின்‌ மீது (2, 3, 2) என்னும்‌ 
யாதுமொரு புள்ளியில்‌ தொடலிக்கு (2, 9 4) ௭௪ ன்பவற்றிற்கு விகித 
சமமாகும்‌ இசைக்கோசைன்கள்‌ உண்டு என்பதே. 2, ஒ, £ என்பன 
மாறிலிகளாயின்‌ ஒரு நேர்கோட்டைப்‌ பெறுவோம்‌, யாதுமொரு வெளிப்‌ 
புள்ளிக்கூடாக அத்தகைக்‌ கோடு ஒன்று செல்லுதலால்‌ உண்மையில்‌ 

இரட்டையாய்‌ முடிவில்லா நேர்‌ கோட்டுத்‌ தொகுதி ஒன்றைப்‌ பெறுவோம்‌... 
எனினும்‌ 2, 9, 8 என்பன 2, 9, 4 ஆதியவற்றின்‌ சார்புகளாயின்‌ 
ஒரு வளையித்‌ தொகுதியைப்‌ பெ றுவோம்‌ ; இவ்வளையிகளுள்‌ யாதுமொன்று 
தனது இயக்கத்‌ இசையைத்‌ தொடர்ச்சியாக மாற்றும்‌ ஒர்‌ இயங்கு புள்ளியாற்‌ 
பிறப்பிக்கப்படுவ தாகச்‌ இந்திக்கப்படலாம்‌. நிலை மின்னியலில்‌ விசைக்‌- 
கோடுகள்‌ அத்தகைத்‌ தொகுதியை ஆக்கும்‌. ர 
/9₹ 9ஈ 97 
(** ஆனது அழுத்தச்‌ சார்பாக விசைக்கோடுகளின்‌ சமன்பாடுகள்‌ 27 [த அப்‌ ஷக்‌ ட 
ஆகும்‌.] 

151 


152 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


டம்‌ மேரே 8 
உ-ம்‌ (0) 20 ர றட று பதக ள பலனாக ச 
கண்கூடாகும்‌ தொகையீடுகள்‌ ஆவன. 
லத டு அடல்ட்‌ (1) 
தக்கு! படம ட லர்‌ இல்லக லு எலல ம்‌ (ஏ) 
நந நு 5. 
இவை ட. அ. இ எ ஆட டகசளள்‌ மதலை வத] 


என்னுங்‌ கோட்டில்‌ இடைவெட்டூம்‌ இரு தளங்களின்‌ சமன்பாடுகள்‌ ; 6, 6 
என்னும்‌ எதேச்சை மாறிலிகளின்‌, தகுதியான தேர்வால்‌ இக்கோடு யாது 
மொரு த ன்‌ த புள்ளிக்கூடாகச்‌ ஜெல்லுமாறு செய்யலாம்‌, உதாரணமாக 

ஈ-7-%, 9--ர-& ஆயின்‌ அது (7, ர, &) இற்கூடாகச்‌ செல்லும்‌. 

ஒரு ள்‌ புள்ளிக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ தொகுதியின்‌ ஒன்றிக்‌ கோட்டைத்‌ 
தேர்ந்தெடுத்தற்குப்‌ பதிலாக ஒரு தந்த வளையியை, உதாரணமாக 
ஐூ---4, 20 என்னும்‌ வட்டத்தை, இடைவெட்டும்‌ அத்தகைக்‌ 
கோட்டு முடிவிலியை எடுக்க. 

இவ்வட்டத்தின்‌ சமன்பாடுகள்‌ (8) , (8) என்பவற்றோடு எடுக்கப்படுமிடத்து 
தருவன 


க்கு 
3-9, 
ட கனத! பபப வ்ற பவ லம எங்வில் வலத 15. 


கோடு வட்டத்தை,இடைவெட்டுதற்கு ௨, 6 என்பவற்றிற்கிடையே உண்மையாக 
வேண்டிய தொடர்பு இதுவே. (2), (9), (5) என்பவற்றிலிருந்து ௧, 6 
ஆயேவற்றை நீக்குமிடத்து வட்டத்தை வெட்டுந்‌ தொகுதிக்‌ கோடுகளால்‌ 
ஆக்கப்படும்‌ நீள்வளைய உருளையாகய 

(2 எச்ச 
என்பதைப்‌ பெறுவோம்‌. 
இதேமாதிரி 9(௦,9)--0, 2-0 என்னும்‌ வளையியை வெட்டும்‌ தொகு 
திக்‌ கோடுகள்‌ 9.(2- 2, 4-2)-0 என்னும்‌ பரப்பை ஆக்கும்‌. 


உ-ம்‌ ற ர வரன்‌ (6) 
8.0. ஐ 
கண்கூடாகும்‌ தொகையீடுகள்‌ ஆவன 
௮-2 கட்க வ் கடகட கடகட கடவ வடக உ(1) 
ர பழு மன்மத ல்க த வலக கன்டு (6) 5 


இவை தருவன ஒரு செவ்வட்ட உருளும்‌ அ தனை ஒரு வட்டத்தில்‌ வெட்டும்‌ 
ஒரு களமும்‌. 


மூன்று மாறிகள்‌ -கொண்ட சாதாரண சமன்பாடுகள்‌ ௬ 1௦2 


ஆகவே, வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ தமது மையங்கள்‌ எல்லாம்‌ 5 அச்‌ 
சிற்‌ இடக்குமாறும்‌ தமது தளங்கள்‌ இவ்வச்சுக்குச்‌ செங்குத்தாகுமாறும்‌ 
உள்ள வட்டங்கள்‌ ஆக்கும்‌ ஒரு தொகுஇயைக்‌ குறிக்கும்‌. 

வெளிப்புள்ளி யாதுமொன்றிற்கூடாக அத்தகை வட்டம்‌ ஒன்றே செல்லும்‌. 
(7 0; %) இற்கூடாகச்‌ செல்வது. ஐ 2475-5 3/7 என்பது. 

ஒரு த ந்‌ த வளையியை இடைவெட்டம்‌ தொகுதி வட்டங்களால்‌ ஒரு பரப்பு ஆக்‌ 
கப்படும்‌. 


2 ம்‌ 
தந்த வளையி 742 - இதம்‌. 2-0 என்னும்‌ அதிபரவளைவாயின்‌ இவ்வதி 


பரவளைவை வெட்டும்‌ வட்டத்திற்கு (7), ம. என்பன 2-௪, 9-9. எனத்‌ 
க 
27 8 
| கிம்‌ 
(7), (8), (9) ஆ$யவற்றிலிருந்து ச, $& என்பவற்றை நீக்குமிடத்து 
அதிபரவளைவை இடைவெட்டும்‌ தொகுதி வட்டங்களால்‌ ஆக்கப்படும்‌ ஒருமடி 
அதிபரவளைவுருவாகிய 
டத நீ 
4: 28 
என்பதைப்‌ பெறுவோம்‌. ப 
இதேமாதிரி ஜ்‌ (2, 9-0, 2-0 என்னும்‌ வளையியிலிருந்து தொடங்க 
ம்‌ (88-25, 0 என்னும்‌ சுற்றற்‌ பரப்பைப்‌ பெறுவோம்‌. 


113. இத்தகைச்‌ சமன்பாடூகளைப்‌ பெருக்களாலே நர்த்தல்‌. 


0 
4 -்‌ ல ஆயின்‌, இப்பின்னங்கள்‌ ஒவ்வொன்றும்‌ 
482 -1- 97089 -1- 782 
2௬09-18 


என்பதற்குச்‌ சமனாகும்‌. 
இந்த முறை சில உதாரணங்களில்‌ பூச்சியப்‌ பகுதியையும்‌ செப்பமான 

வகையீடாகுந்‌ தொகுதியையும்‌, அல்லது தொகுதி தனது வகையீப்ர்ட ஜ்‌: 

பூச்சியமல்லாப்‌ பகுதியையும்‌ பெறுமாறு நயமாக பயன்படுத்தப்படலாம்‌,; 





ஊம்‌ ௫ படமே. ர்‌ ஸ்ர ல ரீ2. 
ப 2(ஐ-9) 2-9) கீழ்‌ 
ஒவ்வொரு பின்னமும்‌ ப ட ர 
த ரல. _சக்டழ்டசன்‌, 
_ (2-டஐ)- 52 (௫ - ஏ) _ த2ி-டஜூ) 9. 2 


ஆகவே ஐமீற - முழற - 282--0) 


மக்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


அதாவது வி தத ௮௫, 
இதேமாதிரி ஏம - றர - 2682-0), 
அதாவது 28 - 25-10. 

மே ரர 82 
உ-ம்‌ (1) 1 ஜக ச: 


8 யட்ய ப்தி டே 72 --8£$ 

2 உ 3-௪ 
இது தருவது மட 2--மட (2--2--9)--மட ௧-௪ -மட(ஐ- மடக, 
அதாவது தக (6)க4-5/(- 2. 

இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 


இங்கு 


பின்வரும்‌ ஒருங்கமை வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளைத்‌ திருத்தியாக்கும்‌ வளையித்‌ தொகுதியை, 
ஒவ்வொன்றும்‌ ஒர்‌ எதேச்சை மாறிலி கொள்ளும்‌ இரு சமனபாடுகளால்‌ வரையறுத்துப்‌ பெறுக. 
சாத்தியமாகுமிடத்து கேத்திரகணித முறையில்‌ விளக்கக்‌ காட்டுக. 








ரக 2 4 02 
() 324, ஐ 4 | 

உம 2 9702 - 753] ஹட அற 
ரட்‌ ன்‌ 2 (சஸ்‌ 

வு 23 ஐ. ழு. 2 4/2 2 ஒழு. 

82 ஐ ம்‌ சே 
கு ட ட. டு படபட ப்‌ 

2. சமக, உரறு தட ஜக -மு நுர2 முத 


(௫) (0, -௩, ௭௦) என்னும்‌ புள்ளிக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ பமிற்சி 2 இனது வட்டத்தின்‌ ஆரையைக்‌ 
காண்க. 


(8) 43-21, ௨-0 என்னும்‌ வட்டத்தை ைவ்டரய்‌ பயிற்சி & இனது வளையி 
களாற்‌ பிறப்பிக்கப்படும்‌ பரப்பைக்‌ காண்க. , 

(9) ஐவ, 2-2 தான்‌ -3 ன என்னுஞ்‌ சரியை இடைவெட்டும்‌ பயிற்சி ] இனத 
கோடுகளாற்‌ பிறப்பிக்கப்படும்‌ பரப்பைக்‌ காண்க. . 

(1௦) யாதுமொரு புள்ளியில்‌ தனது தொடலிமினது திசைக்‌ கோசைன்கள்‌ அப்புள்ளியின்‌ 


ஆள்கூறுகளினது வர்க்கங்களின்‌ விஇிதத்திலிருக்குமாறு (1, 2, -1) என்னும்‌ புள்ளிக்கூடாகச்‌ 
செல்லும வளையியைக்‌ காண்க, 


114, மூதற்றொகையீட்டின்‌ உதவிமால்‌ இரண்டாம்‌ தொகையீட்டைக்‌ 
காண்டல்‌. 


மற்‌ ரே 2 


என்னுஞ்‌ சமன்பாடுகளை எடுக்க. 
கண்கூடாகுந்‌ தொகையீடு ஒன்று 
9-)-2--04... 2-௨  வ்ல்க்ணட்‌ வில்வ (4) 
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இத்தொடர்பை உபயோகித்து, 
மே 02 
1 கே சைன்‌ ௧” 
இது தருவது 2-2” சைன்‌ க). 
௨ இற்குப்‌ பிரதியிட, 8- 2”. சைன்‌ (7--2)--5.........- (ஆ 
(8) ,ஆனது உண்மையில (1) இனது ஒரு தொகையீடா 
்‌ (8) என்பதை வகையிட, 

(85 - 8௨ சைன்‌ (44-29) - ஐ கோசை (4--2). (89-28) --0; 
(1) என்பதன்‌ பலத்தால்‌ இது உணமை௰யாகும. ஆகவே (8) ஒரு தொகை 
மீடாகும்‌. 
ஒர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 


1 3 5சதான்ு-589) 2-2 சிய்டுக4 


லே 03 02 ரல மரு 2 
(3) சடல (2 எ ல ஜ்‌ 
றர) 9 (2-2) 5 
115. ஒருங்கமை சமன்பாடுகளின்‌ மொதுத்‌ தொகையீடூகளும்‌ விசேட 
தொகையீடூகளும்‌. 
௩௫, 5-0 என்பன 
இர இ இட்‌ 
என்னும்‌ ஒருங்கமை சமனபாடுகளின இரு சாராத தொகையீடுகளாயின்‌ 
ம்‌ (ம, 9)--0 எனபது தொகுதியின்‌ வளையிகளுக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ ஒரு 
பரப்பைக்‌ குறித்தலால்‌ அது ம்‌. என்னுஞ்‌ சார்பின்‌ வடிவம்‌ எது 
வாயினும்‌ வேறொரு தொகையீட்டைத தரும்‌. 
இதன்‌ பகுப்பு நிறுவல்‌ அடுத்த அத்தியாயததுற்கு ஒதுக்கப்படும்‌ ; 
எனெனின்‌ அதன்‌ முக்கியம்‌ பிரதானமாய்ப பகுதி வகைமீட்டுச்‌ சமன்‌ 
பாடுகளுக்கே உரியது. ற்‌ (6, 9)--0 என்பது பொதுத்‌ தொகையீடு எனப்படும்‌. 
இல ஒருங்கமை சமன்பாடுகளுக்குப்‌ பொதுத்‌ தொகைமீட்டில்‌ உட்படுத்தப்‌ 
படாத விசேடத்‌ தொகையீடுகள்‌ எனப்படும்‌ தொகையீடுகள்‌ உணடு. 


இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 
(1) பிரிவு 118 இனது உதாரணத்தில்‌ மூடி மு 2, எனை 2” ஆதலால பொதுத்‌ 
தொகையீடு 6 (ஐூ-3”- 25, ஜை -25)--0 ஆகும்‌. இதனை மாணாககன 
உ1 
ழ்‌ (௩,5) -ம-௫, த்‌ (ஐ) ---- 
ப 28 
என்னும்‌ எளிய வகைகளில்‌ வாய்ப்புப்‌ பாததலி வேண்டும. 
[43 02 
இ 5 க 
1-௨ 4) ழ்‌ 2 
என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டுக்கு ழ்‌ [ஜூ ௨ 8 24/(2-2-3))--0 என்பதி பொதுத்‌ தொகையீடும்‌ 
2 -ஐ--ம என்பது ஒரு விசேட தொகையீடும்‌ என்பதை வாய்ப்புப்‌ பார்க்க. 
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ச ட ப 

116. ௩-1 00]--102--0 என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டின்‌ கேத்துரகணித 
விளக்கம்‌. ,  ஒ ப 

இவ்வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடு உணர்த்துவது ஒரு வளையியினது தொடவி 
ஒரு குறித்த கோட்டுக்குச்‌ செங்குத்தாகுமென்பதே ; இத்‌ தாடலியினதும்‌ 
கோட்டினதும்‌ தசைக்‌ கோசைன்கள்‌ முறையே (8, ஜே, 82), (2,6,.2) 
என்பவற்றிற்கு வி௫தசமமாகும்‌. 

ஆனால்‌ தத்‌ என்னும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடுகள்‌ ஒரு வளையி 
யினது தொடலி (2, 6), 8) என்னுங்‌ கோட்டுக்குச்‌ சமாந்தரமாகுமென்பதை 
உணர்த்துமெனக்‌ கண்டுள்ளோம்‌. ஆயின்‌ எமக்கு இரு வளையித்‌ தொடைகள்‌ 
உண்டு. ஒரு தொடையில்‌ ஒன்றாகவுள்ள இரு வளையிகள்‌ இடைவெட்டு 
மாயின்‌ அவை செங்கோணங்களில்‌ . வெட்டல்‌ வேண்டும்‌. 

இனி இரு வகைகள்‌ எழும்‌. 28--0்‌--182--0 என்பது: தொகை 
யிடத்தகு சமன்பாடாகலாம்‌. : இதன்‌ பொருள்‌ ஒவ்வொரு பரப்‌பிலுமுள்ள” 
வ்ளையிகள்‌ எல்லாம்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடூகளாலே குறிக்கப்படும்‌ வளையிகள்‌. 
இப்பரப்பை வெட்டும்‌ புள்ளிகள்‌ எல்லாவற்றிலும்‌ அவற்றிற்குச்‌ செங்குத்‌ 
தாகுமாறு ஒரு பரப்புக்‌ குடும்பம்‌ காணப்படலாம்‌ என்பதே. உண்மையில்‌ 
ஒர்‌ இரட்டையாய்‌ முடிவில்லா வளையித்‌ தொடையை நிமிர்கோண முறையில்‌ 
வெட்டுமாறு ஒரு முடிவில்‌ தொகை பரப்புகள்‌ வரையப்படக்கூடுமாயின்‌ 
இவ்வகை பெறப்படும்‌ ழ; அதாவது நிலை மின்னியலில்‌ விசைக்‌ கோடுகளை 
சமவழுத்தப்‌ பரப்புக்கள்‌ வெட்டுமாப்போலாகும்‌. ஆனால்‌ ஒருங்கமை சமன்‌ 
பாடுகளாற்‌ குறிக்கப்படும்‌ வளையிகள்‌ அத்தகைய நிமிர்கோண பரப்புக்‌ 
குடும்பத்திற்கு இடங்கொடாதிருக்கலாம்‌. இவ்வகையில்‌ ஒன்றிச்‌ : சமன்பாடு ' 
தொகையிடத்‌ தகாது. ப | 
உ-ம்‌ (1 ப 2-1 4-ட82-௩0 என்னுஞ்‌ சமன்பாடு சமாந்தரத்‌ குளங்களால்‌ 
ஆக்கப்படும்‌ “ குடும்பமா ௨--9--2--0 என்பதற்குத்‌ தொகையிடும்‌. 

பிரிவு 112, உ-ம்‌ (1) இன்‌ படி ்‌ 


ப ட்ப 
ம கி உத 
என்னும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடுகள்‌ - 
ஐ-௩ ூ-ம்‌ 5 
ர இரு 
த சமாந்தரக்கோட்டு குடும்பத்தைக்‌ குறிக்குமென்பதைக்‌ கண்‌ 
டாம்‌. 


தளங்கள்‌ கோடுகளினது நிமிர்கோணக்‌ கடவைகளாகும்‌. : 
ளே 88 
உம்‌ (0) 20- ஐ88--0, அதாவது ௮2 0, என்பது - அச்சுக்‌ 


கூடாகச்‌ செல்லும்‌ தளக்‌ குடும்பமாகய 202 என்பதற்குத்‌ தெர்கையிடும்‌. 
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டடலே 
பிரிவு 119, ௨-ம்‌ (11) இல்‌ _2 ௮ ட என்னும்‌ ஒத்த ஒருங்கமை 
சமன்பாடுகள்‌ தமது அச்சுக்கள்‌ எல்லாம்‌ ந - அச்சு நீளத்திற்குக்‌ கடக்கும்‌ 
வட்டங்களாலாய தொகுதியைக்‌ குறிக்குமெனக்‌ கண்டுள்ளோம்‌ $ ஆகவே. 
தளங்கள்‌ வட்டங்களினது நிமிர்கோணக்‌ கடவைகள்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 

பின்வரும்‌ சமனபாடுகளைத்‌ தொகையிடுக ; சாத்தியமாகுமிடத்து முடிபுகளைக்‌ கேத்திரகணித 


மூறையில்‌ விளக்க காட்டி. பரப்புக்கள ஒதத ஒருங்கமை சமன்பாடுகளாற குறிக்கப்படும்‌ 
வளையிகளினது நிமிகோணக கடவைகளாகுமென்பதை சரி பிழை பராகக. ்‌ 


(0) க8௨-ட$ூ8ீ-288--0. 

இ (9₹--2 ஐ) - 9/8 - 9288-௩0, [2 ஆல வருகக.] 

(3) 3222 -1- ஊர -டஐ$82-- 0. (௮ (4-1 (2--8)8$-0 (2 1. 1)42 - 09 

(6) ச(ல - ஈர) 4502. (6) ௧82௨-1 28$9/-( (4-1 92)82-0. 
117. ர்வு கண்கூடாகாதவிடத்து, தொகையிடல்‌ முறை. 

2ிரல-ட ரீர-ட.282--0 என்னும்‌ வடிவத்திலுள்ள தொகையிடத்தகு 
சமன்பாடு கண்கணிப்பு முறையில்‌ இர்க்கப்படாதாயின்‌ 2 மாறிலியாக 82--0 
ஆகும்‌ எளிய வகையை முதன்‌ முதல்‌ எடுத்துச்‌ சிந்தித்து ஒரு இர்வைத்‌ 
தேடுவோம்‌. 

உதாரணமாக 9208 -1- 28242 - 9782-0 என்பது, 2 மாறிலியாயின்‌, 
94/82 -1- 2௦81 --0 ஆகும்‌ ; இது 8-௨, எனத்‌ தரும்‌. 

2 என்னும்‌ மாறி மாறிலியாகுமென்னும்‌ உத்தேசததில்‌ இது பெறப்‌ 
பட்டமையால்‌ தொடக்கச்‌ சமன்பாட்டினது இர்வு ௨ என்னும்‌ மாறிலிக்குப்‌ 
பதிலாக 2 இனது யாதோ சார்பை வைத்தலாற்‌ பெறப்படமென்பது 


8 
நிகழலாம்‌ ; இது ஐூ-7(2) என்பதைத்‌ தந்து 3282 -- 21207 - ௮ 8-0 


என்பதறகு வழிகாட்டும்‌. இது தொடக்கச்‌ சமனப்‌ ஈட்டோடூ சர்வசமனாதற்கு 





ஆதல்‌ வேண்டும்‌ ; 





ன்‌ க ௧ 
ரக ட 
சா. 
ர்‌(2) 02 ; 


இது ஐ 02 என்னும்‌ இறுதித்‌ இர்வைத்‌ தரும்‌. 
இந்த முறை, தொகையிடத்தகு சமன்பாடுகள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ உண்‌ 
மையாகுமென்பதன்‌ நிறுவல்‌ பற்றி பிரிவு 119 பார்க்க. 


58 வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 
மூ 4௪ண மட20ே 2 மட ரீ-32-- 0. 
ற 33₹042-- அழ - ஐஏ(1 --2)28--0. ப | 
3) (௨-1 9-ட்ை23- 1)82-0 29-02282--0. [மூதன்‌ முதல்‌ ஐ. மாறிலியாகுமெனக்‌ 


கொள்க.] . 
(4) ரதத பத்துப்‌ டர்கள்‌! 
(5) ஐ ஏூ 2) (ஜூ -ஐ52- அ) (முர ஐ5)8-0. 


(6) பின்வரும்‌ சமன்பாட்டினது தொகையீடு ஒரு பொது இடைவெட்டுக்‌ கோடு கொண்ட 
தளங்களாலாய குடும்பத்தைக்‌. குறிக்குமெனவும்‌, இத்தளங்கள்‌ பிரிவு 118 இன்‌ பின்வரும்‌ 
பயிற்ச 2 இன்‌ வட்டங்களினது நிமிர்கோணக்‌ கடவைகள்‌ எனவும்‌ காட்டுக : 


(ர௬௧- ஈமு) (ன - 72)- (ம - ரா)82-- 0. 
118. ஒரு சமன்பாடு தொகையிடப்படூதற்கு வடு ததன்‌! 


7ி2-ட்ரெ்ழு-ட்002--0 4.22 2 பவடய (1) 
ஆனது வகையிடலின்‌ பின்‌ 


பக்ர்‌ ட்‌ 2:௧௮. 


என்பது தரும்‌ ஜீ (௪, 3, ர என்னும்‌ தொகையீடு உடையதாயின்‌ 
வடம, மம. ப 


ஆகவே 2 ) ஞ்‌ ல த ௮ க்‌ 

அதாவது. (2 - 4) 402 நிய. பப னன்‌ (ஐ. 

இதேமாதிரி ப (2 - ள்‌ 2 5 “௧ ட ப பரனிப்தன்ங்கலை (௮. ப 
(3 - 472 ட கடு அப்ல ர. (4). 


(2, (3), (4 என்னுஞ்‌ சமன்பாடுகளை அதக ர ௦, 2£ என்பவற்றாற்‌ 
பெருக்கிக்‌ கூட்டுக. 


00௦ 092 22 02 ட 
2 ர கறவை அவவவகவத ட. கயமை 
(- 11% - 2௫. ௪ 
(1) என்னுஞ்‌ சமன்பாடு தனகபட் ட்‌ ததூமாமின்‌ இந்றிபந்தனை இருத்தி 
யாக்கப்படல்‌ வேண்டும்‌. 


2, 6, 2 என்பன & என்னுங்‌ காவியின்‌ கூறுகளாயின்‌ இந்நிபந்தனை 
&. சுருட்டை &-0 
என எழுதப்படலாமென்பது காவிப்பகுப்போடு பழக்கமான மாணாக்கனுக்‌ 
குப்‌ புலனாகும்‌. 


மூன்று மாறிகள்‌ கொண்ட சாதாரண சமன்பாடுகள்‌ 159 


உம்‌. ஈற்றுப்‌ பிரிலிற்‌ செய்த உதாரணமாகய 
92 2-1 சற ரீழ - றற 88--0 

என்பதில்‌ 29௪, 2, 8 - மை. 

நிபந்தனை தருவது 
98(22-- 39)--229(- 39 -9) - 9392 - 22) 0, 

அதாவது தற - 2 -- 821/2 -- 0 ; 
இது உண்மையாகும்‌. 

- இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 

(1) ஈற்று இரு பயிற்சித்‌ தொடைகளி லுமுள்ள சமன்பாடுகள்‌ இந்திபந்தனை 
யைத்‌ திருத்தியாக்குமெனக்‌ காட்ட. 

02 ரூ... 82 
த ஐ 1 

(9) எனபவற்றாலே தரப்படிம்‌ வளையிகளுககு நிமிர்கோண முறையில்‌ 
யாதும்‌ பரப்புத்‌ தொடை இல்லை எனக்‌ காட்டுக. 

119. தொகையிடற்றகவு நிபந்தனை வேண்டியது மட்டுமல்ல போதியது 
மாகும்‌. நிபந்தனை திருத்‌ இயாக்கபபடுமிடத்து தீர்வு தருதற்குப்‌ பிரிவு 
117 இனது முறை எனறும்‌ வெற்றியாகுமெனக்‌ காட்டுதலால்‌ நிபந்தனை 
போதியதாகுமென்பதை நி றுவுவோம்‌. 
. 2.0), 2 என்பன நிபந்தனையைத்‌ இருத்தியாக்குமாயின்‌, 4. ஆனது 
ஐ, ம, ௨ ஆூயவற்றின யாது சார்பாமினும்‌, 2-7, டொ, 71-28 
என்பனவும்‌ அவவாறே செய்யும்‌ எனனும்‌ உண்மை ஒரு கொளுவாக 
எமக்கு வேண்டும்‌. இதனை மாஞகைகனுக்கு ஒரு பயிற்சியாக விடுவோம்‌. 

பிரிவு 117 இல்‌ £ஐ மாறிலியாகக கொணடு 285--9ஜ்‌-0 இன்‌ ஒரு 
ஜாவைப்‌ பெறலாமென உத்தேசித்துள்ளோம. 


இத்தாவு சி(ஐ,9,2) --6 ஆகுக ; 
இது பம ஒர்‌ -0 எனத்‌ தருதலால்‌ 
ப 

0 ்‌ த தத்து 

ல்‌ ௮ | 0-. எனக. 


2, 10 -ெ க்கீ. என இ௫க. 
அடுத்தபடி ௧ இற்குப்‌ பதிலாக ீ (8) வைத்தல்‌ ; 
இது 7 (ஐ3,த)--7(அ) 4222 உவவக௨ர (1) 
எனத்‌ தருதலால்‌ 
74 ௦. (* ்‌) ர 
ம. ட்‌ உ ..3)8-0, 
ல்‌ 2-5 3 84 7 3 ்‌ 


160 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


அதாவது யிட்‌ ௨ ரீ தடட டப பப்ப ட கட அரளக (2) 
0 88 ர 
இது 2ி82-ட்ெ--.7282--0 என்பதோடு சர்வசமனாதற்கு 
04. ௬ 1 2ல ர்‌. ..। 
92 
்‌ ர 6 
அதாவது த. ர அம்வ்க்ம்‌ அதுத உ கலக வலு (9) 


ஆதல்‌ வேண்டும்‌. 
பிரிவு 117 இனது உதாரணத்தில்‌, 8ஊ9”-7ீ(8) என்னுஞ்‌ சமன்‌ 
பாட்டின்‌ பலத்தால்‌ ௪, 3 என்பன. விலக்கப்பட, 
08 37) 


2 3 2 


நிறுவ வேண்டியது (1) என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டின்‌ பலத்தால்‌ (3) என்னுஞ்‌ 


சமன்பாட்டின்‌ வலக்கைப்‌ பக்கத்‌ திலிருந்து ஐ, 4 என்பன என்றும்‌ 
விலக்கப்படலாமென்பதே. - 


வேறு மாதிரிக்‌ கூறின்‌ பன்‌ _, என்பது ஐ, 9 ஆூயவற்றை 4 இன்‌ 


சார்பாக மட்டுமே உட்கொள்ளும்‌ என்பதைக்‌ காட்டல்‌ வேண்டும்‌. 
049107. 94 0 [0.7 
சர்வசமனாக -_-- 3 ன்‌ 2 2 1- ள்‌ (க 2 - 8) க அபல லப்க (8) 


ஆகுமாயின்‌ இது உண்மையாகும்‌. [எட்வேட்சின்‌ * வகைப்பட்ட நுண்‌ 
கணிதம்‌ :, பிரிவு 510.] ்‌ 


இனி, கொளுவின்படி, 2, 6) 2 என்பவற்றிற்கடையேயுள்ள தொடர்பு 


2098) (20.2 96 
2 ர்‌ 4 - க ப்ட்‌ - வ -0 


என்னும்‌ இயல்பொத்த தொடர்புக்கு வழிகாட்டும்‌ ; அன்றியும்‌ (2) என்‌ 
னுஞ்‌ சமன்பாடு தொகையிடத்தகுமாதலால்‌ 


0டெ.. 0 20 - மரீ [ த மரீ ட 92 
த ணட கத்‌ கலன்‌ 

ப 0 1,0௦2 8 1 2 83/ 0. | 
(5 பகீர்‌ ( _960_ 
02. 72/1, 

ஈற்று இரு சமன்பாடுகளைக்‌ கழித்தலால்‌ 
ிர0 மரீ 907 மர 
ட்‌ ப 20-ம்‌ தே பி 


9 4 02) 99% 
-(2-2-இ(- 0 ல்‌ (5). 


மூன்று மாறிகள்‌ கொண்ட சாதாரண சமன்பாடுகள்‌ 10% 


977 ற 927... 9767 
ல்‌ ம்‌ கொ ப வ்கி கன்‌ ரா ரீ எனல வலத கனகவ நி கனல கை 
ஆரமேு 1 கி 9) 03 0 2) 03 இ எ 0, 


ரீ ஆனது தனித்த ௨ இன்‌ சார்பு ஆதலால்‌. 
ஆகவே (5) என்பது (4) என்பதற்கு ஒடுங்கும்‌. 


041" 
அதாவது 52 _ 8) என்பது 77, ௨ என்பவற்றின்‌ சார்பாக உணர்த்கப்பட 
லாம்‌, ழ்‌ (27, 2) என்க. 
ஆகவே, (1), (9) என்பவற்றிலிருந்து 
ர்‌ 
இதன்‌ தீர்வு 7--70(2) ஆமின, (௬, ஐ 8) --%(8) என்பது 
2ய-டடுறு-ட82--0 ்‌ 

இன்‌ ஒரு தீர்வாகும்‌; ஆயின 4, 0, 72 என்பன பிரிவு 118 இனது 
நிபந்தனையைத்‌ திருத்தியாக்குமிடத்து இச்சமன்பாடு தொகையிடத்‌ தகுமென்‌ 
பது நிறுவப்பட்டூளளது. 
120. தொகையிடத்தகா ஒன்றிச்‌ சமன்பாடு 

தொகையிடறறகவு நிபநதனை திருத்தியாககப்படாவிடதது 


மி 0வு-7102-0 பதனம்‌ நு டது த்கதுது தத்கல்‌ (1) 
எனனுஞ்‌ சமனபாடு 
2 மீ. 88 
2 ட 2 


எனனும்‌ ஒருஙகமை சமனபாடுகளாற குறிக்கப்படும்‌ வளையிக்‌ குடும்பத்‌ திற்கு 
நிமிர்கோண முறையிலுளள வளையிகளாலாய குடும்பத்தைக்‌ குறிக்கும்‌ ) 
ஆனால்‌ இவ்வகையில இரணடாம வளையிக குடும்பத திறகு நிமிர்கோண முறை 
யில்‌ பரப்புக்‌ குடும்பம்‌ யாதுமிலலை. 

எனினும்‌, அசசமன்பாடு தொகையிடத்தகுமோ தகாதோ, யாதுமொரு 
தந்த பரப்பிற்‌ இடந்து (1) எனபதைத்‌ திருத்தியாக்கும்‌ ஒரு முடிவில 
தொகை வளையிகளைக காணலாம்‌. 


உ.ம்‌. ீ2- (2-3) மீத--22--0 422222௧௨௨4 ௨82 (1) 
எனபதன்‌ இர்வாற குறிக்கப்பட்டு 
ஜெய ழூ இண] டவ வவட வவட வ வ்கல்கஉஉ்டஉகக (2) 


என்னுந்‌ தளத்திற்‌ கடக்கும்‌ வளையிகளைக காண்க. 
[தொகையிடற்றகவு நிபநத்‌ தனை திருத்‌ தியாக்கப்படவில்லையென்பதை 
எளிதில்‌ வாயப்புப்‌ பார்க்கலாம்‌. ] 


102 வகைபீட்டூச்‌ சமண்பாடுகள்‌ 


செயன்முறை இவ்விரு சமன்பாடுகள்‌ அவற்றுள்‌ இரண்டாவதன்‌ வகை 
யீடு ஆயேவற்றிலிருந்து மாறிகளுள்‌ ஒன்றையும்‌ ௮ தன்‌. ்‌ வகையீட்டையும்‌ 
(2, 8௧ ஆ௫ூயன என்க): நீக்கலே. 


(2) என்பதை வகையிட, 282 - ஜே - 88 0. 
௨ ஆற்‌ பெருக்க (1) இற்குக்கூட்ட, 
(-ட2)82-(6-௨- 8-0; 
ப்‌ என்பதை உபயோ௫க்க (--22) 88--(ஐ- 39/-1)2- 0 ஆ 


என்பது பெறப்படும்‌. 


ஆயின்‌ (8) என்னுந்‌ தளத்திற்‌ கடக்கும்‌ குடும்ப ப்ட்‌ (8) என்னும்‌ 
முடிவில்‌ செங்கோண அதிபரவளைவு உருளைத்‌ தொடையில்‌ ட்டு 
லாய வெட்டுக்களாகும்‌. 


இவ்வுதாரணத்தின்‌ முடிபு பின்வருமாறும்‌ உணர்த்தப்படலாம்‌ : (2) 
என்னுந்‌ தளத்திற்‌ இடந்து (1)' என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டைத்‌ தஇிருத்தியாக்கும்‌ 


வளையிகளினது ஐஊ-தள எறியங்கள்‌ தரேமையம்‌ கொண்டு இயல்‌ 
பொத்தனவும்‌ இயல்பொத்தமைந்தனவுமான செங்கோண ன்‌ 


களாலாய குடும்பமாகும்‌. 
இர்த்தற்கான பயி ற்ிகள்‌ 
(1) .சச-- $ 2-௨ 03 என்பதற்கு ஒன்றித்‌ தொகையீடு யாதுமில்லையெனக்‌ காட்டுக. 


2-2 யிற்‌ இடக்கும்‌ இச்சமன்பாட்டு வளையிகள்‌ (2-1)“(3/-1)--௦ என்னுங்‌ 
குடும்பத்துப்‌ பரப்புக்களிலும்‌ கடக்குமென்பதை நிறுவுக. 


௪ தட தரி 
3 ஆன? என்னும்‌ நீள்வளையவுருவிற்‌ கடக்கும்‌ 


ஐ: 48 
எக்ர்ர்ர் /(3 4 ம்‌) ௭-0 


2 4 4/3 5 ௬2 ௮ க 
என்னும்‌ ஒருமையக்‌ கோளக்‌ குடும்பத்திலும்‌ சடக்குமெனக்‌ காட்டுக. 


என்பதன்‌ வளையிகள்‌ 


3 கக்‌ என்னும்‌ பரவளைவுருலிற்‌ இடந்து 
202 (ஐ--2) மே மீ 
்‌ என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டைத்‌ தஇருத்தியாக்கும்‌ வளையிகளினது 22- தள தியற்கை எறியத்‌ 


தைக்‌ காண்க. 


(4) $- அச்சுக்குச்‌ சமாந்தரமான பிறப்பாககிகள்‌ கொண்டு (2, 1, - 1) என்னும்‌ புள்ளிக்‌ 
.கூடாகவும்‌ ௨5--$₹-4-2--4 என்னுங்‌ கோளத்திற்‌ இடக்கும்‌ ஒரு வளையிக்கூடாகவும்‌ சென்று 


(ஐ$9-1- 222) மே --$73 மீழ-- (ஐ32) 82-- 0 
என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டைத்‌ திருத்தியாக்கும்‌ உருளையின்‌ சமன்பாடு காண்க. 


அத்தியாயம்‌ &1 இல்‌ பலவினப்மயிற்ிகள்‌ . 


டட ஓட கட டடன்‌. 
2.ய2 அநு நூற்‌ நேட கழ 0 (277). 
(3) ப்‌ 2 “பத, 
ம. 


6 


னே ரே 8 
(4) கரசி) கோசை க 2 (கி ர 1 கி (1- சைன்‌ ௧)- 0. 


ப சே மீ 62 
9௯2) -- அம்‌ ௮ ௮ 
(5) (கே-ட$/3-- 222) ஆ ௮௮ 2 1. 


(6 7(ம2- ௯ -வு மட 9442-0 என்பது தொகையிடத்தகுமாமின்‌ 7 (3) என்பதைக்‌ 


காண்க. 


ஒத்‌ த தொகையீடு காண்க. 


0) பின்வரும்‌ சமன்பாடு தொகையிடத்தகாது எனக்‌ காட்டுக : 
3/2 (2 னை 99) வூ-௨22-- 0. 
இச்சமன்பாட்டைத்‌ திருத்தியாக் 2--3/- 2-6 என்னுந்‌ தளத்‌ இற்‌ இடக்கும்‌ வளையிகளினது 
ஹு - தள எறியங்கள்‌ 
ஐ- ஜே மு மரு 
என்னும்‌ செங்கோண அதிபரவளைவுகள்‌ என்பதை நிறுவுக. 
௫-௯, என்னும்‌ இருயெ முப்படி. வளையிகளாலாய குடும்பத்‌ தன்‌ வகையீட்டுச்‌ 
சமன்பாடுகள்‌ காண்க. இவ்வளையிகள்‌ எல்லாம்‌ 
தூ. 28/2-1 523 ௫7 

என்னும்‌ நீள்வளையவுருக்‌ குடும்பத்தை நிமிர்கோண முறையில்‌ வெட்டுமெனக்‌ காட்டுக. 

ட) (8, 5, 1) என்னும்‌ புள்ளிக்கூடாகச்‌ சென்று ௨--372--௦ என்னும்‌ பரப்புக்‌ குடும்பத்தை 
நிமிர்கோண முறையில்‌ வெட்டும்‌ வளையியினது சமன்பாடுகளைக்‌ காண்க. 

(10) ௨௨௪, /--592 என இட்டுக்கொண்டு பின்வரும்‌ எகலினச்‌ சமன்பாடுகளைத்‌ நீர்க்க. 


() (6: - 28 3 922) 82-14-28௧7 24/2 -- 23/2) ந 
1 (2-2 நு சே) ௪-0, 


ஸு (௪-2) 2-1 (38 சத்‌ - (21 -சறஸ்நர) 8-0) 
ய்ட்‌ 224 (2- ஜஸ்‌. (ந - 32-௧2) 8-0) 
மே 2, 82, - 22) கே, -ட ம ம 4-0 
என்னுஞ்‌ சமன்பாடு தொகையிடத்‌ தருமாயின்‌ 
92) 04, 91% 94% 92 02, 
௧ சப. அலன்‌ அழத்‌ ர உட்டு 
(2 ன்‌ ட 0 2 ெட்றொ 


என்பதை நிறுவுக ; இங்கு ச, ௪, 4 என்பன! |, 8, 3, 4 என்னும்‌ நாலு பிற்குறிசஞன்‌ 
எவையேனும்‌ மூன்று. ப 


104 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடூகள்‌ 


இத்தொடர்பை 0,ஜ-.0 என்பதாற்‌ குறி தீதுக்கொண்டு சர்வசமனாக 
20 மிட 2 -2லிர0 


ஆகுமென்பதைச்‌ சரிபார்த்து இந்நாலு ட்ட “மூன்று மட்டுமே னை வ்‌ 
காட்டுக. 


இந்தநிபந்தனைகள்‌ 
(3 -லனனை மே, ஜெலி ௨, ர - ல - உனை கெடா (ஐமீ எ வீர னு கேட 


என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டுக்குத்‌ திருத்‌ இயாக்கப்படும்‌ என்பதைச்‌ சரிபார்க்க, 


(12) பமிற்சி (11) இன்‌ சமன்பாட்டைப்‌ "பின்வரும்‌ ன்னால்‌ தொகையிடுக : 


0) 2, ௨) என்பன மாறிலிகள்‌' என உத்தேரத்துக்கொண்டு ட்டி - கற ஹன ௦ 

என்பதைப்‌ பெறுக. 

(4) உ இற்குப்‌ பதிலாக ரீ (௩, ஐ, என்பதை வைக்க, 'வகையிடலாலும்‌ தொடக்கச்‌ 

0 
சமன்பாட்டோடு ஒப்பிடலாலும்‌ , 2 என்பவற்றைப்‌ பெற்று அது துணைகொண்டு 
ட 
9 ஐயும்‌ 
ஐ ௨- வட்‌ ளை ஹி 6 

என்னுந்‌ தீர்வையும்‌ பெறுக. 
(13) பயிற்ச (11) இன்‌ சமன்பாட்டை ஐ, - 82, ஐடி-ல)ூ ஐஐ). என இடுதலால்‌ தொகை 
யிடுக. 


(14) பின்வரும்‌ சமன்பாடு தொகையிடற்றகவு நிபந்தனைகளைத்‌ இருத்தியாக்குமெனக்‌ 

காட்டி அதன்‌ தொகையமீட்டைப்‌ பெறுக : 
ஏ சைன்‌ மம--ஐ சைன்‌ 4 மீறு சைன்‌ 109 08-3௫ கோசை ௦ 8-0. 

ட்‌ 29௦-ட ரந - மீ -6ர5- 0௦65-0 ஆயின்‌ 
ப க சீஜி-ட6 8-௦ சசி. 9 ஜீழ சச 9ர சீசச்ச-ட 2% கஷ்ட 0 
என்னுஞ்‌ அகம்‌ ர 

£82-- ஜே 782- 

என்னும்‌ வடிவத்‌ இலுள்ள இரு அவ ரத்து லன்‌ காட்டுக. (கூம்புவளைவியலில்‌ 
ஒரு முடிபோடு ஒப்பிடுக.) 

அது துணைகொண்டு 

ஐ (ே3-டேு3- 225) 1-2 (/4--27) வூ க8-ட்டு (3-2) 88 8-2 (6-4) வழ 0 
என்பதன்‌ ர்வு 
(25-32 -0) (3/2 - 6)-0 

எனக்‌ காட்டுக. (பிரிவு 52 ஒடு ஒப்பிடுக.) 


(16) 28-00-8240 ...... உடல்கட்டு ட 110 
என்பதன்‌ தொகையிடற்றகவு நிபந்தனையானது 
ம்‌ ரூ சே | ட்‌. 
க தத வ ம்‌. படட ம்க்‌ அலுவல்‌ டும்ட வதிட உம்ங் கு கிட 
2 09 2 
02 ஜே 02. 


7008). 70 ௦ எழத தறம ப சன்‌ பந்த்‌ 
தெ ழே 102 05 ர ஜே 


பலவினப்‌ பமிற்சகள்‌ 10 


ஆய குடும்பங்களினது இடைவெட்டும்‌ வளையிகளாலாய எச்சோடிமினதும்‌ நீமிர்கோணகியல்‌ 
பைப்‌ பொருட்படுத்துமெனக்‌ காட்டுக, ப 

அது துணைகொண்டு (8) இனஅு வளையிகளெல்லாம்‌ (1) இனது பரப்புக்களிற்‌ டெக்குமெனக்‌ 
காட்டுக. ச ்‌ ப 

மரு 2), 042-௧0௦, மோ -]] ஆகுமிடத்து இம்முடிபைச்‌ சரிபார்க்க, 

(ஒத்த சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு பற்றி இவ்வத்தியாயத்தின்‌ முந்தின உதாரணங்களைப்‌ பார்க்க.) 


(17) முன்‌ சென்ற பயிற்சி தெரிவிப்பது 4 மாறிலி, 6- மாறிலி, என்பன (8) என்னும்‌ 
சமன்பாடுகளினது இரு தொகையீடுகளாயின்‌ (1) என்னும்‌ சமன்பாட்டினது ஒரு தொகையீட 
7(2 6) - மாநிலி என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ உணர்த்தப்பட்டு அது தணைகொண்டு£எ -- ஜெ -/- 2845 
என்பது, .4, 8 என்பன 0, $ ஆ$யவற்றின்‌ சார்புகளாக, .48%-4-ம8$ என உணர்த்தத்‌ 
தகுமென்பதே. ப 
ப ப மடச, ( - ச மட 2, 1--ஐறு 
என்னும்‌ வகைமில்‌ ர 
பொழகர்‌, 0 ஊர மடச, 44 0, 8-9 
ஆகுமென்பதைச்‌ சரிபார்க்க. 

அது துணைகொண்டு (1) இனது தொகையீட்டை 

௦2, அல்லது 9-0 மட 2, என்னும்‌ வடிவத்திற்‌ பெறுக. 

[இவ்வத்தியாயத்தின்‌ பிற்சேர்வு பற்றிப்‌ பிரிவுகள்‌ 168-170 பார்க்க, அங்கு எசுபரிமாணச்‌ 
சமன்பாடுகளின்‌ தொகையீட்டுக்‌ காரணி பற்றியும்‌ மேயரின்‌ முறை பற்றியும்‌ சிந்திக்கப்படும்‌. 
இந்த மூறையினது விரி ஒன்று “ கணிதப்‌ பத்திரிகை ” 220717, 1953, பக்கம்‌ 59 இல்‌ 
வெளிவந்த “ஒரு மொத்த வகையீட்டூச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தொகையிடல்‌ பற்றிய பேட்டிராணின்‌ 
முறையினது சுருக்கல்‌ ” என்னும்‌ எனது வெளியாககலில்‌ தரப்படும்‌ ௨-ம்‌. 17 இல்‌ சுட்டிக்‌ 
காட்டப்படும்‌.] | 


அத்‌இயாயம்‌ 2011, 


முதல்‌ வரிசைப்‌ மகுட வகையிட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


குறிப்பிட்ட முறைகள்‌ 


121. ஏற்கெனவே : (அத்தியாயம்‌; 1) எதேச்சைச்‌ ' சார்புகளை நீக்க 
லாலோ எதேச்சை. மாறிலிகளின்‌ நீக்கலாலோ பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமன்‌ 
பாடுகள்‌ ஆக்கப்படுதலைப்பற்றித்‌ தர்க்த்துள்ளோம்‌. , கணித பெளதிக 
வியலில்‌ மிக முக்கயெமான சில சமன்பாடுகளில்‌ எவ்வாறு எளிய குறிப்பிட்ட 
இர்வுகள்‌ காணப்பட்டு அவற்றின்‌ உதவியால்‌ கூடுதலாகச்‌ சிக்கலான 
தீர்வுகள்‌ பெளதிகப்‌ பிரச்சனைகளில்‌ வழக்கமாக நிகழும்‌ தொடக்க 
நிபந்தனைகளையும்‌ வரைப்பாட்டு நிபந்தனைகளையும்‌ திருத்தியாக்குமாறு 
அமைக்கப்படலாமென்பதையும்‌ காட்டியுள்ளோம்‌. “ 

இவ்வத்தியாயத்தில்‌ கேத்திரகணிதமுறைக்‌ கவர்ச்சியுள்ள சமன்பாடு 
களை முக்யமாக அவாலிக்‌ கொண்டு பல்வேறு (“ பொதுவான ””, “முற்‌ 
றிய “, “தனிச்சிறப்பான ”) வடிவங்களில்‌ தொகையீடுகளையும்‌ அவற்‌ 
றின்‌ கேத்திர கணிதமுறை விளக்கங்களையும்‌ தேடுவோம்‌. புறநடைச்‌ சமன்‌ 
பாடுகள்‌ “ விசேட”த்‌ தொகையீடுகள்‌ எனப்படும்‌ வேறு வடிவத்‌ ரை 
பீடுகள்‌ உடையன என்பது காணப்படும்‌. 


122. வேண்டிம கேத்திர கணிதத்‌ தேற்றங்கள்‌ 

எந்தத்‌ இண்மக்‌ 'கேத்திரகணித நூலிலும்‌ தரப்பட்டுள்ள பின்வரும்‌ 
'தேற்றங்களை. மாணாக்கன்‌ மறுமுறை படித்தல்‌ வேண்டும்‌ : 

(1) ரீ(௪,9,8)--0 என்னும்‌ பரப்பிற்கு (ஐ, 9, 2) என்னும்‌ புள்ளியி . 


லுள்ள செவ்வனினது திசைக்‌ கோசைன்கள்‌ வ 


07. 0 0 
த 090 
என்னும்‌ விூதத்திலிருக்கும்‌. 
2/0] 0 0] 0 
“3 ச (என்க), .- ம்‌ ட (என்க) 
ஆதலால்‌ இவ்விதம்‌ றஐ:ர:- ர எனவும்‌ எழுதப்படலாம்‌. 
இவ்வத்தியாயம்‌ முழுவதிலும்‌ ற, ர என்னுங்‌ குறியீடுகள்‌ இங்கு 
வரையறுக்கப்படுவது போல்‌ சிந்‌இக்கப்படல்‌ வேண்டும்‌. 
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(ய) ௧, 6 என்பன மாறும்‌ பரமானங்களாக, , 
ட்‌. 2௮ 9) -0 
என்னும்‌ பரப்புத்‌ தொக்திமின்‌ சூழியானது 
07 ௦, 
ரர்‌ அடா 
என்னுஞ்‌ சமன்பாடுகளிலிருந்து ௪, 6 ஆயேவற்றின்‌ நீக்கலாற்‌ காணப்படும்‌. 
இம்முடிபு சூழியல்லாத வேறு ஓமழுக்குக்களையும்‌ கொள்ளலாம்‌. 
(அத்‌ஐயாமம்‌ ப]. 
123. லகராஞ்சியின்‌ ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடும்‌ அதன்‌ கேத்திரகணித 
முறை விளக்கமும்‌. 
இது நிற ரெம்‌ ப... யப ய யய டவ வ வவ லவ (1) 
என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டுக்குக்‌ கொடுக்கப்படும்‌ பெயர்‌; இங்கு 2, 4), 2 
என்பன 2, 9, 2 ஆஇயவற்றின்‌ சார்புகள்‌. 
கேத்திரகணிதமுறை விளக்கம்‌ ஒரு குறித்த பரப்புக்குச்‌ செவ்வன்‌ 
ற: 0: 7 என்னும்‌ விதத்திலுள்ள இசைக்‌ கோசைன்கள்‌ கொண்ட 
்‌ கோட்டுக்குச்‌ செங்குத்தாகுமென்பதே. ஆனால்‌ ஈற்று அத்தியாயத்தில்‌ 
டட 
ரர நட சர களா வட டர 2) 
என்னும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடுகளா யாதுமொரு புள்ளியில்‌ தொடலியானது 
2: 0: 2 என்னும்‌ விதெத்திலுள்ள இசைக்‌ கோசைன்கள்‌ கொள்ளும்‌ 
வளையிக்‌ குடும்பத்தைக்‌ குறிக்குமெனவும்‌ (8-- மாறிலி, ௪- .மாறிலி, 
என்பன இவ்வொருங்கமை சமன்பாடுகளின்‌ இரு குறிப்பிட்ட தொகை 
யீடுகளாகுமிடத்து) ஜீ (ஐ, 5)-0 என்பது அத்தகை வளையிகளுக்கூடா 
கச்‌ செல்லும்‌ பரப்பைக்‌. குறிக்குமெனவுங்‌ கண்டுள்ளோம்‌. 
அத்தகைப பரப்பினது ஒவ்வொரு புள்ளிக்கூடாகவும்‌ முழுவதும்‌ பரப்‌ 
பிற்‌ இடக்குமாறு ஒரு வளையி செல்லும்‌. ஆகவே, பரப்புச்‌ செவ்வன்‌ 
இவ்வளையியினது தொடலிக்குச்‌ செங்குத்தாதல்‌ வேண்டும்‌, அதாவது 
ஐ; 9: 8 என்னும்‌ விதெத்திலுள்ள திசைக்‌ கோசைன்கள்‌ கொண்ட 
.. கோட்டுக்குச்‌ செங்குத்தாதல்‌ வேண்டும்‌. இதுவே பகுதி வகைமீட்டுச்‌ சமன்‌ 
பாட்டால்‌ வேண்டப்படுவது. 
ஆயின்‌ (1) என்னும்‌ சமன்பாட்டின்‌ பரப்புக்கள்‌ சோடிகளாக எடுக்‌ 
கப்படுமிடத்து (2) என்னும்‌ சமன்பாடுகளின்‌: வளையிகளைத்‌ தஞ்வனஷ்ஹீ்ம்‌.. 
(2) என்னும்‌ சமன்பாடுகள்‌ துணைச்‌ சமன்பாடுகள்‌: எனப்படும்‌. 
ஆகவே, 8-- மாறிலி, 9- மாறிலி,” என்பன (8) என்னும்‌ துணைச்‌: 
சமனபாடுகளினது எவையேனும்‌ இரு சாராத்‌ தீர்வுகளாக, ம்‌ ஆனது 
யாதும்‌ எதேச்சைச்‌ சார்பாயின்‌, ழ்‌(,5) ௭0 என்பது: .(1) இன்‌, 
தொகையீடாகும்‌. இது -லூராஞ்சின்‌ எகபரிமாணச்‌ சமன்பாப்டின்‌. பொத்தி 
தொகையீடு எனப்படும்‌. 


$--8 6 5109 (69/5) 


168 னகையூட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


உ-ம்‌ (௫) 2-1. 
துணைச்‌ சமன்பாடுகள்‌ பிரிவு 112, உம்‌ (1) இல்‌ சிந்திக்கப்பட்டுள்ளன 
வாகும்‌ ; அவை சமாந்தர நேர்‌ கோட்டுக்‌ குடும்பத்தைக்‌ குறிக்கும்‌ 
02 மீற ரீ2 


இரு சாராத்‌. தொகையீடுகள்‌ இந்நேர்‌ கோடுகளைக்‌ கொள்ளும்‌ இரு 
தளக்‌ குடும்பங்களைக்‌ குறிக்கும்‌ ப 


என்பனவ கும்‌. 


பொதுத்‌ தொகையீடாகய, (௨-2, 9-2)-0 என்பது, ஐ(௪,3)--0, 

2-0 என்னும்‌ வளையிக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ குடும்பக்‌ 
ஆக்கப்படும்‌ பாப்பைக குறிக்கும்‌. 

ஒரு வரையறுத்த வளையி, ஐ£--3”--4, 8-0 என்னும்‌ வட்டத்தைப்‌ 

போன்றது போல்‌, எமக்குத்‌ தரபபடுமாயின்‌ தந்த வடடத்தைச்‌ 

சந்திக்கும்‌ குடும்பக்‌ கோடூகளால ஆக்கப்படும்‌ நீள்வளைய உருளையாகிய 
(21-84-2524 


என்னும்‌ ஒத்த குறிப்பிட்ட தொகைமீட்டை அமைக்கலாம்‌. 


கோடுகளால்‌ 


ஊம்‌ (0) ற-- -ஐ, (பிரிவு 112, ௨-ம்‌ (14) பார்க்க.) 
துணைச்‌ சமன்பாடுகள 


ரர படல 
“32. 


0. ஐ 
ஆகும்‌ ; இவற்றின இரு தொகையீடுகள ௪£--2--௨, ட்‌ ஆகும்‌. 
ம்‌ (௨்‌--2,9)--0 எனனும்‌ பொதுத்‌ தொகையீடு 
ற்‌(25,9)-0, 2-0 


என்னு: வளையியை இடையவெட்டும்‌ சூடுமபப வளையிகளால 


(இவ்வலையில வடடங௩ளால) 
ஆக்கப்படும்‌ சுற்றற்‌ பரபபைக ருறிக்குப, 


உ-ம்‌ (ம) தனது தொடலித்‌ தளங்கள்‌ 2- அச்சிலிருந்து £ என்னும்‌ 
ஒருமை நீளமுள்ள வெட்டுத்துண்டு வெட்டும்‌ பரபபைக்‌ காண்க. 

(5, 9, 2) இல்‌ தொடலித்தளம்‌ ஆவது 

5 -2-2(4-2)-49(7-்‌. 

& 3-0 ஆயின்‌, 2--2- றற. ர, 
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துணைச்‌ சமன்பாடுகளா 


ஆகும்‌ ; 322, ௪4 -0ஐ எனபன இவற்றின தொகையமீடுகள்‌. 


2-2 
ச்‌ )-0 என்னும்‌ பொதுத தொகையீடு தனது உச்சி(௦, 0, &) 
இலுள்ள யாதுமொரு கூம்பைக்‌ குறிக்கும்‌ ; இப்பரப்புகளுக்கு வேண்டிய 
உடைமை உண்டு என்பது தெளிவு. 


தர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 
பின்வரும்‌ சமனபாடுகளின்‌ பொதுத்‌ தொகையீடுகளைப்‌ பெறுக. [அத்தியாயம்‌ %1 இலுள்ள 
முதற பயிறசித தொடையோடு ஒப்பிடுக.] 

(0 3-2 

(2) (௬5 -31)ஐ-- (0 - 12) - 102. 

(3 (3-2 -ஐ5)ற- மைழ 2240 

(அ நுற--2௯9-- 2. 

(5) மூ-தற- ௨). 

(6 (3 -32-4)ற- (மழ- 22) 0] - 25. 

() ஐ39--0234 தான மூ 2) 

(௫) உற -சர--27 (4-2) 

(9) 4£--4௧, 2-1 எனனும பரவளைவைச சநதிக்கும்‌ பரப்பு ஓஒனறைக குறிககும்‌ பயிறசி (1) 
இனது ஒரு தீர்வு காணக. 
(10) ஓ, கூமபு வளைவுருவைக குறிக்கு௦ பயிறசி (4) இனத மிகப்‌ பொறுவான இர்வு காண்க 
(11) பயிறசி (6) இனது தீர்வு ஒரு கோலத்தைக்‌ குறிககுமாயின்‌, மையம்‌ உற்பத்தியி 
ஸிருககுமெனஈ காட்டுக, 

(13) தமது செவவன்கள எலலாம 8 - அச்சை இடைவெட்டுமாறுளள பரப்புககளைக்‌ காக. 
124. பொதுத்‌ தொகையீடுூ பற்றி பகுப்பு ஆராய்வு. 

௨, 8 எனபன எதேச்சை மாறிலிகளாக, 8(2ஐ,$,5) --6, (2,342) --0 
ஊனபலஃ! 

ம ௫$/ 72 


௨-4 யவ பெயல்‌ 


2௫௫ நெறி அறுகு 
எனனும்‌ சமன்பாடுகளினது எவையேனும இரு சாராத தொகையீடுகள்‌ 


ஆகுக. 


மிடலால்‌ ர பன்‌ ௦220 லா 
வகையி டலா 2 று 3 தட ஆதலால்‌, 


லி தத்தி ம ( 
(1) இ ருநது 3 29 தன தத்தக்க ககக க ககக க்‌ வ்‌ 


110 வகையிீட்டுச்‌ சமன்ப௱டுகள்‌ 


2) என்பதன்‌ இடக்கைப்‌ பக்கம்‌ ம என்னும்‌ மாறிலியைக்‌ கொள்ளா 
மையால்‌ அது ௨-௧ என்னுந்‌ தொடர்பின்‌ காரியமாக மறைதல்‌ முடியாது. 
ஆகவே (2) என்பது ட வன்‌ மலம்‌ 


இதேபோல சர்வசமனாக 23 . 05 ர்‌ ப்‌ - ட ௭0 ஆகும்‌ ப ரட்‌ (அ) 
இனி, 0(ஐ,9,2)--0 என்பது 
துத்‌ ததத ககககைகைககக தககக கதகதகக ககக (4) 


என்னும்‌ பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமனபாட்டினது 6 என்னும்‌ மாறிலியைக்‌ 
கொள்ளும்‌ யாதும்‌ ஒரு தொகையீடாகுக. 28 ஐ 25, 3 ஆகியவற்றின்‌ 
சார்பாக எடுத்துக்கொண்டு உ ஐ குறித்தும்‌ பினனர்‌ 3 ஐக்‌ குறித்தும்‌ 
பகுதியாய்‌ வகையிடுமிடத்து 


0ம்‌. 0ம்‌ க 010 மெ 
தல த டா: றத. 
019 
இவற்றிலிருந்து (4) என்பது 5 ஆல்‌ பெருக்கப்பட்ட பின்‌ சர்வ 
சமனாகக்‌ தருவது 


014 


0 
ல்‌ ரஜோ ந்20. வய னது 


(9), (3), (56) ஆகியவறறிலிருந்து 7, ட, 2 என்பவற்றை நீக்கல்‌ தருவது 


01 0ம 0ம 
மே றே 08 
0 றெ 0 
மே ரே. 02 
மெ மே 0ம 
லே ரே 0 


என்னும்‌ யக்கோபியன்‌ சாவசமனாகப்‌ பூச்சியமாகுமென்பதே. 

ஆகவே ம ஆனது 8, 8 ஆூயவற்றின்‌ சார்பாக ம-௦ சண்பதும 
அவ்வாறே ஆகும்‌, 12-௦-்‌(ம,௦) என்க : அதாவது 

ஒர்‌ எதேச்சை மாறிலியைக்‌ கொள்ளும்‌ (4) இனது யாதும்‌ ஒரு தொகை 
யீடு ம(6,9)--0 என்னும்‌ பொதுத்‌ தொகைமீட்டில்‌ உட்படுத்தப்படும்‌. 

இந்நியாய முறையின்‌ வலிமைக்குப்‌ போதிய நிபந்தனைகளாக ஆவன 
அவாவப்படும்‌ ஒன்பது பகுதிப்‌ பெறுதிகள்‌ தொடர்ச்சியானவை எனபதும 
25, 9, ம என்பன யாவும்‌ ஒருங்கு மறைதலில்லையென்பதும்‌ உள்ளன. 
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125. விசேட தொகையீடுகள்‌ 


பிரிவு 124 இனது நியாயமுறை ஓர்‌ எதேச்சை மாறிலி கொள்ளாத 
தொகையீடு, 2-0 என்க, பற்றி உண்மையாகாதிருக்கலாம்‌ ; ஏனெ 
னின்‌ (5) என்னுஞ்‌ சமன்பாடு சர்வசமன்பாடாகாது 8-0 என்பதன்‌ 
காரியமாகலாம்‌. உதாரணமாக, 


22--39--2 

என்பதற்கு 22/2, 5--2// என எடுக்கலாம்‌. ஆயின்‌ 1-2 - ஐ என்பது 
(5) இனது இடக்கைப்‌ பக்கத்தை 2(25- ௨59)--2ம என்பதற்கு ஒடுக்கும்‌ ; இது 
4-0 ஆகுமிடத்து மறையும்‌. 28(22- ஐ) /37 என்பதற்கு ஒடுங்கும்‌ 
யக்கோபியனும்‌ ௨-0 ஆகுமிடத்து மறையும்‌. 2£-ஐ9-- (2/2, 2/3) என்‌ 
னும்‌ வடிவத்தில்‌ யாது தொடரும்‌ இல்லை, ஆனால்‌ 8£- 23-௩0 என்பது 
ஊ௨- 1-0 என்பதைத்‌ திருத்தியாக்கும்‌ ஒரு வழியாதலால்‌ அது பொதுத்‌ 
தொகைமீட்டில்‌ உட்படுத்தப்படும்‌. அத்தகைத்‌ தொகையீட்டைச்‌ சிலர்‌ 
விசேட தொகையீடு என்பார்கள்‌, ஆனால்‌ அதனை இரண்டாம்‌ இனச்‌ சாதாரண 
தொகையீடுூ என்பது நன்றாகும்‌. இதேமாதிரி 8-0 என்னுந்‌ தொகை 
மீட்டுக்குமாகும்‌. 

(5) என்னுஞ்‌ சமன்பாடு 9-0 என்பதன்‌ பயனாக மட்டுமே திருத்தி 
யாக்கப்படுதலோடு ஒன்பது பகுதுப்‌ பெறுதிகளுட்‌ சில ம--0 ஆகுமிடத்து 
முடிவில்லாதனவாகுமிடத்து இத்நியாய முறையின்‌ கூடுதலான தோல்வி 
நிகழலாம்‌. உதாரணமாக 

ற -ர-24/2 
என்பதற்கு &-2-ட, 9--ஐ - 475 என எடுக்கலாம்‌. ஆயின்‌ 2-2 எனபது 
(5) இனது இடதுகைப்‌ பக்கத்தை 24/2 இற்கு ஒடுக்கும்‌. 2-0 ஆகுமி 


0 
டத்து இது மறையும்‌. ஆனால்‌ -: ஆனது முடிவில்லாததாகி (8) இன்‌ 


இடக்கைப்‌ பக்கம்‌ தேராததாகும்‌ ; ஆகவே (8), (5) என்பன ஒருங்கே 
உண்மையாகுமென இங்கு வற்புறுத்தல்‌ முடியாது. யக்கோபியன்‌ - 1 
ஆதலால்‌ பூச்சியமாகாது என்பது உறுதி. 8-0 என்னுந்‌ தொகையீடு 
பொதுத்‌ தொகைமீட்டில்‌ உட்படுத்தப்படாது என்பது உறுதி; இது 
விசேட தொகையீடு என்ப்படும்‌. கோசாற்‌, கிறிஸ்ரல்‌ ஆகியோரால்‌ வெளி 
யாக்கப்பட்ட்ள்ள அத்தகைத்‌ தொகையீடுகள்‌ ேபாசைத்‌ ரீ. 14. ஹில்‌ 
ஆூயோரால்‌ தர்க்கக்கப்பட்டுள்ளன. ஒரு விசேட தொகையீட்டை 2, 69, 
££ என்னுங்‌ குணகங்களினது இயற்கையோடு தொடுக்கும்‌ ஒரு பொதுத்‌ 
தேற்றமும்‌ அத்தகைக்‌ தொகையீடுகளைக்‌ காணும்‌ முறைகளும்‌ அவற்றின்‌ 
கேத்திரகணித முறை வகைக்குறிப்பும்‌ எனது வெளியாக்கல்களிலே தரப்‌ 
படும்‌(லண்டன்‌ கணித சங்கப்‌ பத்திரிகை 1988, 1989). ஒரு விசேட தொகைமீடு 
நிகழ்தற்கு 2, 0) 8 என்பன ௨, 9, ௨ என்பவற்றின்‌ முழுவெண்‌ 
வலுக்கள்‌ கொண்ட தொடராக விரிக்கத்தகாதன என்பது வேண்டியதாகும்‌. 
ஆனால்‌ இந்நிபந்தனை போதியதல்ல. 


172 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 

இந்நியாயமுறை தோல்லி அடையும்‌ மூன்றாம்‌ வழி 9-0 ஆகுமிடத்து 
£, 0, £ என்பன யாவும்‌ மறைதலே. வழக்கமாக நிகழ்வதுபோல்‌ 2”, த 22 
ஆய வற்றை ஒரு தகுதியான காரணியால்‌ வகுத்தலால்‌ இது விலக்கப்‌ 
படுமாயின்‌ (இலர்‌ தனிபஏறப்புத்‌ தொகையீடு எனக்‌ கூறும்‌) அத்தகைத்‌ 
தொகையீடு இரணமானது. எனப்படுதல்‌ மிக நன்றாகும்‌. 


உதாரணமாக; 2--0 என்பது 2ற--2£7--2 என்பதற்குத்‌ இரணமான 
தொகையீடாகும்‌ ; ஆனால்‌ ற--2ர--1 என்பதற்கு அவ்வாறு ஆகாது. 


16. % சாராமாறிகள்‌ கொண்ட ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடு. 
மு. மீ ர 2 
ர தது எண்ன ட. 50 டமி 


என்னுந்‌ துணைச்‌ சமன்பாடுகளினது எவையேனும % சாராத்‌ தொகை 
பீடுகள்‌, 8௨,--மாறிலி, ௨,-- மாறிலி ....... 2 ஆயின்‌ 
மீற மிமி 42 மி 


என்பதன்‌ பொதுத்‌ தொகையீடு (௩, 8), 86. 39) --0 ஆகும்‌ ; இங்கு 
02 ௦ 


22 வ. ஆ 2 களும்‌ & உம௰ களினதும்‌ 2 இனதும்‌ சார்புகளா 
கும்‌. 

பிரிவு 124 இல்‌ உள்ளது போல்‌ இது சரி பார்க்கப்படலாம்‌. மூன்று சாரா 
மாறிகளின்‌ வகையில்‌ மாணாக்கன்‌ நிறுவலை எழுதல்‌ வேண்டும்‌. ' 

இரு சாரா மாறிகளின்‌ வகையிலுள்ளதுபோல்‌, புறநடைச்‌ சமன்பாடுகளுக் 
குப்‌ பொதுத்‌ தொகையீட்டோடு விசேட தொகையீடுகளுமுண்டு. 
ஒர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 

மூ ஐஐ 1- இ 

ஐ. கற;-ட ளே, டே; 42, 0. 

(3) ஜூ ற, உட ஹா ளட டல - கலி. 

(ஐ எனற, லட டம, லை 0. 

6) உற உற; -உமை/2. 

(6) ஐட*றற (14/௮ 2207-3. 
127 ட்ப 0 என்னுஞ்‌ சமல்‌ 

3 0 2 ர னுஞ்‌ சமன்பாடு. 
7, 0, 2 என்பன ரீ இன்‌ சார்பாகாது ௨, 9, 2 ஆகியவற்றின்‌ 

சார்புகளாயின்‌ இச்சமன்பாடு இரு வேறுவேறான நிலைகளிலிருந்து நோக்கப்‌ 


படலாம்‌. 
உதாரணமாக, 


0] 97 07 
அம்‌ வேல பிய ஆ சதை கை (0 ப வவட உஉஉஉஉ௰ ௨௫௧௫ 
ளெ ரக 53. (7 


குறிப்பிட்ட முறைகள்‌ 1723 


என்பதை எடுத்துக்‌ கருதுக. இது, ஜம்-டு, ௨-4/2)-0 என்னும்‌ 
பொதுத்‌ தொகையீடும்‌ 2-0 என்னும்‌ விசேட தொகையீடும்‌ கொண்ட 
இதன. மெய்பட்லலைவ ளசி லதல்டத்‌ ல்ல (2) 
என்னும்‌ முப்பரிமாணச்‌ சமன்பாட்டுக்குச்‌ சமவலுவாகுமெனக்‌ கருதப்‌ 
படலாம்‌. 
வேறு மாதிரியாக, (1) ஐ நாலு மாறிகள்‌ கொண்ட சமன்பாடாக எடுக்கு 
மிடத்து. 
ப ம்‌(2-ட்ு, ௪- 4/2) -0 
என்னும்‌ பொதுத்‌ தொகையீட்டைப்‌ பெறுவோம்‌ ; மூ ஆனது எதேச்‌ 
சைச்‌ சார்பாக, இது ரீ-ம்‌(2--9, உ- 47/2) என்பதற்குச்‌ சமவலுவாகும்‌. 


ஆனால்‌ ரீ--2 ஆயின்‌ 
07 0 


07 
ட கேத நே எவ. 


ஆகவே, 7--2-0 என்பது உண்மையில்‌ (1) இனது ஒரு இர்வைத்‌ 
தந்தபோதிலும்‌ 7--2 என்பது தீர்வாகாது. 
பொதுவாக, 27, 6, 2 என்பன ரீ ஐக்‌ கொள்ளாதிருக்க. 
ட்டம்‌ 
உட 02) தட்ப 
த கும்மு. 
ஆனது நாற்பரிமாணமானதாகக்‌ கொள்ளப்படுமாயின்‌ அதற்கு விசேட 
தொகையீடுூ யாதுமில்லை (பின்னிணைப்பு .8ீ பார்க்க). இது போன்ற 
தேற்றம எத்தொகைச்‌ சாரா மாறிகளுக்கும்‌ உண்மையாகும்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 
9 0 ெ 
க்‌ ர வத்‌ அ என்பதைத்‌ 
5 ரெ 02 


இருத்தியாக்குமா என வாயப்புப பாரதது, அது துணைகொண்டு, இச்சமன்பாடு முப்பரிமாண 
மூறையில்‌ விளககபபடுமிடத்து ௨-0, 3-0, 2-0 எனனும்‌ மூன்று விசேட தொகையமீடுகளும்‌ 
௦(3/2 - டை நூ நு/])-0 என்னும பொதுத்‌ தொகைமீடும கொண்டது என்பதையும்‌ 
வாயபபுப்‌ பார்கக, 

(9) உற்பத்‌ இக்கூடாகச செல்லாது ஆளகூற்றுத தளங்களைத தொடுமாறோ அவற்றுள்‌ 
ஒன்றில்‌ முழுக்கக சடக்குமாறோ உளள வளையிகளுககூடாகச்‌ செல்லும்‌ பரப்புக்களை ஈறறுப்‌ 
பயிற்சியினது தொகையீடு குழிக்குமெனக காட்டூக. 


மே 2 
(குறிப்பு. கவி) எனவும ௨-0 ஆயின்‌ ஐ, 1, 4 எனபன எல்லாம்‌ 


பே 
பூச்சியமானாலன்றி ல” 0 எனவும்‌ நிறுவுக.] 


(1) ரீ-௨ ஆயின, 7-0 எனனும்‌ பரப்பு 4/2 





02 02 
(8) 427 4. பக்டான 0 என்பது இரு பரிமாண முறையிற கிநஇககப்படுமிடத்து, 
2 
"விரு 2 -௦(எனனும்‌ பரவளைவுக்‌ குடும்பததையும்‌ ௮தன சூழியையும்‌,க 0, 3-0 எனனும்‌ 
ஆள்கூற்றச்சுககளையும்‌ குறிககுமெனக்‌ காட்டுக ; ஆனால்‌ மூப்பரிமாண முறையிற்‌ சித்திககப்‌ 
படுமிடத்து அது 2--ம]ு ஜர்‌) எனனும பாப்புக்களைக்‌ குறிககும்‌. 


17/4 வகைய்‌ீட்டூச்‌ சம 3:பாடுகள்‌ 

128. ஏகபரிமாணமல்லாச்‌ சமன்பாடுகள்‌. முதலாவதிலும்‌ வேறான படி 
யில்‌ ஐ, ர என்பன நிகழும்‌ சமன்பாடுகளை இப்போது எடுத்துக்‌ கருதுவோம்‌. 
பொதுத்‌ இர்வைத்‌ தருதற்கு முன்னர்‌ நாலு எளிய நியம வடிவங்களைப்‌ 
பற்றித்‌ தர்க்ப்போம்‌ ; இவற்றிற்கு “ முற்றிய தொகையீடு ”” ஒன்றை 
(அதாவது ஈர்‌ எதேச்சை ஒருமைகளை உட்படுத்தும்‌ தொகையீடு) கண்கணிப்‌ 
பாலோ வேறு எளிய வழியிலோ பெறலாம்‌. முற்றிய தொகையமீடுகளி 
லிருந்து எவ்வாறு பொதுத்‌ தொகையீடகளும்‌ தனிச்சிறப்புத்‌ தொகை 
டீடுகளும்‌ உய்த்தறியப்படலாமெனட்‌ பிரிவுகள்‌ 188-185 இல்‌ காட்டுவோம்‌. 

129. நியமம்‌ 1. ற, 4 என்பன மட்டுமே தோன்றும்‌. உதாரணமாக்‌ 
ர-8ற* என்னும்‌ சமனபாட்டை எடுக்க. மிகக்‌ கண்கூடான தீர்வு ற, ர 
என்பவற்றைச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ தீர்க்கும்‌ மாறிலிகளாக எடுத்தலே, ஐ; 
7-8 என்க. 

ஆயின்‌ 82--ற 8£--ர 83-௧௨ 88-52 மீ ஆதலால்‌ 

2-0 8854-6. 

இது ௨, ௦ என்னும்‌ ஈர்‌ எதேச்சை மாறிலிகளைக்‌ கொள்ளும்‌ முற்றிய தீர்வு. 

பொதுவாக, 7(ற, ர)--0 என்பதன்‌ முற்றிய தீர்வு, 

௨, 5 என்பன 7(ஈ, 5)-0 என்னுந்‌ தொடர்பால்‌ தொடுக்கப்பட, 
5-0த--04--0-:0 ஆகும்‌. ள்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 

பின்வருவனவற்றின்‌ முற்றிய தீர்வுகளைக காண்க : 


() ஐ-2ஜீ11. (2 94921. 
3 ஐ-- கீ. (ல ஐஜி]. 
(5) தூ-ர*--4. (6) றர--ற-ர. 
130. நிமமம்‌ 1] ற, 0, 2 என்பன மட்டுமே தோன்றும்‌ 
2(ஐ௯--ர9)-1......... ன கடக (1) 


என்னும்‌ சமன்பாட்டை எடுக்க. ஒரு பரீட்சைத்‌ தீர்வாக 2 ஆனது ௨-2 
(2, என்க) என்பதன்‌ சார்பாகுமெனக்‌ கொள்க ; இங்கு ௨ ஆனது ஓர்‌ 
எதேச்சை மாறிலி ஆயின்‌ 
சே 82 0% ரே 2 82 ம்‌ மீ£ 
த தம சேமம்‌ 1 ஜஜ தே ஸம 
(1) இல்‌ பிரதியிட, (2) (22-51, 


ர்‌ 
அதாவது கை 4 2(2-2)*, 


அதாவது ஏ-6--3(24- 254, 
அதாவது 9(ஐ--று--0)53- (28-65. 
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பொதுவாக இந்த முறை 7/(2, ஐ ,2)-0 என்பதை 
72 2 
ரீ (5 7௩! 00) 0 
என்னும்‌ சாதாரண வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுக்கு ஒடுக்கும்‌. 


ஒர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 
பின்வருவனவற்றின்‌ முற்றிய தொகையீடுகளைக காண்சு : 


(1) 42--றர. (2) 127484. 
3 ஏ 271 -றற. (2) 8-1 ர£-27௪. 
(5) ஐ(2-1த) 7-0. ன்‌ 
131. நியமம்‌ 111, $70ூற)-ய) 
றை] 


என்னும்‌ சமன்பாட்டை எடுக்க... 
பரீட்சைத்‌ தீர்வாகச்‌ சமன்பாட்டினது ஒவ்வொரு பக்கத்தையும்‌ ௨ என்னுகி 
ஈதேச்சை மாறிலிக்குச்‌ சமப்படுத்துக ; இது தருவன 
றை, ர பட/0/-0). 


ஆனால்‌ 72--ற மீ2-( ர 8] 
-- (925-6) சீல ௩-௦) 28 ; 
ஆகவே 2-2. ம $(/-97-௪, 


இதுவே வேண்டிய முற்றிய தொகையீடு. 


பின்வருவனவற்றின்‌ முற்றிய தொகையீடுகளைச்‌ காண்க : 


(1) ஐ₹-ர-2. 2) ஐர-- 2). 
3) 2-1 மட ஏ. (3) ர-ழுற்‌. 
(5) றல்‌ ர6ு. (6) (ஐ- கோசை த) -- கோசை த. 


132. நியமம்‌ 19. இளெரோவின்‌ வடிவத்திற்கு ஒப்பான பகுதி 
வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌. 

ஏறற-ட7(ஐ) என்பதன்‌ முற்றிய மூலி நேர்கோட்டு குடும்பமாகிய $-- 
ஊை-(7(2) ஆகுமென்பதை அத்தியாயம்‌ 171 இல்‌ காட்டியுள்ளோம்‌. 
இதேமாதிரி % 

22-04 7(2, 0) 

என்னும்‌ பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டினது மூற்றிய தொகையீடு தளக்‌ 
குடும்பமாகய 2--ஐ-- 69-17 (6, 6) ஆகும்‌. உதாரணமாக, 2--றறஐ-- ர$-- 
ஐ3-- ர என்பதன்‌ முற்றிய தொகையீடு 28௨2-01-56” ஆகும்‌. 

நேர்கோட்டுக்‌ குடும்பத்தின்‌ சூழியைத்‌ தரும்‌ இளெரோவின்‌- வடிவத்‌ 
தனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வுக்கு ஒக்க தலாக்‌ குடும்பத்தின்‌ சூழியைத்‌ தரும்‌ பகுதி 
.. வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுத்‌ “தனிச்சிறப்புத்‌ தொகையீட்டை” அடுத்த பிரிலில்‌ 
. காண்போம்‌. 


176 வகஙையிட்டுச்‌ சமண்பாடுகள்‌ 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 

(1) 2-றற- ர -3ர என்பதன்‌ முற்றிய தொகையமீடு, (2, 5, 0) என்னும்‌ புள்‌ 
ளிக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ இயல்தகு தளங்கள்‌ எல்லாவறறையும்‌ குறிக்குமென்பதை நிறுவுக. 

(8) 2-தக-டரருூ4- /(23-- 61) என்பதன்‌ முற்றிய தொகையீடு உற்பத்தியிலிருந்து 
அலகு தூரத்திலுள்ள தளங்கள்‌ எல்லாவற்றையும்‌ குறிக்குமென்பதை நிறுவுக. 

(3) 2--றல--ர9-றர/(ஐர-ஐ-ர) எனபதன முற்றிய தொகையீடு ஆள்கூற்றச்சுககளில்‌ 


ஆக்கப்படும வெட்டுத துண்டுகளின்‌ அட்சரகணிதக்‌ கூட்டுத்தொகை ஒன்று ஆகுமாறுளள 
தளங்கள்‌ எல்லாவறறையுங்‌ குறிக்குமென்பதை நிறுவுக. ்‌ 


133. தனிச்சிறப்பத்‌ தொகையீடுகள்‌. ஒரு சாதாரணமான முதல்‌ வரி 
சைச்‌ சமன்பாட்டின்‌ முற்றிய மூலியாற்‌ குறிக்கப்படும்‌ வளையிக்‌ குடும்பத்திற்கு 
ஒரு சூழி உண்டெனின்‌ இச்சூழியின்‌ சமன்பாடு வகையமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டி 
னது ஒரு தனிச்‌ இறப்புத்‌ தீர்வாகுமென்பதை, அத்தியாயம்‌ 71 இல்‌ 
காட்டியுள்ளோம்‌. இதுபோன்ற தேற்றம்‌ ஒன்று முதல்‌ வரிசைப்‌ பகுதி வகை 
யீட்டூச்‌ சமன்பாட்டின்‌ முற்றிய தொகைமீட்டாற்‌ , குறிக்கப்படும்‌ பரப்புக்‌ 
குடும்பம்‌ பற்றி உண்மையாகும்‌. அக்குடும்பத்திற்கு ஒரு சூழி உண்டெ 
னின்‌ அதன்‌ சமன்பாடு * தனிச்சிறப்புத்‌ தொகையீடு ” எனப்படும்‌. இது 
உண்மையில்‌ ஒரு தொகையீடாகுமென்பது புலனாதற்கு சூழியினது யாது 
புள்ளியிலும்‌ அதனைத்‌ தொடும்‌ ஒரு குடூம்பப்பரப்பு உண்டு என்பதைக்‌ 
கவனித்தல்‌ மட்டுமே வேண்டும்‌. ஆகவே, சூழிக்கும்‌ இப்பரப்புக்கும்‌ 
செவ்வன்கள்‌ பொருந்துதலால்‌ சூழியின்‌ யாதுமொரு புள்ளியில்‌ ற, ர 
ஆகியவற்றின்‌ பெறுமானங்கள்‌ யாதோ குடும்பப பரப்பு ஒன்றிற்கு உள்ள 
அவையே பெறுமானங்களாக, இக்காரணத்தால்‌ அதே சமன்பாட்டைத்‌ 
துருத்தியாக்கும்‌. 

தனிச்சிறப்புத்‌ நாவுகள்‌ காணும இரு முறைகள்‌ ௦ - பிரித்துக்காட்டியி 
லிருந்தும்‌ ற- பிரித்துககாட்டியிலிருந்தும்‌ தந்துள்ளோம்‌ ; இம்முறை 
கள தமது சமன்பாடுகள்‌ வகையீட்டூச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ திருத்தியாக்காத 
கணு-ழுக்குக்கள்‌, கூர்‌ ஓழுக்குககள்‌, பரிசவொழுக்குக்கள்‌ ஆகியவற்றை 
யுந்‌ தரும்‌ எனக காட்டியுள்ளோம்‌. அத்தியாயம்‌ 71 இல்‌ உள்ள கேத்திர 
கணித நியாயமுறை பரபபுக்களுக்கும திரிக்கப்படலாம்‌, ஆனால்‌ தனிச்‌ 
சிறப்புத தொகையீடுகள்‌ தரா அனனிய ஒஓமுக்குக்கள்‌ பற்றிய. தாக்கம்‌ 
கூடுதலாகச்‌ சிககலாகும்‌. சூழியைப்‌ பொறுத்தவரை அத்தியாயம்‌ 71ஐ 
விளஙகக்‌ கொண்ட மாணாக்கனுக்கு (இப்பரப்பு 


ரீ(ஐ, 9, 5, 6, 96)-0), 


07 
த்தம்‌ 
அட 


ம்‌... 
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என்னும்‌ முற்றிய தொகையீடு, இரு பெற்ற சமன்பாடுகள்‌ ஆதியவற்றி 
லிருந்து ௧, 5 என்பவற்றை நீக்குதலாலோ 


(ஐ, 2, ற, )--0) 


க்‌ ௦ 2௫ 
றெ... * 
2 பர 
ரெ. 


என்னும்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடூ, இரு பெற்ற சமன்பாடுகள்‌ ஆகியவற்றி 
லிருந்து ற, ர என்பவற்றை நீக்குதலாலோ பெறப்படும்‌ பரப்புக்களில்‌ 
அடங்குமென்பதை விளங்கிக்‌ கொள்ளல்‌ கடினமாகாது. யாதும்‌ உண்மை 
யான உதாரணத்தில்‌ தோற்றமாகத்‌ தனிச்சிறப்புத்‌ தொகையீடாவது 
உண்மையில்‌ வகையமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைத திருத்தியாக்குமா என்பது பற்றிச்‌ 
சோதித்தல்‌ வேண்டும்‌. 
உ-ம்‌ (1). பிரிவு 182 இலிலுள்ள சமன்பாட்டின்‌ முறறிய தொகையீடு 
2--௧௨-ட6ர-_ஈ3-ட்6-. 
௨ யைக்‌ குறித்து வகையிட, 
௦0 -2-ட 38. 
இதே மாதிரி 0-3 
௯, 5 ஆயெவற்றை நீக்க, 4௧ - (2£--]). 
இது 2--றற-- ஏரு--ற5--ர* என்னும்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைத 
இருத்தியாக்குமென்பதும்‌ முற்றிய தொகைமீட்டாற்‌ குறிக்கப்படும்‌ தளங்‌ 
கள்‌ எல்லாவற்றினதும்‌ சூழியாகய சுற்றற்‌ பரவளைவுருவைக்‌ குறிக்குமெனப 
தும்‌ எளிதிற்‌ சரிபார்க்கப்படலாம்‌. 
உ-ம்‌ (௫9 பிரிவு 180 இலுள்ள சமன்பாட்டின்‌ முற்றிய தொகையமீடு 
 பெடனு்டை ட்னிர்‌ பப்ப வக்க ரர 


ஈ யைக்‌ குறித்து வகையிட 


189 (2-ட்சர--6)--6௧(22-84)-.......- (2). 
இதே மாதிரி 18 (ஐ ரற--9)--0....... 22222௨ 4. 
ஆகவே (2) இலிருந்து இண்டு பவ வற்கக0 (ஆ: 


(3), (4) ஆலயேவற்றிலிருந்து (1) இல்‌ மபிரதியிட, 2-0. ஆனால்‌ 2-0 
என்பது ஐ--ர--0 எனத்‌ தரும்‌ ; இப்பெறுமானங்கள்‌ 2 (35-75) 1 
என்னும்‌ வகையீட்டூச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ திருத்‌ இியாக்கா. 


ஆகவே 2-0 என்பது தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தொகையீடல்ல. 


178 


வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


உ-ம்‌ (மு ஐ ர என்னும்‌ சமன்பாட்டை எடுக்க. 


ற யைக்‌ குறித்து 
வகையிட, 2ஜற-0, 


2 


இதே மாதிரி 0-2. 
இம்மூன்று சமன்பாடுகளிலிருந்து ற, ர ஆகியவற்றை நீக்க 2-0. 


இது வசைமீட்டூச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ திருத்தியாக்கலால்‌ இது உண்மையில்‌ 
ஒரு தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வாகும்‌. 


ஆனால்‌ எளிதில்‌ முற்றிய தொகையமீடு எனக்‌ காணப்படும்‌ 
த நா நேம்‌ 
என்பதில்‌ 6-0 என இடுதலால்‌ அது பெறப்படும்‌. 
ஆகவே 2-0 என்பது தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தொகையீடு .ஆவதுமன்றி 
முற்றிய தொகைமீட்டினது ஒரு குறிப்பிட்ட வகையுமாகும்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 
பின்வருவனவற்றின்‌ தனிச்சிறப்பு த்‌ தொகையீடுகளைக்‌ காண்க : 
(1) சறற ரூ மடறர. 
(3) 2-5 ரு 2றர. 
(5) 42-00. 


2) 8-2. ரத” றர. ஏ 

(தி 2-2 ரர-2/ர. 

(6) 25--1--ஐ3-]- ர*. (2) ற53-டர£- 272. 

(8) நியமம்‌ £ இற்கோ 1147 இறகோ உரிய யாகுமொரு சமன்பாட்டுக்கும்‌ தனிச்சிறப்புத 


தொகைமீடு இல்லையெனக்‌ காட்டூக. [வழககமான செய்கை 0-1 என்னும்‌ சமன்பாட்டுக்கு 
வழிகாட்டும்‌. ] 


(9) 2-0 எனபது ஏ3--2ை*(1 - ஐ) எனபதன்‌ ஒரு தனிச சிறப்புத்‌ தொகையிீடும்‌ முற்றிய 
தொசைமீட்டின்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட வகையும்‌ ஆகுமெனபகைக்‌ காட்டுக. 


134. பொதுத்‌ தொகையீடுகள்‌ 


ததத மழு அவதர ப வல்ல ழம்த திமுக ட்‌ (1) 
என்னும்‌ முற்றிய ததொகைமீட்டாற்‌ குறிக்கப்படும்‌ தளங்கள்‌ எல்லாம்‌ 
தத னர்த ட டது) டம ககம த்த ப ள்ல்கல்‌ எல்வவில்க்‌ (2) 


என்னும்‌ தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தொகையமீட்டாற்‌ குறிக்கப்படும்‌ சுற்றற்‌ பரவளை 
வருவைத்‌ தொடும்‌ எனபதை ஈற்றுப்‌ பிரிவின்‌ உ-ம்‌ (1) இற்‌ கண்டு 
சாளோம்‌. 
இனி, இத்தளங்கள்‌ எல்லாவற்றையுமல்ல 4-0 என்னுந்‌ களத்திற்குச்‌ 
சசங்குத்தானவையையே எடுத்துக்‌ கருதுக. (1) இல்‌ 5-0 என இடத 
லால்‌ இவை பெறப்படும்‌ ; இது தருவது - 
45- ஐ 


என்னாம்‌ பரவளைவுருளையைச்‌ சூமியாகக்‌ கொள்ளும்‌ 2--ஈ௨-- க. 


(0, 0, 1) என்னும்‌ புள்ளிக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ வேறொரு தொடை 
சடுக்க. 
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(1) இலிருந்து 1--௧£--6£ ஆதலால்‌, (1) ஆனது 
ச-சதம்றுவு/(1 - 64) 41 ஆகும்‌ ; இதன்‌ சூழி 
(2-1) தூ 38... 222 வ பவ வ வக்க உ௨ (4) 
என்னும்‌ செவ்வட்டக்‌ கூம்பு என்பது எளிதிற்‌ காணப்படும்‌. 
பொதுவாக, £ ஆனது ௧௨ இன்‌ யாதுமொரு சார்பாக மரீ (6) என 
இடலாம்‌ ; இது தருவது ப 
2--82--87(5)-ட௨்‌- (௪074... 22-22-222௨ . 
(5) என்பதன்‌ சூழி அதனிலிருந்தும்‌ அதனை ௨ ஐ குறித்துப்‌ பகுதியாய்‌ 
வகையிடலாற்‌ பெறப்படும்‌ சமன்பாட்டிலிருந்தும்‌, அதாவது 
0த-/-ரீ' ()--2௧-27(ஐ) (ர)... :--2222:217 (6). 
என்பதிலிருந்தும்‌, க ஐ நீக்கலாற்‌ பெறப்படும்‌. ரீ என்பது பூரணமாக 
எதேச்சையாகுஞ்‌ சார்பாக விடப்படுமாயின்‌ நீக்குறு தொடக்க வகையீட்டுச்‌ 
சமன்பாட்டின்‌ “ பொதுத்‌ தொகையீடு ்‌? எனப்படும்‌. (5), (4) என்னும்‌ 
சமன்பாடுகள்‌ பொதுத்‌ தொகைமீட்டிலிருந்து பெறப்படும்‌ குறிப்பிட்ட 
தொகையீடுகளாகும்‌. 
ஒரு முதல்‌ வரிசைப்‌ பகுதி வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ பொதுத்‌ 
தொகையீடு ஆனது முற்றிய தொகைமீட்டாற்‌ குறிக்கப்படும்‌ இரட்டையாய்‌ 
மூடிலில்லாப்‌ பரப்புத்‌ தொடையிலிருந்து தேரப்படும்‌ ஒவ்வோர்‌ இயல்தகு 
ஒன்றியாய்‌ முடிலில்லாத்‌ தொடையினது சூழித்‌ இரளைக்‌ குறிக்கும்‌ சமன்‌ 
பாடாகுமென வரையறுக்கலாம்‌. முற்றிய தொகைமீட்டில்‌ 57 (6) என 
, இடுதலால்‌ இத்தொடைகள்‌ வரைய இக்கப்படும்‌ 
சூழியை தரும்‌ இரு சமன்பாடுகளில்‌ 7 என்னும்‌ எதேச்சைச்‌ 
சார்பும்‌ அதன்‌ வகைமீட்டுக்‌ .குணகமும்‌ இருத்தலால்‌ அவற்றிலிருந்து 
௩ என்பதை உண்மையில்‌ நீக்கல்‌ வழக்கமாக அசாத்தியமாகும்‌. கேத்திர 
கணித முறைக்‌ கவர்ச்சி 7 என்பதை 8 இனது யாதோ வரையறுத்த 
(எளிய) சார்பாக எடுத்தலால்‌ ஆக்கப்படும்‌ குறிப்பிட்ட வகைகளிலே முக்கிய 
மாய்க்‌ கடக்கும்‌. 
135. றப்பியல்புகள்‌ 
முற்றிய தொகைமீட்டாற்‌ குறிக்கப்படும்‌ ..பரப்புக்களிலிருந்து தேரப்படும்‌ 
யாதும்‌ ஒனறியாய்‌ முடிவில்லாத தொடைக்கு உரிய ஈர்‌ அடுத்துவரும்‌ 
பரப்புக்களின்‌ இடைவெட்டு வளையி ஒரு இறப்பிமல்பு எனப்படும்‌. 
இனி, அத்தகைய வளையி பரப்புக்‌ குடும்பச்‌ சமன்பாட்டிலிருந்து சூமி 
யைத்‌ தரும்‌ அதே இரு சமன்பாடுகளாற்‌ காணப்படும்‌. உதாரணமாக, 
ஈற்றுப்‌ பிரிவின்‌ (5), (6) என்னுஞ்‌ சமன்பாடுகள்‌ 8, ரீ (6, 7 (6) 
ஆகியவற்றின்‌ எவையேனும்‌ வரையறுத்த எண்‌ பெ இமானங்களுக்கு 
ஒரு தேர்‌ கோட்டை (இறு தளங்களினது இடைவெட்டாக) வரையறுக்கும்‌ ; 


180 வகையிீட்டூச்‌ சமண்பாடுகள்‌ 


இந்நேர்கோடு ஒரு சிறப்பியல்பாகும்‌. இவ்வுதாரணத்தில்‌ சிறப்பியல்புகள்‌ 
(2) என்னும்‌ சுற்றற்‌ பரவளைவுருவைத்‌ தொடும்‌ மும்மையாய்‌ முடிவில்லா 
நேர்கோட்டுத்‌ தொடையாகும்‌. . 


(9) என்னும்‌ பரவளைவுருளை 9-0 என்னுந்‌ தளத்திற்குச்‌ செங்குத்‌ 
தாகும்‌ ஓர்‌ ஒன்றியாய்‌ முடிவில்லாத சிறப்பியல்புத்‌ தொடையாற்‌ பிறப்‌ 
பிக்கப்படும்‌, (4) என்னுங்‌ கூம்பு (0, 0, 1) என்னும்‌ நிலையான புள்ளிக்‌ 
கூடாகச்‌ செல்லும்‌ வேறொரு கிறப்பியல்புத்‌ தொடையாற்‌ பிறப்பிக்கப்‌ 
படம்‌. ஆயின்‌ பொதுத்‌ தொகையீடு சிறப்பியல்புகளாற்‌ பிறப்பிக்கப்படும்‌ 
அத்தகைப்‌ பரப்புக்கள்‌ எல்லாவற்றினதுந்‌ தஇரளைக குறிக்குமென்பது 
புலனாகும்‌. 

குனிச்‌ சிறப்புத்‌ தொகையீடு ஒன்று உண்டெனின்‌ அது சிறப்பியல்புகள்‌ 
எல்லாவற்றாலும்‌ தொடப்படும்‌ ; ஆகவே அது பொதுத்‌ தொகையீடு 
குறிக்கும்‌ அவற்றின்‌ குறிப்பிட்ட கதொடைகளாற்‌ பிறப்பிக்கப்படும்‌ பரப்புக்க 
ளாலும்‌ தொடப்படும்‌. ஈற்றுப்‌ பிரிவின்‌ பரவளைவுருளையும்‌, செவ்வட்டக்‌ 
கூம்பும்‌ சுற்றற்‌ பரவளைவுருவைத்‌ தொடுமென்பது எளிதிற்‌ சரி பார்க்கப்‌ 
படலாம்‌. 


136. ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாட்டின்‌ சிறப்புக்கள்‌. இம்மாதிரி 


நி இடம்‌, அட்டம்‌ ப்ட்‌ மட வவ்வம்டு த தலசடல அவற்‌ ய) 
என்னும்‌ எகபரிமாணச்‌ சமன்பாட்டைப்‌ பற்றித்‌ தர்க்கித்தற்கு 

௩ மாறிலி 

9 மாறிலி 
என்பன துணைச்‌ சமன்பாடுகளினது இரு சாராத்‌ தொகையீடுகள்‌ என -: 
'உத்தேசிக்க.. (8, 9 என்பமா சாராதனவாதலால்‌ அவற்றுள்‌ ஒன்று 


ஆதல்‌ 5 கொள்ளல்‌ வேண்டும்‌. இந்த ஓன்று % என்க. இக்கட்டுப்‌ 
பாட்டை ஆக்குவது 8----6 என்பது ௨, 3 ஆகியவற்றின்‌ சார்பாக 
மட்டுமே இருத்தலைத்‌ தடுத்தற்கேயாம்‌ ; எனெனின்‌ இவ்வகையில்‌ 
ம-ர-ட06-0 என்பது (1) என்பதைச்‌ சாதாரண வழியில்‌ திருத்தி 
யாக்குவதற்குப்‌ பதிலாக அதனிலுள்ள உறுப்புக்களைத்‌ தேராதனவாக்கும்‌.] 

ஆயின்‌ (1) இனது ஒரு தொகையீடு 
சவற்றி திகை1 ப ப அப்ல ட எல்ல யவ எடுப (2) 


என்பது எளிதில்‌ வாயப்புப்‌ பார்க்கப்படலாம்‌. இது முற்றிய தொகை 
யீடாக எடுக்கப்படலாம்‌. பொதுத்‌ தொகையீடு 


2--ஊ௯--7(ஐ6)40........... ட்ட (5) 
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(4) இலிருந்து ௨ ஆனது தனித்த 9 இனது சார்பாகும்‌, 68-27) என்க. 
(3) இற்‌ பிரதியிட, ௨ ஆனது ஈ இன்‌ சார்பாகும்‌, மம்‌(9) என்க; இது 
இவ்வத்தியாயத்‌ தொடக்கத்திற்‌ கண்டுள்ள ழ்‌(ம, 9)--0 என்னும்‌ பொதுத்‌ 
தொகைமீட்டுக்குச்‌ சமவலுவாகும்‌. 

தனது (2) எனனும்‌ முற்றிய தொகையீடு பொதுத்‌ தொகையீட்டினது 
ஒரு குறிப்பிட்ட வகை ஆகுமென்பது ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாட்டின்‌ புற 
நடையாகும்‌. அதன்‌ வேறொரு சிறப்பு, துணைச்‌ சமன்பாடுகளாற்‌ குறிக்‌ 
கப்படும்‌ வளையிகளாய அதன்‌ சிறப்பியல்புகள்‌ தொகையில்‌ மும்மையாய 
முடிலில்லாதன ஆதற்குப்‌ பதிலாக இரட்டையாய்‌ முடிவில்லாதனவாகும்‌ 
என்பதே. ஒரு தந்த புள்ளிக்கூடாக (பொதுவாக) ஒன்றே செல்லும்‌. 
ஈற்றுப்‌ பிரிவில்‌ உதாரணமாகக்‌ காட்டிய ஏகபரிமாணமல்லா வகையில்‌ ஒரு 
முடிவில்‌ தொகை அவ்வாறு உண்டு. இவை ஒரு பரப்பை அமைக்கும்‌. 


இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ . 
(1) ௪ அ௮ச்சுக்குச சமாநதரமான 
2--ற£- (றர ஐ 87 
எனபதன இிறப்பியலபுகளாற பிறப்பிக்கப்படும்‌ பரப்பைக்‌ காண்க. அது உண்மை௰ல வகை 
ட்டூச சமனபாட்டைத இிருத்தியாககுமெனபதையும்‌ தனிச்சிறபபுத தொகைமீட்டாற்‌ குறிக்கப்‌ 
படும்‌ பரப்பைத தொடுமெனபதையும்‌ சரிபாரக்க. 

(2) 22-42] என்பது 2 றற-டரர- மட றர என்பதன்‌ ஒரு தொகையீடாகுமெனபதையும 
முற்றிய தொகையீடடில்‌ உட்படுத்தப்படடு உற்பத்‌ திககூடாகச செல்லும்‌ தளங்களினது சூழ்‌ 
யைக்‌ குறிககுமென்பதையும்‌ நிறுவுக. 

ஆ (-1,0, 0) எனனும்‌ புளளிககூடாகச்‌ செல்லும்‌ ஏ--9ற” என்பதன்‌ சிறப்பியல்புகள்‌ 
(௨-1 1)2-- 1292-0 என்னு கூம்பைப்‌ பிறப்பிககுமென்பதை நிறுவுக. 

(4) தஐத- ரர/--ற/ர என்பதன தொகைமீடாகிய (மு 1)2-_-4௪2--0 என்னும்‌ தொகை 
மட்டின்‌ இயற்கை என்ன $ 
ரஹ -- ரு 

2-3 
எனனும்‌ சமனபாடுகளுள யாதுமொனறு ஒரு குறித்த வகையீடடுச்‌ ச௪யனபாட்டின முற்றிய 
தொகையீடாகலாமென்பதையும்‌, அதனிலிருந்து மற்றையது பொதுத்‌ தொகைமீட்டின்‌ தரு 


குறிப்பிட்ட வகையாக உயத்தறியப்படலாமென்பதையும்‌ காட்டுக. 





(6) 2 (ஐ-ட)3 1-0, 2௪ (உ--ந)5 


(6) 2 6--௰)243 என்பது ற? 1221472 என்னும்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு 


முற்றிய தொகையீடு எனபதைக்‌ காட்டுக. 





2-4 ்‌ 
க ) ஆனது இதே சமனபாட்‌ ன பொதுத தொகையீடடினது பாக 


மெனககாட்டி அதனை மேலே தரப்பட்டுளள முற்றிய தொசகைமீட்டிலிருந்து உய்த்த.றிக. 
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வகையீட்டூச்‌ சமன்ப௩டூ%ள்‌ 


அத்துயாயம்‌ 314 இல்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌. 


(0 சறற ரம - றீ. (2) ௦-ற£-றூ- (றல-.2)10. 
(3) 2(24--ஐழ (ஐஐ - ரர) --24, (5) நர்‌ -ரம்‌ நே. 
(5) ஐமீ. லற-0. - (6) கற, --2202-2ற05- 0. 
(2) த5- லி -றர2-0. (8) இற்ற. 42. 
(9) ஐ. றா றதாக்க. (10) றஐ5-6ற2--3--4-0. 
(11) றர -- சேறு ஜர்‌ 4-0. (12) 2” --தந(35-1 2575). 
(13) ஐஜி றரை. (14) (2- றற - ரழுலிழு$ ௮ ரதன - றகரம்‌, 


(15) ஐ-டர-றர என்பதன்‌ முற்றிய தொகையமீட்டில்‌ அட (1, 1, 1) என்னும்‌ புள்ஸிக 
கூடாகச செல்லுந்‌ தளங்களின்‌ சூழியைக குறிககும்‌ பொதுத்‌ தொகையீட்டினது குறிப்பிட்ட 
வகையைக்‌ காண்க. 


(16) 782--0ம4--7242--0 எனனுஞ்‌ சமன்பாடு தொகையிடத்‌ தகுமாயின அது 
£றை ரெ. என்பதாத்‌ குறிக்கப்படும்‌ குடும்பததிற்கு நிமிர்கோணமுறையாகும பரப்புக 
குடும்பத்தைக்‌ குறிககுமென்பதை நிறுவுக, 

அது துணை கொண்டு 

9122-3)“. - 3/57-50. 
என்பதற்கு நிமிர்கோண முறையாகும்‌ குடும்பங காணக. 


(17) தமது தொடலித தளங்கள்‌ எல்லாம உற்பத்திக்கூடாகச்‌ செலலும பரப்புக்களைக்‌ 
காண்க. 


(18) தமது செவ்வனகள்‌ எலலாம்‌ ௨”-37--1, 2-0 என்னும்‌ வட்டததை இடைவெட்டும்‌ 
பரப்புககளைக காண்க. 

(19) தமது தொடலித தளஙகள்‌ எல்லாம ஆளகூற்றுத தளங்களோடு மாறாக கனவளவு 
நான்மு8 ஆக்கும்‌ பரப்புக்களைக்‌ காண்க. 

(20) ஒவ்வொரு தொடலித்‌ தளமும்‌ அச்சுக்களிலிருநது பூச்சிய அட்சரகணிதக கூட்டுத 
தொகையுளள வெட்டூத்துண்டுகள்‌ வெட்டுமாறு யாதும்‌ விரிதகுப்‌ பரப்பு இல்லை என்பதை 
திறுவுக. 

(ட இரு பரப்புக்கள்‌ ஐ5-3£--22 என்னும்‌ இருபடியததைக குறித்து முனைவு நிகா 
மாற்றுக்களாயினும ஓவ்வொரு புள்ளியிலும்‌ தொடலித்தளம்‌ மற்றையதன முனைவுத்தள 
மாகுமாறு (ஐ, 9, 5), (&, 2, 2) என்பன (ஒவவொரு பரப்பிலும்‌ ஒன்றாக) ஈர்‌ ஒத்த 
புள்ஸிகளாமினும்‌ ்‌ 
ஆற; ர; றற. ஏறு-279-10; நடு 
எனக்‌ காட்டுக. 
அது துணைகொண்டு ஒரு பரப்பு ரீ(ஐ,3,2,, 0-0 என்பதைத்‌ திருத்தியாக்குமாயின 
மற்றையது 7ீ(2, 0, 2%--07-2, %, 7)--0 என்பதைத்‌ திருத்‌இயாக்குமெனக்‌ காட்டுக. 

(இச்சமன்பாடுகள்‌ ஒன்றிலிருந்து ஒன்று இருமைக்‌ கோட்பாட்டாற்‌ பெறப்படும்‌ எனப்படும்‌. 

(22) 5--ற2-(ரர-- 28 என்பதற்கு இருமை முறையிலுள்ள சமன்பாடு 


92 
2 கொக வப கை. ௮௯ 2 ௮ ஆ 
ம 23 3-0 %, 


எனத்தரும்‌ 0--4--2% என்பறு எனக காட்டுக. அது துணேகொண்டு (முதற்‌ சமனபாட்டி 
னது தொகையீடாக) 2-- -ம]3 எனபதைப்‌ பெறுக. 
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பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 


(23) ஒரு பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டு வழியால்‌ 
உரு சரி திரள 


என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டிலிருந்து எதேச்சைச்‌ சார்பை நீக்குக. 


[2, நூ என்பவற்றைக்‌ குறித்துப்‌ பகுதியாய்‌ வகையிட 
1-2 (727-725) (கே 32), 


1-4-ர- (72-74 25)) (நேர்‌ ற). 


(1) (114 ம), 


ஆகவே 
அல்லது (-2)2-(2-)ர--2 3. 
(25) பிரிவு 183 இன்‌ பயிற்சிகளின்‌ இீர்வுகளைச்‌ சரி பார்த்தற்குப்‌ பயிற்சி 23 இன்‌ முறையை 


வழங்குக. 
(25) தந்த வளையிகளுககூடாகச செல்லும பரப்புக்களைக்‌ குறிக்குமாறு பின்வரும பகுதி 
அகையமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளினது குறிப்பிட்ட தொகையீடுகளைக காணக. 
(1) உற-9ர--2; ஐ-ஏ4-1, நு-1. 


(1) ஐ4ர-1 இலைய 32 -2. 
(ம்‌) -22--(2-)9-௪-;2-0) நு. 
(17) ஐ(4/- 2)0--49(2 -2)7--2(ஐ - 9)3 தும்‌ 


225, 


௫) ஏற - ஜேரர-- 922 ;2--ச்‌, 42, 2 சி. 
(ஸ்‌ (-2) (ற (28-92 42(2*- 9)--0;2-8, 3-0, 
[வளையியின்‌ இரு சமன்பாடுகளிலிருநதும்‌ துணைச்‌ சமன்பாடுகளின்‌ 8(2,9/,2) - 6, (2.32) 

2 என்பவற்றை நீக்குக. 


௬ என்னும இரு சாராத்‌ தொகையீடுகளிலிரூநதும ௮, 3, 

இது ௧, 6 ஆ௫யவற்றிறகடையே ஒரு தொடாபைத்‌ தரும்‌. உயை 84 (ஐ,9,2) ஆலும்‌ 5 யை 
(ஐ, 3, 8) ஆலும்‌ இடமாற்றம்‌ செய்ய வேணடிய தொகையீட்டைப்‌ பெறுவோம்‌. 

உதாரணமாக, (1) இல்‌ ௨(ஐ,9,2) 2 -2--௨, ஐ(2,மு, 2) 2-0. இவற்றிலி 
ருந்தும்‌ 2-0, [3-2 என்னும்‌ வளையிச்‌ சமனபாடூகளிலிருந்தும 

க 35, 8-7) ஆயின (6-6) ௦. 
கயை2ஐ-2 ஆலும்‌ 56 யை] -2 ஆலும்‌ இடமாற்றம்‌ செய்ய, ((-2)₹--2-௨ என்னுந்‌ 
இதே மாதிரி (11)) (14), (11) என்பவற்றிற்கும, (5), 


தொகையீட்டைப்‌ பெறுவோம்‌. 
(ஈம்‌ எனபவற்றில்‌ ஐ, $, 2, என்பவற்றை ஐழ்து சமனபாடூகளிலிருந்து நீககுவோம்‌.] 
(ம்‌) 5(2-34௮)5--9(1-ம4 4:29) 


அிடைகள்‌ : 
(3) 98 (6-9). 


(7) (2-2) - 21202. 
(ழ்‌ தூ - தர - 32. 


(ர) (2-5 53727. 


அத்தியாயம்‌ &!!1 . 


முதல்‌ வரிசைப்‌ பகுஇ வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ . 
பொது முறைகள்‌. 


137. இப்போது இரு சாராமாறிகளைக்‌ கொள்ளும்‌ சமன்பாடுகளைப்‌ பரி 
கரிக்கும்‌ சாப்பிற்றின்‌ முறையையும்‌ எத்தொகைச்‌ சாரா மாறிகளையுங்‌ கொள்‌ 
ளும்‌ சமன்பாடுகளைத்‌ தீர்க்கும்‌ யக்கோபியின்‌ முறையையும்‌ விளக்குவோம்‌. 
யக்கோபியின்‌ முறை இயற்கையாக ஒருஙகமை பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமன்‌ 
பாடுகள்‌ பற்றிய தர்க்கத்திற்கு வழிகாட்டும்‌. 

இவ்வத்தியாயத்தின்‌ முறைகள்‌ ஈற்று அத்தியாயத்தின்‌ முறைகளிலும்‌ 
மிகச்‌ சிக்கல்‌ நிறைந்தன. ஆகவே அவற்றை அவற்றின்‌ மிக எளிய 
வடிவத்திற்‌ காட்டிச்‌ சரமமாகும்‌ பல பாகங்களைப்‌ த இலேசாகக்‌ 
குறிப்பிடுவோம்‌. 


138. சாப்பிற்றின்‌ முறை. 


(பகுதியாய்‌ லலிராஞூயாலாய இந்த முறை சாப்பிறறால நிறைவாக்கப்படடது. சாப்பிற்றின 
வாசகம்‌ பரிஸ விஞ்ஞானச்‌ சஙகத்துற்கு 1784 இல கொடுககபபட்டது. அவர்‌ பின்னர்‌ சொறப 
சாலத்துள மரணமானதால்‌ அது அசசிடப்படவில்லை.] 


பிரிவு 131 இல்‌ 
இசைத்‌ அனர அறி, ல கமல இரத்தின வலநல லாத்‌ தார்‌ டட (1) 
என்னும்‌ சமன்பாட்டைத்‌ தீர்த்தற்கு 
ர்வதித அ இட மல்டி லமவி ளு ல்ல வப்டல கல்லல்‌ ல்க ௮] 


என்னும்‌ வேறொரு வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைப்‌ பயன்படுத்தி ஐ, ஏர 
என்பவற்றிற்கு ௨, ர எனபன பறறித்‌ தீர்த்து 
ற்ப ப மழல்ட த கலக படும்‌ கற்றலில்‌ (௮) 

என்பதிற்‌ பிரதியிட்டள்ளோம்‌ ; இது ௪, 9, 2 எனனும்‌ மூன்று மாறிக 
ளில்‌ சாதாரண வகையீடடுச்‌ சமன்பாடாகக்‌ கருதப்படுமிடத்து தொகைமிடத்‌ 
தருந்ததாகும்‌. 

இப்போது ஓரளவு இது போன்ற முறையை இரு சாராமாறிகள்‌ கொண்ட 
பொது முதல்‌ வரிசைப்‌ பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடாகிய 


தத னய. ப அன்கம்‌ த்தல்‌ பட ல்ல (4) 
என்பதற்குப்‌ பிரயோடுப்போம்‌. இப்பொழுது 
தனு 0 வல்ல கலை வலந்த கச்கலல (5) 


என்னும்‌ வேறொரு சமன்பாட்டை (4), (5) என்பவற்றிலிருந்து ஐ, 9, ௪ 
ஆ௫கயவற்றின்‌ சார்புகளாகக்‌ காணப்படும்‌ ற, ஏ என்பன (8) என்பதைத்‌ 
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பொது முறைகள்‌ 18% 


தொகையிடத்தக்கதாக்குமாறு காணல்‌ வேண்டும்‌. (3) ஆனது தொகையிடத்‌ 

தக்கதாதற்கு வேண்டிய போதிய, நிபந்தனை 
909 02. 94 032 092 90 

(2 - 9) 10% ்‌ உர - ஆ] - 0 சர்வம்‌, 

அன்ப இங்கு 2? 2, ட 9, த்‌ -1; அதாவது 
9 

00. ன்‌ ட ர்ஜ ன்‌ 

9, 2 ஆகியவற்றை மாறிலியாக வைத்து ற, ஏ எனபன (6, (5) என்ப - 

வற்றைத்‌ தீர்த்தலாற்‌ பெறப்படும்‌ 2, $, 2 ஆகியவறறின சார்புகளைக்‌ குறிக்கு 

மெனக்‌ கொண்டு (4) என்பதை ௬௪ ஐ குறித்துப்‌ பகுதியாய்‌ வகையிடலால்‌, 
9271 ப0ற ப ரெ 


க்‌ ட ட தி ம எமன்‌ எல்ல அண்டப்‌ பர 77 
லெ றெ! ரெ பய 
0] றெ 070 
0 0] டட அர்க்‌ அணமக்கார ப 
கக 0. 2 றெறே ரெ (5) 
(7), (8) ஆகியவற்றிலிருநது 
ர 0107 949/7 
நட அணல்‌ ப தவத்‌ ம. சஸ்‌. தலால்‌ நைட அல்‌, த்து கல்‌ அ அடக்‌ அதி பலம்‌? திற்கு பள ஆபர்‌ 0 த 
்‌ றெ. றெ ற. () 
ட 970/ 048 
ட ஆர ரர 
ரர 01707] 0907 
டூ ரி ப்‌ ப. ப அமை மு பப சொ பெய்ம்‌ வம்‌. பு ப பட்டு டட ஓ ட ஓ - க ச ஒட ட கட டு உட ௬ க ௨௪௬௨ 10 த 
டல்‌ 02 செறெ றெ.08 ப்பி 
றே... 99] 040] (11) 
ரன ன ததை வவ வு ட 
ற 00] 0497 
ப அல ப பலவா ட ப ப கர்வ ட ழம்பதித்‌ தினாபன்ண் மிர்‌ 12). 
ப்‌ 02 0207 ரெ02 (5 


[7 சர்வசமனாக மறைதல முடியாது ; எனெனின ழிது பொருளகொளவது 47, ரீ எனபன 
ஐ, ர ஆயெவறறின்‌ சாரபுகளாகக கருதபபடுமிடகது அவை சாராதன அலை என்பதே. 
இத (5), (5) என்னும்‌ சமனபாடுகளிலிருநது ற, 8 அஇியைவறறிறகுத்‌ தீர்ககபபடலாம்‌ எனனும்‌ 
எமது கருதுகோளுக்கு எதிரிடையாகும்‌.] 

6) இலே பிரதியிட்டுக்‌ கொண்டூ ச ஆற்‌ பெருக்க 
9 287 9897 96/ 
08 ற 0. 02 0 0ர. 9 02 
ர ரு லு 08 


எ ரெ. 0ர 0 ௦௨. றெ றெ. 
௦0 0 0 சி 9 97 9 
அல்லது “5 நஜ (221 0 92 (2 நக்‌ ள்‌. ற 


9 ்‌ 
(5 சஜி] ஜோ வவ 88) 


1860 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 

இது ஐ,3, 5, ற, ர என்பன சாரா மாறிகளாக ரீ ஆனது சார்‌ மாறியாக 
பிரிவு 126 இல்‌ எடுத்துச்‌ சிந்திக்கப்படும்‌ வடிவமுள்ள எகபரிமாணச்‌ சமன்‌ 
பாடு. ஒத்த துணைச்‌ சமன்பாடுகளாவன 


ர ரர 02: ற ரர ர 

“ச சு ஹு சு. விரவு சட ம்‌ 
“றே 0 “சி 82 3112 நே 32 
இச்சமன்பாடுகளின்‌ யாதுமொரு தொகைமீடு ஐ என்பதையோ ர என்ப 
தையோ இரண்டையுமோ உள்ளடக்குமாறு காணப்படுமாயின்‌ இத்தொகை 
யீடு (4) உடன்‌ இணைநது (8) ஐத்‌ தொகையிடத்தக்கதசகச்‌ செய்யும்‌ 
ற, ர ஆலயேவற்றின்‌ பெறுமானங்களைத்‌ தரும (5) என்னும்‌ வேறொரு 
வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடாக எடுக்கப்படலாம்‌. இது (4) இன்‌ ஒரு முற்றிய 
தொகையீட்டைத்‌ தரும்‌ ; இதனிலிருந்து வழக்கமான வழியில்‌ பொதுத்‌ 
தொகையீடும்‌ தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தொகையீடும்‌ உய்த்‌ தறியட்படலாம்‌. 


139. இந்த முறையின பிரயோகத்தின்‌ ஒர்‌ உதாரணமாக 


ஜெ - றீ. ரெர-டறர-0 ........ (1) 
என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டை எடுக்க. 
இச்சமனபாட்டின்‌ இடக்கைப்பக்கத்தை 7 என எடுத்துக்‌ கொண்டு 
ஈற்றுப்‌ பிரிவின்‌ (14) என்னும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடுகளிற்‌ பிரதியிட 
ர டத ர ப. அட ப அவா ர கப ம்‌. 
ஜீ ஊு-ற நவ்‌ றர றர று 0 0' 
இவற்றின்‌ "ஒரு தொகையீடு 

















ரிம்‌ ப பவட நல்லம்ம கடவ விழுதி கலக்ப (2) 
லை (2-9) 
(1), (2) என்பவற்றிலிருந்து தகா. 
0 ண்‌ 

டு டல்‌ ர்ண்கட 824 கீழ, 
அதாவ 8-0] லைம 

ல்‌ தரம. ஐ 

அதாவது ச--ண-ட6 (மீ. 


இதுவே முற்றிய தொகையீ$. சல என்னும்‌ தணிச்‌ சிறப்புத்‌ 


தொகையீட்டை இப்பொழுது உய்த்தறிதல்‌ எளிது. முற்றிய தொகை 
யீட்டின்‌ வடிவம்‌ காட்டுவது 
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க. 

90% 20௧ 

என்னும்‌ உருமாற்றத்தால்‌ ஒரு நியமவடிவத்தின்‌ குறிப்பிட்ட வகையாகிய 
2-2 - மு - சீர 

என்பதற்கு ஒடுக்கப்படலாமென்பதே. 


சாப்பிற்றின்‌ முறையால்‌ இர்க்கப்படும்‌ சமன்பாடுகள்‌ யாதோ அத்தகை 
உருமாற்றத்தால்‌ பல முறையும்‌ எளிதில்‌ தீர்க்கப்படலாம்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 


பின்வருவனவற்றின முற்றிய தொகையீடுகளைக்‌ காண்டற்கு சாப்பிற்றின்‌ முறையைப்‌ பிர 
மோக்க : ்‌ 


(1) 224-ற5-ர9-- 3-0. (2) 3223-0. 
(3) றறற-(ற7-/- ர --32. (4) 2 (23ர*--1) -ஐ௪. 
(5) ர--3ற*. (பிரிவு 129 பார்க்க). (6) 25 (ஐ323--ர3) 1. (பிரி; 180 பார்க்க) 


(2) ஐ-94- ர ஏ (பிரிவு 151 பார்கக) 

(8) 2--ற௰- ரர ஐ5-- ர” (பிரிவு 132 பரக்க) 

(9) பயிற்சி 2 ஐ 49/4 7, 2-8 என இட்டுக்கொண்டு ர்க்க. 

(10) பமிற்சி 4 ஐ மாறிகளின தகுதியான உருமாற்றததாலே தீாக்க. 

140. மூன்று அல்லது மூன்றுக்கு மேற்பட்ட சாராமாறிகள்‌. யக்கோபி 
யின்‌ முறை. 

2 என்னும்‌ சார்மாறி அ,,ஆ, ஆ. என்னும்‌ மூன்று சாராமாறிகளைக்‌ 
குறித்துப்‌ பெறப்படும்‌ ற;, ஐ, 32% என்னும்‌ தன பகுதி வகையீட்டுக்‌ 
குணகங்கள்‌ மூலமாக அன்றி, நிகழாத 

சி (ஐடி, றட இஜ--0...... 4222 வலவ (1) 
என்னும்‌ சமன்பாட்டை எடுக்க. யக்கோபியினது முறையின்‌ அடிப்படைக்‌ 
கருத்து சாப்பிற்றினது போன்றதாகும்‌. 

(௨), ௩ எனபன எதேச்சை மாறிலிகளாக) 

2) (ஐ,,ஐ,,2), 2) 81... ழக வதன ல வக்‌ (2) 

தத ௮ நன தததகததகககககககககக்‌ (ல) 

என்னும்‌ வேறு இரு சமன்பாடுகள்‌, (1), (9), (8) என்பவற்றிலிருந்து 

உ, ௬, ஆ. ஆலயெவற்றின்‌ சார்புகளாகக்‌ காணப்படும்‌ றட, ஐ), றட என்பன 

8ீக-ற,22, -டற,, - றட, . ய உலவ உட வவட (4) 

என்பதைத்‌ தொகையிடத்தக்கதாக்குமாறு, காண முயல்வோம்‌ ; இதற்கு 
இதிபந்தனைகள்‌ 

றே 68 றே ஜெ. றெ, 09% 

92) லெ. 00' 0, 00! 0) 90% 


என்பனவாகும்‌. 


188 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


இனி, ஐ, உ ஆ$ூயவற்றை . மாறிலிகளாகவும்‌ ஐ) ஐஐ 2, என்பவற்‌ 
றை (1), (2), (8) ஆகியவற்றைத்‌ தீர்த்தலாற்‌ பெறப்படும்‌ ௨), 82) ஆ என்‌ 
பவற்றின்‌ சார்புகளாகவும்‌ வைத்துக்கொண்டு (1) ஐ ௨ட பற்றிப்‌ பகுதியாய்‌ 

வகையிடலால்‌ 
போ ஜட சரி சரத 














ள்‌ 1 ர அக! வூ 10 ப கல்கம்‌ டற்விவ்வ்‌ அட (6). 
இதேமாதிரி 
ர ப ப ௮1 அன்த கத ண்ட ய்‌ (7). 
9) ' ற, ' றெ, 0ற,0; 
(6), (1) என்பவற்றிலிருந்து 
ப்ப பம சப்பப்‌ த்த ளி (8); 
9(ஈடற;) ' 9(ஐறபிலே; 9,ற))02 ்‌ 
9(1/7,2,) 9707) 0102) 
இங்கு 9(22;) பல. ளெ ற, ட 992, னத்‌ 


“யக்கோட்‌யனைக்‌” குறிக்கும்‌. 

இதேமாதிரி 
9மி,) 97) நே, மெரி) றே; ர 
9(ற;) ' 0(றடற;)0 9(ற,ற) 0 
9(8.,) 9(7,7)றெ., 91000 
(கறி (2,20௯! 9(ஐடறலி0௯ 





(9). 








தட தட ப தயிர்‌ 


(8), (9), (10) என்னும்‌ சமன்பாடுகளைக்‌ கூட்டுக. 


ஈர்‌ உறுபபுக்கள தருவது 
9(77, 77.) றெ, 0(77, மி.) றெ. 052 97, ரி.) உழ ௮] 








வெ! கணவிவத்‌கு கோணவகாாகாகாகளிளிவாகை 


9(ஐ,,ற;) ௨; ' 0(ஐ),ற2)09௦,) 9௨;019(ஐ,,றஐ;)  9(2,ற2) 
இதே மாதிரி ஈர்‌ உறுப்புச்‌ சோடிகள்‌ மறைந்து 
9) ப, மி) 
9(ஈட2;) 90.22) 9.2) 

என்பது விடப்படும்‌ : அதாவது 
994) 01791) 040/4) 0 ௦407) 970/7 


ட. ட ட 9, 90, . நெ ்‌ ஜி றட. 9) 0௨% ல 














ர) ததக கள்‌ (11) 


இச்‌ சமன்பாடு பொதுவாக (4,8,) ௪ 0 என எழுதப்பரும்‌. இதேமாதி2 
ஸு) 0, மடி 0. 


ஆனால்‌ இனை பிரிவு 120 இன்‌ வடிவம்‌ கொண்ட எகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகள்‌. 
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ஆகவே பின்வரும்‌ நெறியைப்‌ பெறுவோம்‌ : 
கதே ர ம ஜே 
டசி 92 ன 94 99 ன்‌ _ ௦ 9 
ட்ட ' “ற அனு. : தெ 2௯ 
என்னுந்‌ துணைச்‌ சமன்பாடுகளின்‌ 4, - ஐ), 4 - ஐ என்னும்‌ இரு 
சாராத்‌ தொகையீடுகளைக்‌ காண்பதற்கு முயல்க. இவை 
ன 00, 97,024 
கற்க (கே 92, நே, 1 
என்னும்‌ நிபந்தனையைத்‌ திருத்தியாக்குமாயினும்‌ 
அ டமி - 0 
என்பவற்றிலிருந்து ற கள்‌ ௨ களின்‌ சார்புகளாகக்‌ காணப்படூமாயினும்‌ இச்‌ 
சார்புகளை 
82-- ற) கே) -- ற; 885 -/- இடமே 
என்பதிற்‌ பிரதியிடுதலால்‌ ஆக்கப்படும்‌ சமன்பாட்டைத்‌ தொகையிடுக. இச்‌ 
சமன்பாடு என்றும்‌ தொகையிடததகுமென்பதன்‌ நிறுவல்‌ பற்றி பின்‌ 
னிணைப்பு 0 பார்க்க. 
[காள குஸராவ்‌ யேககப்‌ யககோபி (1804-1851) என்பவர்‌ நீள்வளையச சார்புக கொள்கையை 
ஆக்யோரில்‌ ஒருவராகக்‌ கருதப்படலாம. “ யககோபியன ”” அலலது “ சார்புத்‌ துணிகோவை ”' 


என்பது துணிகோவைகளின பொதுப்‌ பிரயோகம்‌ பற்றி அவரினது பெரு முயற்சியை எமக்கு . 
நினைவுபடுத்தும்‌. ] 


141. யக்கோபியின்‌ முறை பற்றி உதாரணங்கள்‌ 





உ-ம்‌ (1) றைஉ௮,-ட8ற?- ற்றை --0 யய வலவ வட (1). 
துணைச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
ட. மீற ஜே ட ட ய்‌ 
றெ றெ ஷே? நேது 0... பறழ்‌. தேன 0றஷ 
ஆகும்‌ ; இவற்றின தொகையீடுகள்‌ 
டட ட தை தகக ககக க ககக ல (2), 
ர றிலற்ம.. அ்டமுமப்லு ற வக்றல்க்‌ (3). 
என்பன. 


இப்பெறுமானங்களோடு (),4;) ஆனது கண்கூடாகப்‌ பூச்சியமாதலால்‌ 
(2), (3) என்பன வேண்டிய வேறு இரு சமன்பாடுகளாக எடுக்கப்படலாம்‌. 
றட கண்ட்‌, ஐ, இ; - 25 (கே 30355)... 
ஆகவே 82-௨௨), "188, -- ரர) - ர “(825 - 920255)0%5, 
அல்லது 2-௨ மட ஆக - ப” (கக) 4-௩ இது ழமேற்றிய 
தொகையீடு. 
உ-ம்‌ (1) (௯-9) (ஐ-டற9)5--201 0 ,...... 22222 2 லலவவவ லவ்வ வர (4. 


490 வகையீட்டுச்‌ சமண்பாடுகள்‌ 


இச்சமன்பாடு 2 என்பதைக்‌ கொண்டிருப்பதால்‌ பிரிவு 140 இல்‌ சிந்திக்‌ 
கப்பட்டுள்ள வடிவமாகாது. ஆனால்‌ 4-0 என்பது (4) இனது ஒரு 
'தொகையீடாயின்‌ 


அ வவ த ச என்க. 


இதேமாதிரி றட - 2/2 இ - மீ$/சிய 


(4) ஆனது % என்னும்‌ சார்‌ மாறி கொள்ளாது நாலு சாராமாறிகள்‌ 
கொண்ட 


(௬--)(2225:-கமிம்‌.-0........... (5) 
என்னும்‌ சமன்பாடாகும்‌. 


துணைச்‌ துமன்பாடுகள்‌ 





லே மம) 0. பட ட்‌. 22 
௦. கஜம்‌ ம மர்ம). 30) --2) 
8.2, 0. 022, 


 (மி4 ஈம்‌). - மிமி 
ஆகும்‌ : இவற்றின்‌ தொகையீடுகள்‌ 





2 -- ரே) உட க ட ச ட்ட ட்ட உ ட உட க க உட ட ட ட்டி (6), 
இதி ய ட கு பபப 00200 பட்டப்‌ (7), 
மி றப, 2 0 பத ததத த ர ர ர ர ர ர... (ஆ, 


என்பன, *,8 என்பன 1, 2, 3 என்னும்‌ சுட்டுகளுள்‌ எவையேனும்‌ 
இரண்டாயின்‌ (சிர, 79) -0 என்பதை உறுதியாக்க வேண்டும்‌. இது உண்மை 
யென்பது எளிதிற்‌ புலனாகும்‌. 


(5), (6), (7), (8) என்பவற்றைத்‌ ர்க்க 

21-80; 2 மண்ட 1 22 --82--4/(28 /(,-1௮2)); 2-2, - ஐ : ஆகவே 
04 --202) கன்ட "8801-36, (8, - 8ீல,) -_34/7(கஷி/(ே-டக3 (8-1 மீற: 
அதாவது 8-2) 0 மடல்‌, 4 58(2 - ஆ) -- 47(2-௮(3-௭,)) 0-8. 


ஆயின்‌ உ, ஐ 5 ஆலும்‌ 8/$ யை 4; ஆலும்‌ 3க,/ு யை 4, ஆலும்‌ 
ஈய/டி யை 4; ஆலும்‌ இடமாற்றம்‌ செய்ய 0 என்பது 


மட 2-0.) 4 (ஐ - 5)-1-4/(4, (ஐஐ) --.4, 0 
என்னும்‌ (&) இன்‌ முற்றிய தொகைமீட்டைத்‌ தரும்‌. 
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தர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 


பின்வருவனவற்றின்‌ முற்றிய தொகையீடுகள்‌ காண்டற்கு சாப்பிற்றின முறையைப்‌ பிரயேச 
கிக்க : 


(1) ஐப்‌ -ஐி-- ஐ, ப (இ ஈ்பற -ற ற ஐ 0. 
(2) ஐவ றற, (3) ஐ;ற;ற, ற பீஉமனையி 0. 
(5) தறற -- 2௮. (6) ஐ;(ஐ)-1-றஐ 2) 2-0. 


(0) ஐபி றட சஜ ற 0. 
(8) நடா” (ஐஜி தேரை? 80) 42. 
142. ஒருங்கமை பகுதி வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌. 


பின்வரும்‌ உதாரணங்கள்‌ சில வகைக்குறிப்பு வகைகளை எடுத்துக்காட்டும்‌ : 


உ-ம்‌ டூ 272.5 -ற றை? 0)... ருக்மி மலி வட வலக ம. 
ல்‌ படட ன! 2 தகதக தகதக கள உரத்த தக கக கக (2) 
பத சதை பாம்‌ ௪ 
இங்கு (கட (4-2) ழுஹறைக - (ஜ்ற 0, 
றெ, ற, 0ற, யெ, 


ஆயின்‌ இப்பிரசனமானது வேலையில ஒரு பாகம்‌ (77, என்பதைக்‌ காண்டல்‌) ஏற்கெனவே 
செய்யப்பட்டுள்ளதான (1) எனனு சூ சமனபாட்டைத்‌ தீர்க்கும்‌ பிரசினமாகும்‌. 

அடுத்தபடி (௪, ற) 0-7, 7) அகுமாறு 47, ஐக்‌ காணடல. 

27 இலிருந்து யக்கோபியின்‌ செயகையாற்‌ பெறப்படும்‌ துணைச்‌ சமனபாடுகள 


லே. றே; 02) ஜே. மேட நேடி 


அண்ணண்‌ பயப்பட யயயயயயயய அலைய சனனாளா.. பழய கைகா க்களை: அன ல. 
அண்ணனை. 





“றே; 0 பற்றா? ஐன்‌. றன்‌. ஜேறை 
எனபன, ஒரு தொகையீடு 
டக டுடும்‌ எதவங் கள்வ ம உ எம்த்க உட உல்ல (8). 

இங்கு 7, வை ற, ஆக எடுக்கலாம்‌ ; ஏனெனின்‌ இது (2ண,)--04 (2), 7) எனபதைத்‌ 
திருத்தியாக்கும்‌. 

(1), (2), (8) என்பவற்றைத்‌ தீர்த்துக்கொண்டு 82--ற, 82) -- ஐடி, இமை என்பதிற 
பிரதியிட, , 

82-20. -ஊ, 1828, -- மம “மடி 


5-0) -மடன -ஆ3) 409 ஆகும. 


உ-ம்‌ (ம்‌. | மி ற,௨, - இ ன றட ள்‌ டு சல டட்டல டட்ட டட உக உட உச (4) ல 
மி ற, ஐஐ; 1௮0 2... 22 லவ (5). 
இங்கு (4, 4) ற) 2 - 1) ற; - ஐ. 


85 பற்றிய கோவை தொகையிடத்தகுமாறு இருத்தற்கு இது மறைதல்‌ 
வேண்டும்‌. ஆகவே 
த்தினி 0 தர்ம வல்‌ வர்பானு வப (6). 


என்னும்‌ வேறு சமன்பாட்டைப்‌ பெறுவோம்‌. 


192 வகையீட்டுர்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
ச 


(5), (5), (6) என்பவற்றைத்‌ இீர்த்துக்கொண்டு பிரதியிட, 

ட மே, -- ரீ, 
அடத 

2-மட(2) 5) 3-௨. 


இவ்வகை உதாரணங்களில்‌ துணைச்சமன்பாடுகளைப்‌ பிரயோ௫க்க வேண்டிய 
தில்லை, முடிபு ஒர்‌ எதேச்சை மாறிலியையே கொள்ளும்‌, ஆனால்‌ உ-ம்‌ (1 
இல்‌ இரண்டு பெற்றுள்ளோம்‌. 


[2 4 02% 


அம்‌ (119) 
சினை 4 ஆஜக0 1... பய (7), 
சிற ஐ 4-0 ;.... (8). 
இங்கு (4, சி) 9-2 - 


2) 2௦%. எனபன சாரா மாறிகளாதலால்‌ இது என்றும்‌ பூச்சியமாதல்‌ 
முடியாது. 
ஆகவே இச்சமன்பாடூகளிலிருந்து 88 இற்கு ஒரு தொகையிடத்தகு 


கோவையைக்‌ காண்டல்‌ முடியாது ; இவற்றிற்குப்‌ பொதுத்‌ தொகையீடு 
யாதுமில்லை. 


உ-ம்‌ (09 
சிற 2, ற2-௯-89-க2ண௮0............. (9). 
4௮2, -க௰,- ௯3,8340 ............... (10), 
(9), (00), (11) ஆயெவற்றைக்‌ இர்த்து 88 பற்றிய கோவையில்‌ பிரதியிட, 
82-- (லை) --ஐ)8௪) -- (ஐ - 28 -- 2.4௧, 
2-2 கணு ௨. 


இங்கு (22), (7, 8, 0, என்பவற்றைச்‌ செய்யவேண்டிய 
தேதவையில்லை. 


அகம்‌ (0) 
சிற) ஐ-1- ,20........... பட (12) 
ற, ற-௯-ஆஐ-௬0 .......... (12) 
சி ுறற-1-௧௬0 ........... (14), 


இவை தருவது 82--ஐ; 8௨). 2225-௭; 02. 


இது தொகையிடப்பட முடியாமையால்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடூகளுக்குப்‌ 
'பொகக்‌ தொகையீடு யாதுமில்லை. 
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உ-ம்‌ (ம 
சிற, உற்ற ஐ;-ு0 1222-௨2 (15). 
க ட அவ பப்ப வ்வற்க்க் ணில்‌ (16), 
இங்கு (47, சி எத்த ௯(-1)-ஐ_-௬(-1)--ற; - ஐ - 
உ-ம்‌ (4) இல்‌ உள்ளதுபோல்‌ இது 
சிதற ட ஐ ணட ம நேோக0 யய வவ வடடவஉக௧ (13). 
என்னும்‌ ஒரு புதிய சமன்பாட்டைத்‌ தரும்‌. 
இனி (2, 9-2, -௨-ற(-1)4(-1)-ச1-0) 
ட. (-1)-1(-1)(-1)-(-1)-0. 
ஆதலால்‌ இந்த முறையால்‌ இன்னும்‌ வேறு சமன்பாடுகளைப்‌ பெறுதல்‌ 
முடியாது. 
7 இலிருந்து பெறப்படும துணைச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
கடசி மற ச மீறு மீக 
என்பன. ஒரு தகுதியான தொகையீடு 
ப அதக இழத இ: ட்ப உடல்ல வடைய உல லலத எக ௪ (18) 
ஆகும்‌ ; ஏனெனின்‌ இது (4, ச) (2), ச9-(, 49-0 என்ப 
வற்றைத்‌ திருத்தியாககும்‌. இப்போது (15, (16), (14), (18) என்னும்‌ 
நாலு சமன்பாடுகள்‌ உண்டு. இவை தருவன 
91 --2௰9-ம இழ றட ௮; 
ஆகவே ... தற -டம(ஷ-ட௰) 0. 
ஆனால்‌ இவ்வுதாரணத்தில்‌ கூடுதலாகப்‌ பொதுவாகுந்‌ தொகையீடு 
ஒன்றைப்‌ பெறலாம்‌. (15), (16) என்னும்‌ தந்த இரு சமன்பாடுகளும்‌ 
(17) எனனும்‌ பெற்ற சமன்பாடும்‌ 


2 ணர்‌ ஸு டல்‌ படல்‌ த ௧ படு டும்‌ இ) சபல பட்டு, *டலா௫: அட்பக்ப (19) 
192 அ டல அட்ச ம்‌ ௮ கட்கு ஆ ல தடம்‌ அபக: ஆ ட கட படக்கு பரு (20) 
25 று 4 கொ யு. வல ல்ல ல்ல ட ட்ட ட ட க ட க க டட ட க டட ட (21) 


என்னும்‌ கூடுதலாக எளிதாகும்‌ தொடைக்குச சமவலுவாகும்‌. (19), 
(20) என்பவற்றிலிருந்து. 
2 ஐ9--ஆ,, உட ஆகியவற்றின்‌ யாதுமொரு சார்பு. 

(21) என்பது லூராஞ்சியின்‌ வகை எகபரிமாணச்‌ சமன்பாடாக அதன்‌ 

பொதுத்‌ தொகையீடு 
ழ்‌ (2) ஆகஐ-0 ஆகும்‌ ; 

அதாவது 8 ஆனது (௯-௧) இனது யாதுமொரு சார்பாக ஐ, ஆ என்‌ 
பவற்றையும்‌ கொண்டிருக்கலாம்‌. 


494 வகையிட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
ஆகவே இம்‌ மூன்று சமன்பாடுகள்‌ எல்லாவற்றினதும்‌ அல்லது தந்த 
இரு சமன்பாடுகளின்‌, ஒரு பொதுத்‌ தொகையீடு ஓர்‌ எதேச்சைச்‌ சார்பைக்‌ 
கொண்ட 
2-2: -ம்‌(௫ ௨0 ஆகும்‌. 
மற்றை முறையாற்‌ பெறப்படும்‌ முற்றிய தொகையீடு ஒரு குறிப்பிட்ட வகை 
யாகச்‌ சேர்க்கப்படும்‌. பிரிவு 134 இலுள்ளது போல்‌ பொதுத்‌ தொகையீடூ 
முற்றிய தொகையீட்டிலிருந்து பெறப்படலாம்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 
பின்வரும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடுகளுக்கு (சா.த்தியமாயின்‌) பொது முற்றிய தொகையீடுகள்‌ 
பெறுக : 
() ஐபீரறஜீ-8 மடர27-0) 
(றட -றஜ (8 -22்‌-றஐஷ- 1-0. 
2 சட்ற; -கழிறஹ்‌ உ 1. 


3 நற; - 2. 0 (4) ஊைற.றஐ, -ஐழ.- 0, 


ஐட-ட்றடி- ஷை ளே 0. 22. - ற” 0, 

(5) ஐ.?-ஐ_--0) (6) ற_3--ற-ட ஐ கைட கே 4 0) 
ஐஹலீ--ற-0. உற -10: 

(2) 2டடற$ர ற 2.0, 
ற -றஹ_-0. 


(8) பயிற்சி (5) இன்‌ பொதுத்‌ தொகையீட்டைக்‌ காண்க. 
(9) பயிற்சி (7) இன்‌ பொதுத்‌ தொகையீட்டைக்‌ காண்க. 


அத்தயாயம்‌ 2111 இல்‌ பலவினப்‌ பயிற்கள்‌ 


(1) லை; --ஐஹ - 0. 3) சஹ ற, - றற; சஃ்‌--9 
(3) 99௨2௮; (ஐ_--றஜ) 4-0, (௪ 922, (ஐ_றத) -4-0) 
இஹ இத ற 0 இடா றட -ற9-0. 


(5) ௨2,ற0,--2ஹற, றற, -- 22 அட. ம்‌ 

(6 2275-3 -ற ற்‌ 2௬0. 

(2) கறட றன றை றம ஐ ர்றள 
அண்பதன முற்றிய தொகைமீட்டில்‌ உள்ளடங்கும்‌ அஇபரபரப்புக்கள்‌ ' (இவ்வகையில்‌ அதுபரத்‌ 
தளங்கள்‌) எல்லாவற்றின சூழியையுங்‌ குறிக்கும்‌ தனிச்சிறப்புத்‌ தொகையீட்டைக்‌ காண்க. 


(8) ி(ஐ.,௨,,2,,ஐடஐற;)--0 என்னும்‌ வடிவச்‌ சமன்பாடு எதற்கும்‌ தனிச்சிறப்பு 
தொகையீடு இல்லையெனசக்‌ காட்டுக. 


(9) (௨,9,2,௪,ர):0 என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டில்‌ 2 தோன்றாதாயின்‌ சாப்பிற்றின்‌ முறை 
கானது யக்கோபியின்‌ முறையோடு பொருந்துமெனக்‌ காட்டுக. 


(10) ஐ கவில்‌ ஏகபரிமாணமும்‌ எகலினமுமாகும்‌ ஒரு பகுதி வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுத்‌ தொகு 
திக்கு, $$ கள்‌ ௨ கஸின்‌ சார்புகளாக, 


2-1 ர தே$ட எ ப பட வடட டட 


பலவினப்‌ பயிற்இுகள்‌ ப 192 


_ என்னும்‌ பொதுத்‌ தொசகயீடு ஒன்று உண்டெனின்‌ 
கைழ்‌(ம நீத), டட ) 
என்பது கூடுதலாகப்‌ பொதுவாகும்‌ தொகையீடு எனக காட்ச. 
அ) ஹிட்‌ 0) 
20 - உர்‌ எட 0, 
என்னும்‌ இருங்கமை சமன்பாடுகளின்‌ ஒரு பொதுத்‌ தொகையீட்டைக்‌ சாண்க. 
(11) தயி என்பன அ டருறு) 0-7 (உடற; ற) என்னும்‌ தருசுகமை சமன்‌ 
பாருகளைத்‌ திருத்தியாக்கும்‌ எ,, ஷூ எனனும்‌ சாராமாறிகளின்‌ சார்புகளாயின்‌ 


22, ப்‌ 
(௪, னி ) ஆ (2 எர ப தர்‌ ௨ 0 
்‌ 022 92. 9(ஐ.,8) 





என்பதை நிழூவுக. 
அது துணைகொண்டு, இவ்வொருங்கமை சமன்பாடுகள்‌ பருதி வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளா 
யெடுககப்படுமிடத்து அவற்றில ஒரு பொதுத தொகையீடு உண்டெனின்‌, (4,277) --0 என்பது 
தரு$வேண்டிய நிபந்தனையாகும்‌; ஆனால்‌ போதிய நிபந்தனையல்ல என்பதைக்‌ காட்டுக. 
பின்வரும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாட்டுச்‌ சோடிகளைப்‌ பரிசோதிக்க : 
ய) அ ற,*ற-3-0, ். 
*,௮ (ஐ, ற 10. 





2(4,2) படக்‌ த 

(இங்கு சர்வசமனாக 31 | ௪0 ஆதலால்‌ சமன்பாடுகளை ற, றட எனபன பற்றித்‌ தீத்தல்‌ 
கிய 
முடியால்‌. 
[614] ம ௮ 07 ஐ 0, 
27) எ ற. றே டஏமீ-0) 
| 9ம்‌ ! ் 

(இங்கு (17,27), என்பன இசண்டும, ஐ கள்‌, ஆனவை ௨, என்பன பற்றிய 


802... 
அவற்றின்‌ ட இடமாற்றம செய்யப்படமிடத்து, மறையும்‌ சார்புகளாகும்‌. 
இற்கு ஒரு பொதுத்‌ தொகையீடும்‌ இலலை.] 
(6) 47 ௮ ற, ற.” ஐ) ௬0, 
சி ஐ, றே ரமபீர்டை-0 

92,7.) 

௦222 
தபோதிலும்‌ இவற்றிற்கு ஒரு பொதுக்‌ தொகையீடு உண்டு.] 
சாப்பிற்றின்‌ முறை பற்றிய குறிப்பு (பிரிவுகள்‌ 188, 189) 

லை வேளையில்‌ 7(ஜ, 9, 2, ற, 0) - 0 என்னுமொரு சமன்பாடு, (14) 
என்னுந்‌ துணைச்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தொகைமீடாகாது, ஆனால்‌ இவற்றி 
லிருந்து (4) என்னுந்‌ தொடக்க வலகையாட்டுச்‌ சமனபாட்டை உபயோகித்துப்‌ 
பெறப்படும்‌ எளிய சமன்பாடுகளின்‌ தொகையீடாகக்‌ காணலாம்‌, இது 
(18) என்பதை, சர்வசமனாக்காது, ஆனால்‌ (4) இன பலத்தினால்‌ திருத்தி 
யாக்‌ (4) உடன்‌ இணைந்து (8) ஐத்‌ கொகையிடத்தக்கதாக்கும்‌. உதாரண 
மாக, பிரிவு 189, பமிற்சி 2 இல்‌ ற2--ஈ என்பது 82/( - 3322”-- ஏ) -ஜே[நற 
என்பதன்‌ தொகையீடாகாது ஆனால்‌ 8£/(- 225) - 82/2” என்பதன்‌ 
தொகையீடா? இறுதியில்‌ முறைமையான முடிபைத்‌ தரும்‌. இது போலவே 
யக்கோபியின்‌ முறைபற்றியுமாம்‌. 





எனபது ஐ கள்‌ தமது பெறுமானஙகளால்‌ இடமாற்றம்‌ செய்யப்படுமிடத்து மறைத்‌ 
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இரண்டாம்‌ வரிசையிலும்‌ அதனிலும்‌ உயபர்ந்த வரிசை 
யிலுமுள்ள பகுஇ வகையிீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


143. முதன்முதல்‌ கண்கணிப்பால்‌ தொகையிடப்படும்‌ சில எனிய உதா 
ரணங்களைத்‌ தருவோம்‌. -இதன பின்‌ மாறாக குணகங்கள்‌ கொண்ட ஏகபரி 
மாணப்‌ பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமனபாடூகளை எடுத்துச்‌ சிந்திப்போம்‌ ; இவை 
மாறாக்‌ குணகஙகள்‌ கொண்ட சாதாரண ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடூகளுக்கு 
வழங்கிய முறைகள்‌ போன்றனவற்றாற்‌ பரிகரிக்கப்படும்‌. இவ்வத்தியாயத்தின்‌ 
எஞ்சிய பாகத்தில்‌ மிகக்‌ கடினமான பாடமாகிய மொஞ்சுவின்‌ முறைகள்‌ 
பற்றிச்‌ சிந்திக்கப்படும்‌. மாணாக்கன்‌ பயிற்சிகளைத்‌ தீர்த்தற்கு உதவுதறகும்‌ 
இம்முறையின்‌ திருத்தம்‌ பற்றி நம்பிக்கைகொள்ளச்‌ செய்தற்கும்‌ இவ்‌ 
வெடுத்தாளல முறை போதிய அளவு நிறைவுடைத்தென நம்பப்படும்‌, 
ஆனால்‌ அறிமுறையைப்‌ பற்றிய தர்க்கம்‌ எத்தனிக்கப்படவில்லை. 

கேத்திரகணித நிபந்தனைகளாற்‌ பெறப்படும்‌ இர்வுகளோடு சம்பந்தப்‌ 
பட்ட எதேச்சைச்‌ சார்புகவின துணிபு பற்றிப்‌ பல உதகாரணங்களிற்‌ கருதப்‌ 
படும்‌. 

இவ்வத்தியாய முடிலில்‌ உள்ள பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ ஆனவை இழை 
கள்‌, சலாகைகள்‌, மென்றகடுகள்‌ ஆயன பற்றிய அதிர்வுக்‌ கொள்கையில்‌ 
நிகழும்‌ பல முக்யேமான வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளைக்‌ கொள்ளும்‌. 

5 ்‌ 2 என்னும்‌ இரண்டாம்‌ பகுதி வகைமீட்டுக்‌ குணகங்கள்‌ 
0£ஐ' றெ 037 
மூறையே ர, 5, ம என்பவற்றாற்‌ குறிக்கப்படும்‌. 

144. கண்கணிப்பால்‌ தொகையிடத்தகு சமன்பாடூகள்‌,. 
உம்‌ (0) 8-9 3 

(ஏ யை மாறிலியாக வைத்து) ௨ ஐக்‌ குறித்துத்‌ தொகையிட, 

ர்‌ -ல்‌(3) 
இதேமாதிரி 3 யைக்‌ குறித்துத்‌ தொகையிட, 


உண்ணப்‌ [த மு8-ப/௫) 
ஜீ நட 7(2)-- (ம, என்க. 
(20,9242), (6-1, - 489) என்னும்‌ பரவளைவுகளுக் 
கூடாகச்‌ சென்று ஈர--2ற-0 ஐத்‌ இருத்தியாக்கும்‌ பரப்பைக்‌ காண்க. 
196 


உம்‌ (ம) 
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0 
2 -_2ஐ--0 என்னும்‌ இவ்வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடு தருவது 


ட 1 1 
ற 700, - ௮70 3 ஏழு சிழு. 7, 7? என்னுஞ்‌ சார்புகள்‌ 
கேத்திரகணித நிபந்தனைகளிலிருந்து துணியப்படும்‌. 


2-0, ௨--3£/48 என இட, 


4௨ 
0-4 - ்ொச்மு. 


ன 4௫ 
இதேமாதிர்‌ 1-௮ ழக (9)-( 70). 
த ர்‌ 
[| 92 


த்‌ ஓ ன 8௧" 
அதாவது 88ற£--48௨ - 14, ஒரு கூம்புவளைவுரு. 
இர்த்தற்கு பயிற்சிகள்‌ 
(ய. (2) ௪-1, 
3) சைன்‌ ஐ$ு. ட்‌ [௪9 ஊ௪-டற-- 92337. 
(5) 38 ற கோசை (6-3) -நு சைன (ஐ--3). (6) /--ஐ9--௮4. 


(2) 8-8 என்பதைத்‌ திருத்தியாகக 0 -ஐ7--நு* - 1 எனனும வட்டத்திற்கூடாக 
செல்லும்‌ பரப்பு ஒன்று காணக. 

(6) ஐஉ-டர--4ஐ-( 3-3 என்பதைத்‌ இருத்தியாககும மிப பொதுவான கூம்பு 
வளைவுரு காணக்‌. 


(9) 2-0 என்பதைத்‌ தொடடுக கொணடு 7-1? ம எனபததீ இருத்தியாக்கும்‌ 
௬ற்றற பரப்பு ஓனாறைக காணக்‌, 


ச்‌ 


(10) $்‌- 6ஜ5நு யைத்‌ இருத்தியாககி 41] 2. 1/ -- 1 32 என்றும இரு கோடுகளை ச்‌ 


கொளளும்‌ பரப்பு ஓஒன்றைக 4௨௭௧. 
145. மாறாக்‌ குணகங்கள்‌ கொண்ட ஏகவினமான ஏகபரிமாணச்‌ சமன்‌ 
பாடுகள்‌ . 
8 
அத்தியாயம்‌ 111 இல்‌, 2- 5) ஆக, 
(2-௩ இம 1 மறி... ப 4-௩) 9-ர(ஜி) ... 1. 2 (1) 


என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டைப்‌ பற்றிக கருதப்பட்டுள்ளது. இப்போது இரு 
சாராமாறிகள்‌ கொண்ட ஓத்தீ சமன்பாடாகிய - 


(று, 10-00” 28] லல மிச)... (2) 
என்பதைப்‌ பற்றிச்‌ சுருக்கமாகச்‌ சிநதிப்போம்‌ ; இங்கு 
0 , 
இ 


ளெ ட்‌ 


195 வகையிீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 

மிக எளிய வகை (2 - கூ”) 2-0, அதாவது ற - ௯ர--0, ஆகும்‌ ; இதன்‌ 
தீர்வு ம்‌(2,3-1 72) --0, அதாவது 2 மி(ம-- ௦), ஆகும்‌. 

இது தெரிவிப்பது ரீ(2,9) 0 ஆயின்‌ (2) என்பதன்‌ தீர்வு 2.) (4-1 ௮2) 
70-௩௭... டட 4-2, (- ஸூ) ஆகும்‌ என்பதே ; இங்கு 


கடகி 1 கணனி 4 ப ப பப பட்டய டட உட௰ 5-0. 


என்பதன்‌ (எல்லாம்‌ வேறுவேறாகுமெனக்‌ கருதப்படும்‌) மூலங்கள்‌ ; இதனை 
எளிதில்‌ சரிபார்க்கலாம்‌. 


| 


௨-ம்‌. 052 032 [2 
கனவனை பல்‌ டத ப வைய கவ க்‌ 42 எவவகை 30, 
023 ' 0] 90” 
அதாவது (25-32) ._222592-0. 
318-230 என்பதன்‌ மூலங்கள்‌ 0, 1, 3. 
ஆகவே 2-2) (4-2) 5/4 2). 


தர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 
(0 (ஐ: -6றற:11றற%_ 32-20. 


(2 9-.52-1%--0 - (3) பத டம 
பத றெ 0 
(5 ௪-4-௪-0 என்பதைத்‌ திருத்தியாக 2-- 43-33 என்னும நீள்வளையப்‌ பரவளை 
வுருவை அதன்‌ $/2௯ை-/-1 என்னுந்‌ தளவெட்டு நீளத்திற்குத்‌ தொடும்‌ பரப்பு ஒனறு 
காண்க. [ஐ இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ இரு பாப்புக்களுககும்‌ $--9--1 ஆஐகும்‌ ஒவ்வொரு 
புள்ளியிலும்‌ சமமாதல்‌ வேணடும ; அவ்வாறே ஏ லிற்கும.] 


146. துணைச்‌ சமன்பாடு சம மூலகங்கள்‌ கொள்ளும்‌ வகை. 


(2-௯௰)32--0....... 222 ட்ட (1) 


என்னும்‌ சமன்பாடு எடுக்க. 


(2 -ஈமி))2--௨ என இடுக, 


(1) என்பது (20-௯2) 6-0 ஆ 
1 --7(4-டரா2) என்பதைத்‌ தரும்‌ ; 

ஆகவே (2 - ௭௭) (௧௮) 
அல்லது 987 --ம7(ு- ௮), 
துணைச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 

றே மூ. 82 

1 8 பிமு௭) 
ஆகி, 9-௧) 

22-7(௪42--0, 


அதாவது 2-௪ 77(4-ட ர) 2. 


இரண்டாம்‌' வரிசையும்‌ உயர்‌  ரிவ்ஸ்ளுக்‌ 100 
என்பன தரும்‌;' ஆகவே பொதுத்‌ தொகையீடு 
ழ்‌(-க.7(/-ட௭௮) 9-0, அல்லது 2-௨ சழ - 22) (4-௧) 
ஆகும்‌, 
- இதே மாதிரி (ற -ஈ௮௰)”2--0 என்பதன்‌ தொகையீடு 
22730 ௮-3 (௧௯௮-....... றி (1௮ 
ஆகும்‌ என்பதை நிறுவலாம்‌. 
ஒர்த்தற்கான. பயிற்சிகள்‌. 
_ மு ஸஹாடிரறைற3.95)240. 2) 25-0௪-1620. 
(3) மஹ 400520. 
(௮ 2௨-40, 2-1 0 என்னும்‌ இரு கோடுகளுக்கூடாகச்‌ சென்று ௪4௪-470 
என்பதைத்‌ திருத்தியாக்கும்‌ பரப்பு ஒன்றைக்‌ காண்க. 33 
147. குறிப்பிட்ட தொகையீடு. இப்போது பிரிவு 145 இனது (2) என்‌ 
னும்‌ சமன்பாட்டை மீண்டும்‌ எடுத்து அதனைக்‌ _குறுக்கத்‌ தின்‌ பொருட்டு 
2, 9)2--7(௨, 9) என எழுதுவோம்‌. _- 
அத்தியாயம்‌ 111 ஐப்‌ படிபடியாகப்‌. பின்பற்றி 8 இனது மிகப்‌ பொதுவான 
பெறுமானம்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையீட்டினதும்‌ (வகையீட்டூச்‌ சமன்‌- 
பாட்டில்‌ ரீ(ஐ, 9) இற்குப்‌ பதிலாகப்‌ பூச்சியம்‌ எழுதப்படுமிடத்து 2 
-இனது பெறுமானமாகும்‌) நிரப்பு சார்பினதும்‌ கூட்டுத்தொகையாகும்‌ 
என்பதை நிறுவலாம்‌. 


ன்ட்‌ 1 கத வ்‌ 
குறிப்பிட்ட தொகையீடு ௪0, றர” 7ீ(ஐ, 3) என எழுதப்பட்டுக்‌ குறியீட்டுச்‌ 


சார்பை தனித்த ம இன்‌ சார்பு பற்றிச்‌ செய்துள்ளதுபோல்‌, காரணிப்‌ 
படுத்தியோ பகுதிப்‌ பின்னங்களாகத்‌ துணித்தோ முடிவில்‌ தொடராக 
விரித்தோ எடுத்தாளலாம்‌. 


உதாரணமாக, 
1 ர ர 
்‌ _1 03) “ர கப.30 
-ஹ்றுரற% 04 15042 *( ்‌) (ரகர 204 


1 றா. று 
ப (பத சசநர்ட) . (1924-36) 


1 6 
_. (227-808) நூ 50. 


_ ஜூ. 6வீழ 924-104 6279 ; 
ஆயின்‌, (2 - 6 --9'5)2- 1925-1 863 என்பதன்‌ தீர்வு 
2104-0629 ஜட -99)-டகழ்டூ-ட 99. 


9.88 5529 (69/3) 
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ஒர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 

ு மு -ஹ்ற:.ற95- 19ஐம 

ஐ (௨8 _ுறறு7. 2095-24 2-௮. 


9517 


(3) 9-0 ஆகுமிடத்துப்‌ பூச்சியத்திறகு தககி 5 ர்க  மற(ஐ3 1/5) என்பதைத 


இருத்தியாககும்‌ 17 என்னும்‌ ஐ, ம .1ியவறறின பட்ச சார்பு அதர காண்க. 
148. சூ றுமுறைகள்‌. ரீ, 9) ஆனது 8௨-83 என்பதன்‌ சார்பாகு 
மிடத்து குறுமுறைகளைப்‌ பிரயோடிக்கலாம்‌. 
றற்(ம௨-69) -கழ்‌'(ஊ-63) ; ம'6(ஊ--0) -587(ஊல-ட்ம்ஜி. 
ஆகவே ழு, ந5ம்‌(ஸ-09)-- (௫, 6)ஜீ(க-ட02) ; 


இங்கு ௩ ஆனது (ற, 7) இனது படியாக ஜீ”? என்பது ஜீ இனது ௩ ஆம்‌ 
பெறற சார்பு ஆகும்‌. 


மாறுநிலையாக, 7(ஐ, 6) 40 ஆயின்‌, 


] ] 
கணமான கள கலான்‌ 083. டவ தப படட ச 
2ம்‌, ற்‌ (2-6) ரில ம்(ம-நது.......... (4). 
உதாரணமாக, ம'”(2௨--9)--கோசை (22-99) ஆயின ம(2௨-- 38) ஆனது 
தீ 9) ஆ ஆ 
- சைன்‌ (22-99) ஆகலாம்‌ என்பதால்‌, 
ர 


்‌ ண்‌ சைன்‌ (2௨-- 39) 
றா ஹ்‌ டஹதுகோசை கேடி) இ 


4.23.8-44.23.2” 


] 
இழு சைன்‌ (ஊே-- 39). 


(ஐ, 2-0 ஆகும்‌ வகையை எடுத்தாளுவதற்கு 
(2-ஈ0)ச-ற- ஈர லீம்‌(4-) 
எனனு ஞு சமனபாடடைப்‌ பற்றிச்‌ சிந்திப்போம்‌. இதன்‌ இர்வு 
ஜாா4 





2 உ ட111 9-5) - ந(-ட ௮) 


ஆகுமென்பது எளிதிற காணப்படுவதால்‌ 


1 ந7-ட1 
5 ஹஹ ம்‌(3-ட2௯) ட ்‌ ம்‌ 1-8) 
சான எழூக்கலாம, 
அகவே, 
்‌ 1 
ஹி ஹீரா ல ஐம்‌(ம-1௮) -- .... 


டல 


மத்‌ ம்‌( 7-1 782) உட உட உக கட லட டட உட (2). 
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உதாரணமாக, 
ன ட 
2 _ஓூற _ற:2 தான்‌ (7-௮) - 22 தான்‌ (3-௮), 
ந்‌ ந்‌ 
தா ஹீறாடஹுக சன்‌ சேரி -. ந ஆ. ந து சன்‌ ௪௮ 
] 
-5 ன 3 கோசை (4௨-89, (4) ஆல்‌, 
- றகோசை (42--2, (2) ஆல்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ . 
(1) (22-22: 39, 


(2) (23-0ற2:..925)2--0ஐ1. 29. 

(3) (253-423: 42)2:5)7--4 சைன (3--ம. 

(௧) 9-௪. 2-552/29. (5) க அட்டு 
றெ 


(6) 4--1௪--4--16 மட (ஐ-- 28). 
149. பொதுமுறை : ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையீடு பெறுவதற்குரிய 
ஒரு பொது முறையைக்‌ காண்டற்கு 
(2 -ஈ௮௰)2--ற - 7-7 (௫, 9) 
என்பதை எடுத்துக்‌ கருதுக. 
துணைச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 





ஆ இவற்றின்‌ ஒரு தொகைமீடு 9/--92--0 ஆகும்‌, வேறொரு தொகை 
யீடு காண்டற்கு இதனைப்‌ பயன்படூத்துமிடத்து 
82-- ரீ(ஐ, ௦ - 12)82, 


[7 ௦ -ஈ)ம2-- மாறிலி ; 


இஙகு தொகையிடலுக்குப்‌ பின 6 ஆனது 47-92 ஆல இடமாற்றஞ்‌ 
செய்யப்படல்‌ வேண்டும்‌. 
] ல 
ஆகவே 5 மி்‌ ரீ(ஐ, 3) ஆனது | ரீ(2, 6 -0)ம௨ என எடுக்கப்பட 


லாம்‌ ; இங்கு தொகையிடலுக்குப்பின ௦ ஆனது 992 ஆல்‌ இடமாற்றம்‌ 
செய்யப்படல்‌ வேணடும்‌. ட்ப 
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வகையிீட்டு$ சமன்பாடுகள்‌ 


உம்‌, மு _ஹ மு.ற)9- டு 1)6. 


(இங்கு |ரகு ஜல [6-9 உ. 1)சீ-(6- 3-0 1)௪. 


1 
ஆகவே 5 - ஹு: (12-01), 4-2 என்பதை 6 இற்குப்‌ பஇ 
லாக எழுத. 


சத 
இதே மாதிரி றட 8114 ஆனத | (6--2௨-ட1)82 - (0-டற)சீ 


எனபதிலிருந்து ௦ இற்குப பதிலாக ந- ௨ எழுதப்படுதலாற்‌ காணபபட்டு 
405 என்னும்‌ வேண்டிய குறிபபிட்ட கொகையீட்டைத்‌ தரும்‌. 

ஆகவே 2-]ச-டற்‌ (/-29)--ம்‌(- 
கர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ . 

1) 205-222: 12: 2-3 கோசைமஃ-ற சைன 4. 


2 (2:-ஹழ'.150'2) 52-11. 3) --௪-0/-9 கோசை ஐ. 
052 95 9 


௮ (22-37) சைலா ஐ - கோளம்‌ ஐ]. 
லெ 0 ர “9 ந ்‌ ன்‌ 





(5) --8- தான? காலாற - கான தாலா 5]. 
0] 03 42 8 
ஜு கிட ப 
ற 2 8 ற 
150. ஏகவினாமல்லா ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடு. 


மிக எலிய வகையாதிய 


மாமி 5-0, 


அதாவது ந அதிர 0 
எனபது தருவது ழ்‌(2-55, நு) - 
அல்லது 2674 முழு. 


இதே மாதிரி 

(0/-ும'-௦ (00-08) 2-0 
என்பதன்‌ தொகையீடு த-875/ (0) டு. ட... எனவும்‌ 
(2 மி ஐ என்பதன தொகையீடு த--978/(4.- 0) - ஐ 
4(3-1-1௯) எனவும்‌ காட்டலாம்‌. ஆனால்‌ குறியீட்டுச்‌ செயலி மி, ம” என்ப 


வற்றில்‌ எகபரிமாண காரணிகளாகதக துணிககப்படாத சமன்பாடுகள்‌ இம்‌ 
மாதிரித்‌ தொகையிடபபடல்‌ முடியாது. 


உதாரணமாக (205--2') 8-0 என்பதை எடுக்க. 


ஒரு பரீட்சைத தீர்வாக 5-௩ உ53*79 என இக; 
இது தருவது (24-)5-(5-£) ஜீரம்‌ 
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ஆயின்‌ 565479 என்பது ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையீடாகி ஒரு பொதுத்‌ 
தொகையீடுூ 24474 அரும்‌ ; இங்கு 4, & என்பன ஒவ்வோர்‌ உறுப்‌ 
பிலும்‌ எதேச்சையாக எததொகை உறுபபுக்களும்‌ எடுக்கப்படலாம்‌. 

அத்தியாயம்‌ 137 இல்‌ விளக்கியது போல்‌ பெளதிக பிரசினங்களுக்கு 
இத்தொகையீட்டு வடிவம்‌ மிக நனறாகத்‌ தகுதியாகும்‌. மாறாக்‌ குணகங்‌ 
கள்‌ கொண்ட யாதுமோர்‌ ஏகபரிமாலாப்‌ பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ 
தொகையீடு தானும்‌ இவ்வாறு உணர்த்தபபடலாம்‌, ஆனால்‌ எதேச்சை 
சார்புகளை உட்கொள்ளும்‌ குறுவடிவஙகள்‌ பொதுவாகக கூடுதலாக இசை 
வாகும்‌. 


ஓர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 


10)2௦:மு-20:-8)5-0. (2) ர-.992-)-4-2ற-- 27-20, 
கு ட ஓ மு:-றஈ)ற_ற7 240 
5 வெவ்‌ நனம்‌ வைகை பு 2 72 ௮௯. ள்‌ ய, 
க (ு ( மறற 
(௫) (ற றற: ற 9720. அனர்‌ 
ெ4 3” 


) மு_ஹ-_1))ழ்‌ 82.1) 540. 


4, 


ஐ .வகுமிடத்து 1 இறகும ஐத0 ஆகுமிடதது நூ பிற்கும ஐம்‌ பயிற்சி 
(4) இற்கு ஒரு தாவு காண்க, 
151. குறிப்பிட்ட தொகையீடுகள்‌. 

எகலினமல்லாச்‌ சமன்பாடுகளின்‌ குறிபபிட்ட தொகையீடுகல£ப்‌ பெறும்‌ 
முறைகள்‌ அத்தியாயம்‌ 11] இல்‌ உள்ளவை போனறமையால்‌ சில 
உதாரணங்களை மட்டும்‌ இங்கு தருவோம்‌. 





உ-ம்‌ (9. (2-2: -டறி1)2-ள்‌!5. 
2-டரே 
ணத னுள்‌ ட புட ரகக்‌ 
ஆகவே, 3. 510-டந்‌ 1-0 ஆக, 
2 344 ப அதச்‌, 
உ-ம்‌ (1. ஐத்‌ 1) ம-32 _3)2--4-1925- 0] 
1 ] ப$ 








அம அன்த வவன டம்‌ 71: புய கர செ 
_1(1-_29-- 2-1 உயர்படி உறுபபுக்கள 
ஒட ப க 
6 இ ததர அ -- உயர்படி வவ 4 


1, வட்‌. வரு 
யய 4 - உயாபட்‌ உறுப்புக்கமா ச 





॥ 
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வகைய்‌ட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 

இச்செயலி 4--82-- 09 இலே தாக்க 

3 (4 2-ட0--4--10)--0--2- 23 என்பது பெறப்படும்‌. ஆகவே, 
20-௧௪-42௪7 (-)-ீ.॥- 29. 


(225:--2221-212)2-சைன்‌ (32-49). 
] ] 
52 உறா 9. ஓ சென இம ர அகபா உணு! ன (92-49). 


உ-ம்‌ (1ம்‌. 


] 
2: சைன்‌ (2-4) 


3 42ற 
59 சைன்‌ (௦2-49) 
_ 8சைன்‌ (92) 4])--0 கோசை (9௨-41) 
9-4(-85) 
9 சைன்‌ (32-- 49) --& கோசை (8௨-42. 
கர்‌ (92 -/- 49) 1 ட கோசை (22 -- 49) - 2 442749 ; 
இங்கு 22-90. 


ஆகவே தன 


தர்த்தற்கான பயிற்குகள்‌ 


(1) 2-2: 1) (/2-29:--22-- 0 (2) ச--றஐ-ர--2--0ு 








(3) (2-2:5)2--கோசை (ஐ - 3). (க) ச-௪ற-1, 
0 நே 
ன்‌ 215 தட (6) (2-304-2)534 228 தான்‌ (-- 92). 
152, 


நீக்கல்‌ பற்றிய உதாரணங்கள்‌ . 

ஒரு மூதல வரிசைப பகுதி வகையீட்டுச்‌ சமனபாட்டிலிருந்து ஒர்‌ எதேச்சைச்‌ 
சார்பை நீக்கலால பெறப்படும்‌ முடிபு பற்றி இப்போது சிந்திப்போம்‌. 
உ-ம்‌ (3. 2ற௨ - ரர ற்‌ (19) 

முதன்‌ முதல ௨ ஐ குறிததும்‌ அதன்‌ பின்‌ 9 ஐ குறித்தும்‌ பகுதியாய்‌ 


வசையிட 


202 - வூ 3ற ழம்‌! (270), 
ல தட்‌ வட்ட 
04) (272 க 59/-1 22) ௮ 21] (222 ஸ்‌ 8்‌3/ சக 9), 


22” - 521-234 1.2 (றல-டரர) 
இது *, 9, £ எனபவறறில 
ற - 30-ம்‌ (ஸர) 


ட்‌ ர்‌ 
3,கவே 
ந்யச 


அல்லது 


(மதற்படியிலுள்ளது. இதே சமன்பாடு 
என்பதிலிருந்து ழ்‌ நீக்கபபட்டுப்‌ பெறப்படும்‌. 
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உ-ம்‌ (1. 2£--ர-்‌ (2-2. 
இது தருவன 
2ற7-ட2--2ம்‌' (2-ட), 
9௦1/2 தி (ச) 
ஆகவே மீண்டும்‌ ஈ, 59, ர என்பவறறில்‌ முதற்படியிலுள்ள 
2ற7--9--4ற9-- 2 என்பது பெறப்படும்‌. 


உ-ம்‌ (மம்‌. ற்‌ (ஐ-ர). 
இது தருவன -72(1-ஒழ்‌(2-4), 
1-9 “ரஜி (ஐ), 
ஆகவே (1-8, 
அல்லது 29--(ரம-25)-1. 


இவ்வுதாரணக்தில்‌ ற, ர எனபன எதேச்சைச்‌ சார்பிலும்‌ வேறு இடங்‌ 
களிலும்‌ நிகழ்தலால்‌ இது மற்றையிரண்டிலும்‌ வேறாகும. முடிபு (4-2) 
இல்‌ ஜா உறுப்பு கொள்ளும்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 


பினவருவனவறறிலிருநது எதேசசைச சாரபை நீகருக :-- 


(1) ற-ர--3]£--2 (2௨-15). 2) உ-- வ்‌ (5). 
(3) ஐ-௰--ம்‌ (ர -2-மு. (4) அட்டு ரூ. 
(5) த₹-ஐ-ர்‌ (ர 21. (6) ஐ- ஈர (௮. 


153. முன்சென்ற முடிபுகளைப்‌ பொதுமைப்படூத்தல்‌. 
உ. உ என்பன, 9, உற, ர ஆயேவறறின்‌ தெரிந்த சாபுகளாயின 
உல்‌ () என்னும்‌ சமன்பாட்டை முன்போல்‌ எடுததாளுமிடதீது 
0௦. 0 00 044 0௮ செ 
வது சொத ட 2 (ஐ? ர ஆரம). ஜ்‌ (9), 
08. 0% 0௩ 05 ம. ம 0. 
த ரொதுல்‌ மல” ட ரஷா. 99). 
ம்‌ (௦) என்பதை நீக்க 89, ஈர்‌ எல்பவழம்‌ லுள்ள உறுப்புககள்‌ ன்‌ 
றையொன்று வெட்டி 
சரி ரி. 
என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ முடிலிடப்படும்‌ ; இங்கு &, 5, 2) 9/7 
என்பன ற, ர என்பனவறறையும்‌ ஐ, 9, 3, 2, 8 ஆகியவற்றைக்‌ 
குறிததுப்‌ பெறப்படும்‌ &, 9 என்பனவற்றின பகுதி வகையீட்டுக்‌ ருண 
கங்களையும்‌ உள்ளாடககஇய 
000௦ 000 
றெ ரே றெரர 


ஆகும 17 எலானுங குணகம்‌, 


206 வகையிட்டு* சமன்பாடுகள்‌ 


உ ஆனது ற இனதோ 4 இனதோ சார்பாகாது ௨, 9, & என்பன 
சார்பாகவே இருககுமாயின்‌, மறையும்‌.. 

இரண்டாம்‌ வரிசைச்‌ சமனபாடுகளோடுூ தொடங்கி அவற்றிலிருந்து முத 
லாம்‌. வரிசைச்‌ சமனபாடுகளைப்‌ பெறுதற்கு முயல்வோமாயின்‌ எதனை 
எதிர்பார்க்கலாம்‌ என்பதைப பற்றி இம்முடிபுகள்‌ காட்டும்‌. 


154, டர” என்பதைத்‌ தொகையிடுதற்கு மொஞ்சுவின்‌ 
மூதறை 


ஈட. ம. என்பவற்றில்‌ முதற்படியாகித்‌ தமது குணகங்களாகிய 
உடு, ௱ ர எனபன ஐ, ர,28, 3, 8 ஆகியவற்றின்‌ சார்பாகும்‌ 
சமனபாடூகளை இப்போறு எடுததுப, பிரிவுகள்‌ 152, 158 ஆகியவற்றினுள்‌ 
செய்கையைப்‌ புறமாற்ற முயல்வோம்‌. 


ற. ற 
மற ர்‌ ர்‌ ே-ட 8 89, 


04 


ஆ தலால்‌ 7-7 7-0 எனபது 


ற - ஏழு 14 - 88 
7 றல ) கற ள்‌ ) - 740, 


அதாவது 7$8ற மீற. 1787 88 - ]7ரீற மல - (118/4 - இய 2-௨ 3182“) ஆகும்‌. 


மொஞசவின முறைமினது முக்கியமான தகிறப்பியல்பு ஐ, ர, 5, 9, 8 
எனபன பறறி (ஒவ்வொன்றும்‌ தா எதேச்சைச்‌ சார்பு கொள்ளும்‌) 


ஒனறு அலலது இரணடூ தொடர்புகள்‌ 


94 





218] - தம மே-ட 7825-0, 
அற மீ-- 7'மீர 02 -- 7ீமீழு ௨-0 


என்னும ஒருஙகமை சமனபாடுகளைத்‌ தஇிருத்தியாக்குமாறு பெறுதலே. 
இததொடாபகக மததய தொகையீடுகள எனப்படம. செய்த உதாரண 


ஙகளைப படிததலால்‌ செயனமுூறையைப பற்றி நனறாக விளங்கிக்‌ கொள்ள 
லாம. 


உ-ம்‌ (1) 23 - 515-237 --2(ஐ௦--ரழற) -0. 
மேலுளாளது போல முன செல்ல நாம 

22 மவ அலமு அற பன்‌ கு. அப்ல வடி லல நரும்கி வல (1) 

2₹மீற மீற - 3/7மீர 2 -ட 2(ஐல-ட ரம) 0/0 


என்னும்‌ ஒருங்கமைச சமனபாடுகளைப்‌ பெறுவோம்‌. 
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(1) என்பது தருவது (௨9-14 3/42)(2 மீறு. 82) --0, 
அதாவது “9. --௨ அலலது 8-ம்‌. 
ஏர என எடுத்துக்‌ கொணடு (2) இனது ஒவ்வோர்‌ உறுப்பையும்‌ 
ஐமீ ஆலோ அதன சமவலுவாகிய -. மண ஆலோ வகுப்போமாயின்‌ 
2௨ மீற - ரர-ட2ற 82 - ர 8-0. 


அ குாவது 228 - 74-50, 
இது ௨9-௩௨ என்பதோடூ இணைந்து 
றத அ 2-௮). உரும்‌ எக்கி கள்வன்‌ வம ப ளை தந்கே (8) 


என்னும்‌ மத்திய தொகையீட்டைத்‌ தரும்‌ ; இங்கு ஜீ ஆனது எதேச்சைச்‌ 
சார்பு. [பிரிவு 152, உ-ம்‌. (1) பார்க்க.] 


இதேமாதிரி ஐர£--8 என்பதும்‌ (2) எனனும்‌ சமனபாடும்‌ 
றி பர. அறல்கற்ககள்க லவ்வ கம்‌ எழ்ம்‌ பிக வன்க (4) 
்‌ என்பதற்கு வழி காட்டும்‌. 
(8), (6) ஆகியவறறைத்‌ தர்க்க, 
3றஉ9ம(23) - ம்‌(0ூ), 
3 (ஸீ) 1 20) 


282. நீழ மீற. ?யீர 
ஆயின்‌, 88--றமீ£--ர --3ம்‌(29). ன ம -ஆம்(3]7. (2 ன்‌ ) 


அதாவது [தனு ஐ). மீமட (3) - (10) மட (945) 


_7(23) 7 (21. 
உ-ம்‌ (11) ்‌ 4 3ே2--ர--ற 03. 
முன்போல்‌ 7, ர என்பவற்றை நீகக 
மீத மீற மல) யய யவ வ வவ்விய வவ வலவ (5) 
தூற்ற மீர்‌ 8ீர 8- (ஐ-ட0ற)மீமு 2-0 ....4444 22/2௨ வ௨ட (0) 


என்னும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடுகளப்‌ பெ வோம்‌, 
(5) என்பது தருவது (4 8-௭)” - 
அதாவது 9-௭. 


இத்தகொகையீடடை உபயோகித்து (6) இனது ஒவ்வோர்‌ உறுப்பையும்‌ 
ஏவு ஆலோ அதன சமவலுவாகிய - 82 ஆலேர வகுக்க 


9 8 - 8ர-- (ற-ட 09)0/--0, 
அதாவது றற - ர 33-0௦. 


20% வகையிீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


இது ஹூ-ர-ட 3 ம்‌(௨--32) என்னும்‌ மத்திய தொகையீட்டைத்‌ தரும்‌. 
ஒரு மத்திய தொகையீட்டையே பெற்றுச்‌ கொண்டமையால்‌ இதனை 
லூராஞ்சியின்‌ முறையால்‌ தொகையிடல்‌ வேண்டும்‌. 
துணைச்‌ சமன்பாடுகள்‌ ஆவன 

டப்‌ டட. ப 

சா 1 மற்று) 
ஒரு தொகையீடு 28-/-35--௨ ஆகும்‌. வேறொன்று காண்டற்கு இதனை 


உபயோகிக்க, 
22-( - 34-- (6))78/--0, 
அதாவது, 5- 9£--ம்‌(2௨-15) ம. 
ஆகவே பொதுத்‌ தொகையீடு ஆவது 
ம்‌(உ- மூ ழம்‌ ஜூ), 2-9) 0, 


அல்லது 28 -]6(2௨- 35) -7(22-டுு. 
உ-ம்‌ (114) றர - 8-0“. 
ஒர௫ுங்கமை சமன்பாடுகள்‌ ஆவன 
ரி ப்ன த ழிதட படு ப ்மற்டம கல்லல்‌ யம பகிர ்‌ (7) 
இடு னை ர ததக! ப லை மம்டக்ட ஒல்‌ சவற விலக்க ஐ. 
(2) எனபது தருவது 82--0 அல்லது ஏர --றம 4/2) -0, 
அதாவது 2-௩ அல்லது 5-0. 


8௨-௩0 ஆயின்‌ (8) எனபது 0--0 எனபதற்கு ஒடுங்கும்‌. 
2-0 ஆயின்‌ ர-- -றமீ£ ஆக (8) என்பது 
ற 8ர- ஏற ்‌--0, 


அதாவது 89/ர5-ம௨--0, 
என்பதற்கு ஒடூங்கும ; இது தருவது 
1 
4 2 க-- ழ்‌(2) ன தத ரர ர ர (9). 


(9) எனபது லூராஞ்சியின 

ஒரு குறு முறையானது இதனை 
01/ ] 

என எழுதுதலே ; இது தருவது 


முறையால்‌ தொகையிடப்படலாம்‌, ஆனால்‌ 


7-8 - |10-_7 2) 
23-75) 4-1. 


இரண்டாம்‌ வரிசையும்‌ உயர்‌ வரிசைகளும்‌ 209 


குர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 

(ப (₹-0) கோசை 2-ற தான்்‌5-0 

2 6-ஜ7-௧8-12-/39-(ம439)2 -9) 

3 (--1)௪-(ஐ-1)7, (4) ர -7சகரு4$-2ர தான ழ. 

(6) ஐர(-)4 (27 -35(-2) று - 0 

(6) (1--8)54-2(1-4ற-ர4றச4(1-2)4-0. 

(2) 9; - 5ஐர௪-( 24/12 (றற) -0 ஐத்‌ திருததியாக்க ௪-2 - $/£ எனனும்‌ 
௮ இபரவளைவுப்‌ பரவளைவுருவை அதன்‌ 4-1 எனனுந்‌ தளவெட்டின நீளத்திறகுத தொடூம 
பரப்பு ஒன்றை காண்க. 


(8) ர -2றரச--ற3-:0 என்பதன்‌ தொகையீட்டை 
9-௮] --772) 
என்னும்‌ வடிவத்திற்‌ பெறறு இது ஒரு நிலையான தனததிற்குச்‌ சமாந்தரமான நேர்‌ கோடு 
களாற்‌ பிறப்பிககப்படும பரப்பைக குறிககுமெனக்‌ காட்டுக. 
155. நா. 70- 2-7 என்பதைத்‌ தொகையிடூதற்குரிய 
மொஞ்சுவின்‌ முறை. 
முன்போல 2, 5, 9, 8, 7 என்னும்‌ குணகங்கள்‌ ற, 8, 5) 9, 8 
ஆகியவற்றின்‌ சார்புகள்‌. 
இர்வு பற்றிய செய்கை இயற்கையாக இரு பாகங்களைக்‌ கொள்ளும்‌ 
() மத்திய தொகையீடுகளை ஆக்கல்‌. 
(1) இத்தொகையீடுகளை மேலுநீ தொகையிடுதல்‌. 
தெளிவின்‌ பொருட்டு நாம்‌ இரு பாகஙகளையும்‌ தனித்தனியாக எடுத்துச்‌ 
சிந்‌ இப்போம்‌. 
156. மத்திய தொகையீடூகள்‌ ஆக்கல்‌. 
பிரிவு 15& இல்‌ உள்ளது போல 
7-- (மற - 9 23) /82, 
்‌ $-- (ர - ௪ 82) /ம9. 

ச 89711 108 - 4) - 77 என்பதில *, 3 என்பவற்றிற்கு பிரதி 
பட்டுக்‌ கொண்டு (பின்னககளை விலககுதறகு) 82, 8 ஆகியவற்றாற்‌ பெருக்க 
நி ரீற வீர? மீர்‌ மற மீர- 1 மே ரீ$/ 

_ ௪(72 மீழ்‌ - $ி மம ம- 1 மட மீற ம£-ட (7 மீர 8) -0) 
7 -கி்‌--0 என்க. 
இப்போது, 18--0), 7-0 எனணனும ஒருங்கமை சமனபாடூகளுக்குதி இரவு] 
களப்‌ பெற முயல்வோம்‌. இதுவரை பிரிவு 754 இல்‌ உபயோகத்த முறை 
களைப்‌ பின்பற்றியுள்ளோம்‌, ஆனால்‌ இஙகு 27 ஆனது (மீ மீ2-ட 07 [ர 0]/ 
எனனும்‌ உறுப்புக்கறாக்‌ கொள்ளும்‌ காரணத்தால்‌ அதனைக்‌ கார்ப்‌ 


படுத்தல்‌ (டியாது. 
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17 என்பதையோ 21 என்பதையோ தனித்தனியாகக்‌ காரணிப்படுத்த 
முடியாமையால, & என்பது பின்னர்‌ துணியப்படும்‌ யாதோ பெருக்கியாக, 
ந) என்பதைக காரணிப்படுத்த முயல்வோம்‌. 


ரீம்‌, 37 அகியவற்றை நிறைவாக எழுது, காரணிப்படுத்த வேண்டிய 


மகாவை ஆவது 
ஈரும்‌ 64277) மே 8-0 மீற மற. 0 மீர மீற 
2 மீற மீர-707' மீர 82-07 மீற மர. 
ீற£ இலோ ரீர£ இலோ உறுப்புக்கள்‌ இல்லாலமயால்‌ ற ஆனது ஒரு 
காரணியிலும்‌ கீர ஆனது மற்றையதிலுமே தோன்றக்‌ கூடும்‌. 
அ ரர--ம42--0 மற, 8 ம. 18-10 84 


என்பன காரணிகளாகுமென உத்தேசிகக. ஆயின 85, ம”, ற மர ஆகிய 
வற்றின குணகங்களைச சமப்படுத்த 


4-2, நாட 00-70. 
4௮%, 1, றட ௮10,0௬0, பே] 
என எடுக்கலாம்‌. 


மற்றை ஐந்து உறுபபுககளின்‌ குணகங்களைச்‌ சமப்படுத்த 


ரி - 6-7)... 12-22 வடட (1) 
ர க க (2) 

பி 2224 பட்டுக்‌ தர்க்க (4) 

அட கிபி எங்கக வக்க கக ்ற்்‌க (4) 

நப்தலி எல தன்மம்‌ லக ல2 (5) 


(5) இலிருநது ௩த்‌ இரும; இது (3) ஐயும்‌ இருத்தியாக்கும்‌. (2) 
அல்லது (4) தருவது ௨--8/07. ஆகவே (1) இலிருந்து 


ர இடி அட தடகங்க்றட்‌ (6) 


ஆகவே ச), அனது (6) இன ஒரு மூலமாயின்‌ வேண்டிய காரணிகள்‌ 
ஆலா 


7! (7 (7 
(2 2-7 ரர 82-77 4) (மடக்க தர), 


2 


1 
அலல (7 சீற-ட77' 8ல-.747 மற) . 5 (1 ம்‌-07 ம2-1707 87). 
ந்‌ 
ஆகவே, ஆனது (6) எனபதைக்‌ இருது இியாக்க, 
ர்க மிப இத்கட0 இறினக[0 ப தல்ல எந்யு பக்க (7) 


ம பப்ப இிர்ட்ர்டு ட வடட வகவ் னப வட்ல (8) 
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க்க 


என்னும்‌ எகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகளிலிருந்து தொகையீடுகளைப்‌ பெறு 
தற்கு முயல்வோம்‌. செயன்‌. முறையின்‌ மீதி செய்த உதாரணங்களி 
லிருந்து மிக நன்றாக லிளங்கக கொள்ளலாம்‌. 
157. உதாரணங்கள்‌ 
உ-ம்‌ மு. 28-(ம-25)--1. 

ஈற்றுப்‌ பிரிவின (60) என்னும்‌ சமனபாட்டில 710), ௫-2, 
7 [7-1 எனப்‌ பிரஇயிட்டுக கொண்டு - 1, - 1 என்னும்‌ சம மூலஙகள்‌ 


உள்ள )2-2%--1--0 எனனும்‌ இருபடிச்‌ சமன்பாட்டைப்‌ , பெறு 
வோம்‌. 


5 -1 ஆயின்‌, (7), (8) என்னும்‌ சமன்பாடுகள்‌ தருவன 
8/- மீற-0, 
௨ - மீர-0; 
இவற்றின்‌ கண்கூடாகும்‌ தொகையீடுகள்‌ 
3 -ற--மாநிலி 
2- ர மாறிலி 
பிரிவு 184 இல்‌ உளளது போல இவற்றைச சேர்கக 9-7 (௪-1) 
என்னும்‌ மத்திய தொகையீடடைப்‌ பெறுவோம, 
உ-ம்‌ (9. 7-82--7-ட (ர்‌. 25) 1. 
இல்‌ இருபடிச்‌ சமன்பாடு 9224-94-10 ஆதலால்‌ &- -1 
அல்லது -$. 
2 2-1 ஆயின்‌, (1), (6) எனஸுஞ்‌ சமன்பாடுகள்‌ தருவன 
2/--ம2-ம்‌-0), 
மீ. ீர--0) 
இவற்றின கணகூடாகுந்‌ தொகையீடுகள்‌ 
ஐ ற மாறிலி 22422 வலய லல வ வவட வட (1) 
ர-ஏ. மாறிலி பய யய வவ வ்கி வவஉஉகட (2). 
இதே மாதிரி 74 - $ என்பது தருவன 
ஐட- நேோமாறிவி 442 யவ வலக () 
மில றப அறிவி டம ல சிய்வ (1. 
இநத நாலு தொகையிசகேனயும எச்சோடிகளாகச்‌ சேர்க்கலாம்‌ ? 


ஈற்றுப்‌ பிரிலில்‌ 770, 7/0 எனபவற்றாற்‌ குறிககப்படும்‌ ஒருஙகமை 
சமனபாடுகளை மீணடும்‌ எடத்கச சிந்திகக. இவை இரணடும திருத்தியா 
கப்படுமாயின்‌ 417--%, 6-0, ரீ-,/-0 என்பனவும்‌ இரண்டும்‌ திருத்தி 
யாக்கப்படும்‌ (தஙகு சிபு ட என்பன ஃ இலளள இருபடிச்‌ சமனபாட்டின 
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வகையீட்டுச்‌ சமன்பஈடூகள்‌ 


மூலங்கள்‌.) ஆகவே எகபரிமாணக்‌ காரணிகளுள்‌ ஒன்று &-7டி ஆகு 


மிடத்தும்‌ ஒன்று (கண்கூடாக மற்றையது, அன்றேல்‌ 8-0) 4 ஆகு 
மிடத்தும்‌ மறையும்‌. 


அதாவது, (1), (4) என்பவற்றைச்‌ சேர்த்தும்‌ (2), (8) என்பவற்றைச்‌ 
சேர்த்தும்‌ 


ற-2--](ஏ- 32-13) 
ற--௨- (2-9) 
என்னும்‌ இரு மத்திய தொகையீடுகளைப்‌ பெறுவோம்‌. 
உ-ம்‌ (14). ஊர. (றற-1-09)ச-ட ௨4 - ஐம்‌ - ௪7) --2 - றர. 
/டஇல்‌ இருபடிச்‌ சமன்பாடு 
ச றர - )பற(றற-- ரம) -_ஐ$”--0 


ஆ பற அல்லது ஈ/ர எனத்‌ தரும்‌. ஈற்றுப்‌ பிரிவின்‌ (7), (8) 
என்பவற்றிற்‌ பிரஇயிட்டுக்‌ கொண்டு ஒரு சிற்றொடுக்கத்தின்‌ பின்‌ 


உணு -88-ட்டு மீற--0, லல்ல (5) 

2 பீநு-றறரீஜ-- ஐ 89-40)... உல (6) 
ரர 20-௨2-1820, 4-2 222 வவ (7) 
- 9மீ9-டடி£-ட௨ 80--0,......4 4222222௨௨௧ (8) 


(5), (8) என்பவற்றின்‌ கண்கூடாகும்‌ தொகையீடூகளைச்‌ சேர்க்க 


றற -ஐ--7(- 33-82). 


ஆனால்‌ (6), (7) என்பன வகையிடத்தகாதவை. ற, ர எனபன அவற்றில்‌ 
நிகழும்‌ வழியிலிருந்து இது புலனாகும்‌. ஆயின்‌ & இலுள்ள இருபடிச்‌ 
சமன்பாடு இரு வேறுவேறான மூலங்கள்‌ கொண்ட போகிலும்‌ நாம்‌ 
ஒரு மத்திய தொகைமீட்டையே பெறுவோம்‌. 


இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. 


பினவருவனவறறிற்கு ஒரு மததிய தொகையீடு (அல்லது இரண்டு, சாத்‌ தியமாயின்‌) 
பெறுக : 


மெ அர்க்சர (03-21. ஆ சச்‌ (ம்‌ -2ு-3. 
2) 24/80 ௪5) 22. (2 ு--10, 
(5) 889--(ம-95) 9. 


(6) ரா (6ஐ)௪-- தரு 291 - ச) 1 றர, 


2) ழு£- ப -9றரச-( (ஐ? - 120-210 -) ற3- 9-7. 
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158. மத்திய தொகையீடுகளை மேலும்‌ தொகையிடல்‌ 
உம்‌ (1) பிரிவு 157 இன்‌ ௨-ம்‌ (1) இல்‌ பெறப்பட்டுள்ள 
இ -ரீம-1) 

என்னும்‌ மத்திய தொகைமீட்டை எடுத்துச்‌ சிந்திக்க. 

ஐ-ர--றஐ, ந-ற-ரீ(6)--0, என்க, என இடுதலால்‌ ௨, 9, 6 என்னும்‌ 
எதேச்சை மாறிலிகளைக்‌ கொள்ளும்‌ ஒரு முற்றிய தொகையீட்டைப்‌ 
பெறலாம்‌. 

ஆகவே 82--றமீ£-ட ரமீர-- (3- 6)82- (ஐ - ஈ)ம9, 

30/45 - ஈ0/--. 

மத்திய தொகையீட்டில்‌ நிகழும்‌ ர என்னும்‌ எதேச்சைச்‌ சார்பு ஏக 
பரிமாணமென உத்தேசித் தலால்‌ ஒரு மிகப்‌ பொதுவாகும்‌ வடிவங்கொண்ட 
தொகையீடு பெறப்படலாம்‌ ; 

இது தருவது 9 -ற--(௪- ஏ). 
இதனை லூராஞ்சியின்‌ முறையாலே தொகையிட நாம்‌ பெறுவது 

2-2 -( (3-2) - நற, 

உம்‌ (1) பிரிவு 157, உ-ம்‌ (ம) இன்‌ இரு மத்திய தொகையீடுகளை எடுத்துச்‌ 
சிந்திக்க ; 
றக த-ர்‌(ஏ- 9), 
றம றே-ம((-2-]. 
உம்‌ 0) இலுள்ள ஒன்றிச்‌ சமன்பாட்டை எடுத்தாண்ட அதே மாதி 

இவ்வொருங்கு சமன்பாடுகளையும்‌ எடுத்தாள எத்தனிப்போமாயின்‌ 


ர--232-- 4-0 
ட - 4-- நந) 
2-4 2- 9--7(9), 


ற-- ௨-2 -.ி(ம). 
வலக்கைப்‌ பக்கத்தின்‌ உறுப்புக்கள்‌ மாறிலிகளாயின்‌ 2௪, 9, 2, ர என்பன 
வெல்லாம்‌ மாறிலிகளென்னும்‌ அனர்த தமான முடிவைப்‌ பெறுவோம்‌. 
ஆனால்‌ 6, $ீ என்பன மாறிலிகளாகாது மாறல்‌ கொள்ளும்‌ பரமானங்‌ 
களாகுமென உத்தேசிக்க. 
நாறு சமன்பாடுகளையும்‌ தீர்க்க 
2-0-௦ 
79 - 22), 
ற-ழு- 24709), 
ரக; 


7 


214 வகையீட்டூர்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


இவை தருவது 88 288 4. ஏம] 
(ம-௨) (8-2) -)-/(2082 -- இழ 
_ .18(2-9)£--7/(ல4,8-7(ல)82-4- 7 (6042 - 24(இ)68; 


அதாவது சல 3-8. ]7(6/82- |80(௭8-4 8706. 
தொகையீட்டுக்‌ குறியீடுகள்‌ கொள்ளாத முடிபு ஒன்றைப்‌ பெறுதற்கு 


லு - ம்‌(0), 70240 ம்‌(0) என (0௧. 
இனி, பகுதிகளாகத்‌ தொகையிடலால்‌ 


[829-809 - [248-892 09. 
ஆகலே, 2௮ பகழி தடு - நிழ்‌(இ௮ழ்தி பரிது, 


அல்லது இறுதியில்‌ 
2 (ஐ )8- (0-ம்‌) இ, 
20௦, 
9 (௦2) -ம்‌'(இ. 
இம்மூன்று சமன்பாடுகளும்‌ ஒரு பரப்புச்‌ சமன்பாட்டின்‌ பரமான வடிவம்‌ 
அமைக்கும்‌. இத்தீர்வு ஈர்‌ எதேச்சைச்‌ சார்புகள்‌ கொள்ளுதலால்‌ இது 
இயல்தகு மிகப்‌ பொதுவான வடிவம்‌ எனக்‌ கருதப்படலாம்‌. 
இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌. (முன்‌ சென்ற தொடையின்‌ தீர்வை நிறை 
வாக்கல்‌) 
மேலே விளககய மூறைகளால தொகையிடுக : 
1) ஐடக-3-7(ஏ-ை 439. 
(3) ஐ-சீ-ர(ர-2. 
:) ஐடி), 
ற] -2) 
(2) மே -ல) நீர ழு. 


8 ச(ல -302,0(ம) 185 என இட்டுக்‌ கொண்டு % $ ஆயெவற்றை நீக்கலால்‌ (4) இனது 
2ர குற்பபிட்ட இரவு பெறுக, 


2) றஐ-௨-ர7(0 -]). 

9 ஐ-று-ர்‌(4௮), 
றந மிர ௮. 

(6) ஐ நுறு -2) 


அத்துயாயம்‌ &1* இல்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 


(ப ஈது, (2) மடசஃஐ.--]ு. (3) ர 1. 


(&) ச தர சைன(32- 91). (5) 27 -ெதஃ-ம்‌- 9-0. 


(6) ரஜ 334-024: 20] ௮ 43. 
(7) நர தேய்க] - ற 4 ரர ௮0 


பலவின உதாரணங்கள்‌ . 2 [5 


6 6௪18015012) 8-0, 

(9) நேர 3ரர்‌ -4றர(7ர - 45) 1. 
(10) ரர-2-ச(சைன௨-( சைன 3) ர்‌ சைன. 
110) 77-82- 30--(ம்‌- எ) 50. 


(12) 0௨-42 என்பதைத்‌ இருததியாககக கொணடு 5-3 என்பதை அதன்‌ 
ஐடி 1-0 எனனும்‌ தளவெட்டு நீளத்திறகுத தொடும்‌ பரப்பு ஒன்றைக்‌ காணக. 


(13) *-25-4--0 எனபதைத்‌ இருததியாக 8-2 எனனும அதஇுபரவளைவுப்‌ பரவலை 
வுருவை அதன $--2 எனனும்‌ தளவெட்டு நீளததிறகுத்‌ தொடும்‌ பரப்பு ஓன்றைக 
காணக. 


(14) 7-0 எனபதைத இருததியாக்க ஐ£--2--1 என்பதை அதன $-௩0 என்னும 
வெட்டு நீளத்திற்குத்‌ தொடும பரப்பு ஒன்‌,று வரையப்படும. அதன்‌ சமன்பாட்டை 25(ஐ5-2₹ - 1) 
(25-12?) என்னும வடிவததிற பெறுக. 

(15) 9-1 ரச--ஐ1 -ஐ(74 - 94) --2 எனபதற்கு மொஞ்சுவின முறையைப்‌ பிரயோகிததலாற்‌ 
பெறபபடும்‌ 2, $, 79, 8 என்பன பறறிய நாலு எகபரிமாண வகையீட்டுச சமன்பாடுகளுள்‌ இரண்டு 
தொகையிடததககவையா ஐ -ஐ-]7(ரற - 29) எனனும்‌ மத்திய தொகையீட்டுககு வழிகாட்டு 
மெனவும, மற்றையிரண்டும்‌ கதுனித்தனியாகத தொகையிடததகாதவையெனினும்‌ ஐ-*- 10-2௨ 
௩ என்னும்‌ மதொகையீடு தருமாறு சோககப்படலாமெனவும காட்டுக. 

அது துணைகொண்டு 

212 - ஜெ _ெபீல3 ம ம 11௦7), 
(109௧: 127-640 
என்னும்‌ தொகையீடுகளைப்‌ பெறறு ஓன்று மறறையதன்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட வகையாகுமெனக்‌ 
காட்ட. 

(16 ௨-0 எனபதற்குச்‌ சமாந்தரமான யாதுமொரு தளததாலாய தனது வெட்டு ௨- 
அச்சுக்கூடாகச செலலும்‌ தரு வட்டமாகுமாறு ஒரு பரப்பு உணடு. ௮ 

9/3 2972) 2272) 0 
எனணனும்‌ சார்புச்‌ சமன்பாட்டையும்‌ 
(2-259--2(௪-2 (1 95)-0 


என்னும்‌ வகையீட்டுச்‌ சமனபாட்டையும இருத தியாக்குமென்பதை நிறுவுக. 


(17) ஐ 929௪-3530 எனபதன்‌ இர்வை 


னு) 


எனனும வடிவத்திற பெறறு, 8 ௮௪சை இடைவெட்டும கோடுகளாற்‌ பிறப்பிககப்படும்‌ பசப்பு 
ஒனறை இது குறிககுமெனக காட்டுக. 


(18) ர; - 4-0 என்பது த-22--0]/-6 எனனும்‌ மூறறிய தொகையீடடுககு வழிகாட்டு 
மெனபதைக்‌ காட்டுக. 

இதனிலிருந்து (பிரிவு 184 இனுளளதுபோல) பெறப்படும்‌ **பொதுத்‌ தொகையீடுூ'' ஒரு விரி 
தகு பரப்பைக குறிககுமெனக்‌ காட. (சிமிதின “இணமக்‌ கேததிரகணிதம ”, பிரிவுகள 
299, 223 பார்கக.) 

அது துணைகொண்டு யாதுமொரு விரிதகு பரப்புக்கு ர--] (ற) -ஆகுமெனக காட்டுக்‌. 


210 வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


(19) றர(1-9) -(ஐ08-ர5)ச 4 (று -ஐ) (6 -௪5)--0 என்பதைத்‌ திருத்தியாக்கும்‌ விரிதகு 
பரப்புக்கள காணக. [ர--7(2) எனக்‌ கொள்க, இது புவசோனின முறையெனப்படும்‌. ஏற 
அலலது ற3-ர3-03 எனப்‌ பெற்று 2௪-௨9) அல்லது 26௨ கோசை ௦1-50 சைன்‌ 
6-௦ எனத்‌ தரப்படும்‌. இத்தொகையீடுகளுள இரண்டாவது ஒத்த **பொதுகத்‌'' தொகை 
யீட்டாலே தரப்படும்‌ விரிதகு பரப்பைப்‌ பிறப்பிக்கும்‌ தளததைக்‌ குறிக்கும்‌.] 


(20) ஆற, 7, சீற ரர -2 ஆயின்‌ 
சும -.2,2 9-9, - ௭) 
்‌ 037 
எனக்‌ காட்டுக ழ்‌ இங்கு 22 2375] ப்டி்தவ்து த: ப்டர்கபசக்‌ 


அது துணைகொண்டு ௨1-6௪-081௦ -25)-0 எனனுஞ்‌ சமன்பாடு 4277-249--02 
“3-0 என்பதற்கு உருமாறுமெனக்‌ காட்டுக; இங்கு ஈ, 8, ௦, 8 என்பன 2௨, 9, ற, ஏ 
என்பவற்றின்‌ எவையேனும்‌ சாாபுகளுமாக 4, 2, 0, 8 என்பன 27, 6, %, 277 என்பவற்றின்‌ 
ஒத்த சார்புகளாகும்‌. 

2ெூ-8)-(ஐ₹-95ச- (11-02) (ர-25)-0 
என்பதன இரு மத்திய தொகையீடுகள பெறுதற்கு இவ்லிருமைக கோட்பாட்டைப்‌ பிரயோ 
இக்க. (அத்தியாயம்‌ 11 இன்‌ முடிவிலுள்ள பலவினப்‌ பயிற்சிகளுள இல. 21 பராகக.) 

(21) 2, 9, 54, உ என்பன மெய்யாக 4--9- 72-29) ஆமின்‌ 177--ூ, 7-௨ என்பன 
இரண்டும்‌ 

91% 97 

025 ' நே. 
என்பதன்‌ நீர்வுகளாகுமென்பதையும்‌, ம மாறிலி உ மாநிலி என்னும்‌ இரு வளைமித்‌ தொகு 
இகளும்‌ தம்முள நிமிர்கோணமுறையாகுமெனபதையும்‌ திறுவுக. 

இவ்வுடமைகளை 

0) கனு, 
(1) கரஸ்‌ - (78, 
(மி) ஊ-4-1/(2--) 
என்னும்‌ குறிப்பிட்ட வகைகள்‌ பற்றி சரிபார்க்க. 
(இவ்வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடு ஆனது ஈர்ப்பு, நிலைமின்னியல்‌, நீரியக்கவியல்‌ .,ஆஇயவற்றில்‌ 


அடிப்படை முககியமாரும்‌ லப்பிலாசின சமன்பாட்டின்‌ இரு பரிமாண வடிவமாகும்‌, 


6, ஐ 
என்பன உடண புணரிச்‌ சார்புகள எனப்படும்‌ 


(சாம்சேயின “நீர்ப்பொறியியல்‌, பாகம்‌ 17 பிரிவு 41 பார்க்க.] 


01 
(22) 8-0 அஆகுமிடத்து நர, - 77 (2) எனனும்‌ தநிபந்தனைகட்கு அடங்குமாறு 
99. பே 


08 023 
என்பதன்‌ தீர்வை 
1 2 04 
7-7 02-22) 1702-82) 1 ம்‌ (2907. 


5-8 
என்னும்‌ வடிவத்திற்‌ பெறுக, 
[3 ஆனது ௨ என்னும்‌ யாதுமொரு புள்ளியில்‌ தனது தொடக்க இடப்பெயற்சியும்‌ வேக 


மூம்‌ ரீ), 772) எனபவற்றாலே தரப்பட்டு முடிவில்‌ நீளங்‌ கொண்டு அதிர்்ற இழையின்‌ 
குறுக்செப்பெயற்சியாகும்‌. சாம்சேயின்‌ நீர்ப்பொறிமியல்‌ ””, பாகம்‌ 31, பிரிவு 246 பார்க்க.] 


பலவின உதாரணங்கள்‌ : 217 


(23) 76) கோசை (84-10) என்பது 
ப 93% 91 
974 ய்து 9௨5 

என்பதன்‌ ஒரு தீர்வாயின 

7ீ(2)-.4 சைன்‌ ௩ஐ£--8 கோசை ராக 17 அசைன்‌ 3:21 4 அகோசை ௭௭ எனக்‌ காட்டுக ) 

இங்கு 7%-- 47(%/25). 

(இவ்வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடு சுழற்சிச்‌ சடத்துவத்தைப்‌ புறக்கணிக்குமிடத்து சலாகைகளின்‌ 
பக்க அதிர்வுகளால்‌ அண்ணளவாயத்‌ திருதஇயாககப்படும்‌. றேலிமின்‌ “ ஒலி” பிரிவு 163 
பார்க்க.] & 


(24) ர, ௩ எனபன (ஐ/%)53-- (%/5)5-- (௩/9) என்பதைத்‌ -திருத்தியாக்கும்‌ நேர்‌ முழு 
வெண்களாயின 
80--..4 சைன்‌ (௦௩௭/2) சைன்‌ (919/6) கோசை (2௦4-1- 2) 
்‌ ்‌ 0ம (௫ 052 
என்பது கெ ௮0 க ரு | 
எனபதைத இருததியாகக ௨-0, 3-0, ௨-௧ அலலது ந-ம்‌ ஆகுமிடத்து மறையு 


மெனக்‌ காட்டுக. 
[இது ஒரு... நிலையான செவ்வக வரைப்பாடு கொணடு ௮.திர்சின்ற மென்றகடு பற்றிய வகை 
யீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு இர்வைத்‌ தரும்‌. றேலியின்‌ “ஒலி”, பிரிவுகள்‌ 194-199 பார்க்க.] 


25) ம-.44) (௪) கோசை (௩௦-19) என்பது 


ம்‌ ம்‌ 1 049 

வவயயக. ஜோவக்‌ நத வெவவ்‌. கயன்‌ 

௦2” 9 ௪0 
என்பதைத்‌ இருத்‌ தியாக்குமெகை காட்டுக ; இங்கு 4; ஆனது பெசலின பூச்சிய வகைச்‌ சார்பா 
கும்‌ (பிரிவு 97 இன்‌ பின்வரும்‌ தொடையின்‌ பயிற்சி 3 பாரகக). 





[இது ஒரு நிலையான வட்ட வரைப்பாடு கொண்டு அதிர்ச்ற மென்றகடு பற்றிக குறிககும்‌* 
றேலியின்‌ “ஓலி”, பிரிவுகள்‌ 200-206 பார்க்க.] 
(26) 7 (ரி இர- 4-0 2, கோசை0) எனபது 
1 277 19377 கோதா097 ன்‌ 
9753 0 ர 005 ரர 00. 
என்பதைத்‌ தஇருத்தியாக்குமெனக்‌ காட்டுக ; இஙகு 49 என்பது இலசாந்தரின்‌ ௩ ஆம வரிசைச்‌ 
சார்பாகும்‌ (லசாந்தரின்‌ சமனபாடு பற்றிப்‌ பிரிவு 99 இன்‌ பின்வரும்‌ பயிற்சி 2 பாகக). 





[மூ -கோசை 0 என்பதைப்‌ புதுமாறியாக எடுக்க. இச்சமனபாடு, 17 என்பது தர்‌ அச்சுப்‌ 
பற்றிச்‌ சமச்சராகுமெனக்‌ தெரியப்படுமிடத்து, முப்பரிமாணத்தில லப்பிலாசின அ௮ழுத்தச 
சமன்பாடு எடுககும்‌ வடிவமாகும்‌. ரவுஇன்‌ “பகுப்பு நிலையியல””, பாகம்‌, 17, பிரிவு 800 
பார்கக.] 


அத்தியாயம்‌ &*/ 
பலவின முறைகள்‌ 


159. இவ்வத்தியாயம்‌ ஆறு பிரிவுகளால்‌ ஆக்கப்படும்‌. முதலாவது 
(பிரிவுகள்‌ 160-101) அத்தியாயம்‌ 41 ஆனதை மிகை நிரப்புவதா௫த்‌ 
தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வுக்‌ கொள்கையில்‌ ஏற்படும்‌ வில்லங்கங்கள்‌ பற்நி, 
விசேடமாக ஒரு சூழியின்‌ வரைவிலக்கணமும்‌ பிரித்துக்காட்டிகளில்‌” 
குறிப்பிட்ட தீர்வுகள்‌ நிகழும்‌ வழியும்‌ பற்றி, ஆராய்வதாய்‌ உள்ளது. 
பிரித்துக்காட்டி-ஓமுக்குக்கள்‌ வரைப்பாடுகளாகு மென்னும்‌ எண்ணக்கரு 
பற்றிய அறிவு மிகக்‌ குறைவு என்பது தோன்றுகின்றது. 

இரண்டாம்‌ பிரிவு (பிரிவுகள்‌ 162-107) றநிக்காற்றியின்‌ சமன்பாட்டை 
முக்கியமாய்‌ அதன்‌ பொதுமைப்படுத்திய வடிவத்தில்‌ எடுத்தாளும்‌. உதார 
ணங்கள்‌ எவ்வகைகளில்‌ றிக்காற்றியின தொடக்கச்‌. சமன்பாடு முடிவுள்ள 
உறுப்புக்களில்‌ தொகையிடப்படலாமென்பதைச்‌ சுட்டிக்காட்டும்‌ ஒரு 
தொடரை உட்படுத்தும்‌. 

மூன்றாம்‌ பிரிவு (பிரிவுகள்‌ 168-170) மொத்த வசைமீட்டுச்‌ சமன்‌ 
பாடுகளை எடுத்தாளும்‌ ; அது அத்தியாயம்‌ %7] ஐ மிகை நிரப்பும்‌. 
எகவினச்‌ சமன்பாடூகளுக்குத்‌ தொகைமீட்டுக்‌ காரணியை உபயோததேதல்‌ 
ஆரம்ப மாணாக்கனுக்கு தருத்தியளிக்கும்‌ ; ஆனால்‌ அறிமுறை பற்றிய 
நோக்கில்‌ மேயரின்‌ முறை மிகக்‌ கவர்ச்சியானது. 

நாலாம்‌ பிரிவு (பிரிவுகள்‌ 171-177) இரண்டாம்‌ வரிசையிலுள்ள எகபரி 
மாண வகைமிீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளையும்‌ அவற்றின்‌ தொடர்‌ முறைத்‌ தீர்வை 
யும்‌ எடுத்தாளும்‌. அது அத்தியாயங்கள்‌ 1%, % என்பவற்றை மிகை 
நிரப்பும்‌. உயர்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடுகள்‌ பற்றிச்‌ சில முடிபுகள்‌ உட்படு ததப்படும்‌. 

ஐந்தாம்‌ பிரிவு (பிரிவுகள்‌ 178-181) சில கணித பெளதிகலியற்‌ சமன்‌ 
பாடுகளை குறிப்பாக அலையியககம்‌ பற்றியவையை எடுத்தாளும்‌. அது 
அத்தியாயங்கள்‌ 157, 3177 என்பவற்றை மிகை நிரப்பும்‌. 

இறுதியில்‌ ஆறாம்‌ பிரிவு (பிரிவுகள்‌ 182-188) வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடு 
களின்‌ தாவுககு எணணணணனளவாக்கநுகளை எடுததாளும்‌. (அததியா 
யம்‌ ஈ1ம்‌ ஐ மிகைநிரப்பும்‌.) இதுவரை ஏற்படுத்தப்படடுள்ள மிக நனறான 
தாகிய அடம்சன்‌ முறையை அது விளக்கக்கூறி இந்‌ நூலாசிரியரின்‌ முறை 
ய்‌்ன்‌ (பிரிவுகள்‌ 90-93) சில விரிகளின பொழிப்பைத்‌ தரும்‌. 

160. தனிச்‌ சிறப்புத்‌ கர்வுக்‌ கொள்கையில்‌ இல வில்லங்கங்கள்‌ 

இப்போது சூழிகள்‌ தனிச்சிறப்பு த்‌ தர்வுகள்‌, குறிப்பிட்ட தொகையீடுகள்‌ 
என்பன பற்றிச்‌ சில வில்லங்கங்களைக்‌ காட்டுதலால்‌ அத்தியாயம்‌ ஈ*% என்‌ 


பதை மீ்கை நிரப்புவோம்‌. 
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ஒரு வளையிக்‌ குடும்பத்தின்‌ சூழி அடூத்துவரும்‌ வளையிகளினது ஈற்று இடைவெட்டுக்களின்‌ 
ஓழுக்காகும்‌ என்னும்‌ பழைய வரைவிலக்கணம்‌ தள்ளிவிடப்படல்‌ வேண்டும்‌ ; 
ஏனெனில்‌ அது ஒரு வளையி தனது சொந்த வளைவு வட்டங்களின்‌ சூழியல்‌ 
லவென்னும்‌ அனர்த்தமான முடிபுக்கு வழிகாட்டுமெனக்‌ காணப்‌ 
பட்டுள்ளது. 

[ஒரு வளையியிலுள்ள 22, 4” எனனும்‌ ஈர்‌ ௮ புள்ளிகளுககு ஓத்த வளைவு மையங்களாகிய 
0, 0* எனபன அவவளையியினது மலரியிற்‌ டெககும்‌. 022, 022” என்னும வளைவாரசைகளின்‌ 
வித்தியாசம 00” எனனு மலரிலில்லாகும்‌. இவவில பொதுவாக 6” எனனும்‌ நாணினும்‌ 
பெரிதாகும்‌, அதாவது வளைவு மையஙகளுககிடையேயுள்ள தூரத்திலும்‌ பெரிதாகும்‌. 
ஆயின ஒரு வட்டம்‌ மறறையதை முநறாய்‌ உள்ளடைததலால மெய்‌ இடைவெடடுக்கள இல்லை. 
பழைய வரைலிலக்கணம்‌ தவறாகும வேறு வகைகள்‌ பற்றி பிரிவு 616 இன பினவரும்‌ 
பயிற்சி 13 பார்கக..] 

இலாவலேபசோன்‌ என்பவரின்‌ வரைவிலக்கணம்‌ சூழியானது தனித்த 
சறப்பியல்புப்‌ புள்ளிகளின்‌ ஒழுக்கு என்பதே (அதாவது ஒரு வளையியில்‌ அயல்‌ 
வளையிகளிலிருந்து தமது தூரம்‌ முதல்‌ வரிசையிலும்‌ மேற்பட்ட வரிசையிற் 
சிறிதாகுமாறுள்ள புள்ளிகளின்‌ ஒழுக்கு.) எனினும்‌ இதுவும்‌ சில 
வழிகளில்‌ திருத்தியாகாது என்பது காட்டப்பட்டுள்ளது. எமது நோக . 
கத்திற்குக்‌ குடும்பத்தின்‌ ஒவ்வோர்‌ அங்கத்தையும்‌ தொடூவதும்‌ ஒவ்வொரு புள்ளியிலும்‌ 
குடும்பத்தின்‌ யாதோ அங்கத்தால்‌ தொடப்படுவதுமான வளைமி என்பது மிக இசை 
வான வரைவிலக்கணமாகும்‌. இது பிரிவு 55 இல்‌ தரப்பட்டுள்ள வரைவிலக்‌ 
கணத்தோடு பொருந்தும்‌ ; வரைவிலக்கணததின இரண்டாம்‌ பாகம்‌ அங்கு 
வெளியீடாகக கூறப்படவில்லை, ஆனால்‌ பின்வரும்‌ வசனத்‌ தில்‌ உள்ளடங்கும்‌. 

தனிச்ிறெப்புத்‌ தீர்வின்‌ வேறு வேறான வரைவிலக்கணங்கள்‌ மூன்றா கல்‌ 
உண்டு. எமது வரைவிலக்கணம்‌ (பிரிவு 55) ஆவது அது முற்றிய 
மூலியாற்‌ குறிக்கப்படும்‌ வளையிக்‌ குடும்பத்தின்‌ சூழிக்கு ஓத்த இர்வு என்பதே. எனினும்‌ 
சல புறநடை வகைகளில்‌ சூழியானது குடும்பததின்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட வளை 
யியுமாகலாம்‌. உதாரணமாக, $--0 (2 - 6) என்னும்‌ பரவளைவு 9-0 
என்னுங்‌ கோட்டை (6, 0) என்னும்‌ புள்ளிமில்‌ தொடூதலால்‌ 4-0 
என்பது 6 இற்கு இயல்தகு பூச்சியமல்லாப்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்‌ 
றையுங்‌ கொடுத்தலாற்‌ பெறபபடும்‌ குடும்பத்‌ இன்‌ சூழியாதலுமல்லாமல்‌ 
௭0 என்பதால்‌ தரப்படும்‌ குறிப்பிட்ட வளையியுமாகும்‌. எமது 
வரைவிலக்கணத்திற்கு ஓக்க 8--0 என்பது .குடும்பத்‌ இன்‌ வகையீட்டுச்‌ 
சமன்பாட்டினது ஒரு தனிசசிறப்புத்‌ தீர்வும்‌ ஒரு குறிபபிட்ட தொகையீடு 
மெனக்‌ கருதப்படல்‌ வேண்டும்‌. (பயிற்சி 6, பிரிவு 09). ஆனால்‌, சிலர்‌ 
தனிச்சிறப்பு என்னும்‌ - சொல்லை முற்றிய மூலியில்‌ நிகழும்‌ எதேச்சை மாநிலுக்கு 
மாதூம்‌ மாறாப்‌ பெறுமானம்‌ கொடுத்தலாற்‌ பெறமுடியாத இர்வுக்கே உபயோகப்பர்‌. 
துனிச்சிறப்புத்‌ இாலின மூன்றாம்‌ வரைவிலக்கணம்‌ ஆவது அது 
ற _ பிரித்துக்காட்டியில்‌ நிகழும்‌ தீர்வு என்பதே. அத்தகைத்‌ தீர்வு சூழியைக்‌ 
குறியாதிருக்கலாம்‌ என்பது பிரிவு 161 இற்‌ காட்டப்படம்‌. ௮3 93 
குறிப்பிட்ட தீர்வு ஆகலாம்‌ அல்லது அதன்‌ எலலை வடிவமாகலாம்‌. 
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ஒரு பரமானத்தைச்‌ சாரும்‌ வளையிக்‌ குடும்பம்‌ ஒவ்வொன்றிற்கும்‌ ஒரு 
சூழி உண்டெனவும்‌ இக்காரணத்தால்‌ முதற்‌ படியிலும்‌ உயர்ந்த படியி 
ள்ள முதல்‌ வரிசை வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடு ஒவ்வொன்றிற்கும்‌ ஒரு 
தனிச்‌ சிறப்புத்‌ இர்வு உண்டெனவும்‌ மாணாக்கன்‌ உத்தே௫த்தல்‌ இயற்கை 
யாகும்‌. ஆனால்‌ இது உண்மையாகாது. சூழிகளைப்‌ பற்றித்‌ தர்க்‌இக்கையில்‌ 
குடும்பச்‌ சமன்பாட்டில்‌ நிகழும்‌ சார்புகள்‌ தொடர்ச்சி பற்றிய சல நிபந்தனை 
களைத்‌ திருத்தியாக்குமென்பது உள்ளீடாகக்‌ கொள்ளப்பட்டூள்ளது. தனிச்‌ 
சிறப்புத்‌ தர்வுகளின்‌ ஆரம்பப்‌ பரிகரிப்பில்‌ தரப்படும்‌ எளிய வகைமீட்டுச்‌ 
சமன்பாடுகளின்‌ முற்றிய மூலிகளுக்கு இந்நிபந்தனைகள்‌ வழக்கமாகத்‌ 
கிருத்தியாக்கப்படும்‌ ; ஆனால்‌ அத்தகை உதாரணங்களை அமைத்தற்கு 
முற்றிய மூலிகளே உண்மையில்‌ தொடக்க நிலையாக எடுக்கப்படுதலே 
இதற்குக்‌ காரணம்‌. இயல்பொத்த வடிவம்‌ கொண்ட மிகப்‌ பொதுவான 
வகையீட்டூச்‌ சமன்பாட்டிலிருந்து தொடங்குவோமாயின்‌ சூழியின்‌ உண்‌ 
மைக்கு வேண்டிய நிபந்தனைகளை முற்றிய மூலி திருத்தியாக்குமென 
உத்தேசித்தற்கு யாது காரணமுமில்லை. உண்மையில்‌ தனிச்சிறப்புத்‌ இர்வு 
உண்மையாதல்‌ வழக்கமானதாகாது புறநடையாகுமெனச்‌ சிந்திக்கப்படல்‌ 
வேண்டும்‌ எனக்‌ கூறலாம்‌. 

சூழிகளைக்‌ காண்டற்கு வழக்கமான செய்கை (பிரிவு 56) முற்றிய 
மூலியின்‌ ஒரு வடிவத்திற்குப்‌ பயன்படாதபோதிலும்‌ வேறொரளன்றுக்குப்‌ 
பயன்படலாம்‌. உதாரணமாக ஐ*437 ௦4 என்பதற்கோ ௨-4 சைன்‌ “1/௦ 
என்பதற்கோ அது பயன்படாது ; ஆனால்‌ (2-1- - 6)2-- 4ஐறு என்பதற்கோ 
*--சைன்‌ (6-௮) என்பதற்கோ பயன்படும்‌. 

9-2” என்பதற்கு வழிகாட்டும்‌ ஐ*--நர 04 என்னுஞ்‌ சமன்பாடு 
வேறொரு விடயத்தை எரடுத்துக்காட்டும்‌. இவ்வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடு 8-0 
என்பதாலே திருத்தியாக்கப்படம்‌, ஆனால்‌ ஐ-௦ எனத்‌ குந்து இரு 
பக்கங்களையும்‌ தேராதனவாக்கும்‌ ஐ--0 என்பதால்‌ இருத்தியாக்கப்படாது. 
எனினும்‌ ௨-0, 8-0 என்பன இரண்டும்‌ (அச்சுக்களைத்‌ தொரும்‌) 
பரவளைவுகளாகிய) வளையிகளாலாய குடும்பத்தின்‌ சூழிகளாச இரண்டும்‌ 
9(82)”--2(29)” என்பதைத்‌ திருத்தியாக்கும்‌; இவ்வகைடீட்டுத்‌ மிதொாடர்பு 
உண்மையில்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டிலுங்‌ கூடுதலாகச்‌ செம்மையாய்க்‌ 
கேத்திரகணித உண்மைகளைக்‌ குறிக்கும்‌. (அத்தியாயம்‌ ஈ% பலவினப்‌ 
பயிற்சி 9, முழு. நாலிற்‌ பலவினப்பயிற்சி 4 ஆலயைவற்றைப்‌ பார்க்க. 
2-0 என்பது முதலாவதில்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட வளையியின்‌ எல்லை வடிவமாக 
இரண்டாவதில்‌ சூழியும்‌ கூர்‌ ஒழமுக்குமாகும்‌.] இத்தகை வகைகளில்‌ நாம்‌ 
ர்‌ என்பதற்குத்‌ இர்வுகளுள்‌ ஓர்‌ இடங்கொடுத்தற்கு மறுத்தல்‌ வேண்‌ 
டம்‌ ழ ஆனால்‌ இந்த மறுப்புக்குக்‌ காரணம்‌ வகையீட்டுச்‌ சம்ன்பாடு 
9- அச்சுக்குச்‌ சமாந்தரமான இசைகளைக்‌ குறித்தற்குத்‌ தவறுதலேயன்றிச்‌ 
சூழியினது யாது சிறப்பியல்புமல்ல எனக்‌ கருதப்படலாம்‌. 


தனித்‌ தரவுகள்‌ 
ச 

161. பிரித்துக்‌ காட்டிகள்‌, சூறிப்பிட்ட இரவுகள்‌, வரைப்பாடுகள்‌, 

இப்பிரிவில்‌, (7, ஐ, 9, 0) என்பது 

(2302-4 ௩௨(2, 9”, %(௩-1)க(க32 34... 4 ஷ(டு 
என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதப்படும்‌ ஐ, 9, ௦ ஆூயவற்றிலுள்ள பல்லு. 
பியாக, 7(2,3,0) என்னும்‌ வடிவம்‌ கொண்ட முற்றிய மூலிகளைப்‌ பற்றி 
இிந்திப்போம்‌. 

2 என்னும்‌ 6- பிரித்துக்காட்டி ர்‌ எண்‌ கரரணியைத்‌ தவிர்த்த 
8” * இனதும்‌ மூல லித்தியாசங்களின்‌ வர்க்சங்களினதும்‌ பெருக்கமா, 
வரையளறுக்கப்படும்‌. ச””-* என்பதை உட்செலுத்துவது மூடிபை ஐ, க... 
8, ஆகியவற்றில்‌ பல்லுறுப்பியாக்குதற்கே, ஆமின்‌ ஐஃ2, 5, 4 ஆகு 
மிடத்து முறையே 

மோ - பட 
(0 - க)“ - 4(ர - கடி - கழி, 

(நேட - 4800-2254 - 3100, 1 கேர - ஆட - மேட - கஜ). 
அத்தியாயம்‌ 1 இல்‌ உன்னது போல்‌ 4 பிரித்துக்காட்டி 7? என்னும்‌ 
சொல்லை ௦ என்னும்‌ சார்பை மட்டுமல்ல 22, ௬0 என்னும்‌ சமன்பாட்டையும்‌ 
இச்சமன்பாட்டாம்‌.. குறிக்கப்படும்‌ ஒழுக்குகளையும்‌ குறித்தற்குச்‌.. இல 
சமயங்களில்‌ வழங்குவோம்‌. 

தணிச்சிறப்புத்‌ இர்வுகள்‌ பற்றிப்‌ பயிற்ககள்‌ செய்தற்குப்‌ பிரித்துக்காட்டி 
களைக்‌ கணிக்கும்‌ ஒரு முறைமையான முறையை உபயோடத்தல்‌ விரும்பத்‌ 
தக்கதாகும்‌. இருபடியங்கள்‌, முபப்படியங்கள்‌, நாற்படியங்கள்‌ ஆடூியவற்‌ 
றிற்கு மேலுள்ள முடிபுகள்‌ உபயோூச்கப்படலாம்‌. [இவற்றை உபயோடக்கு 
மிடதது ௨ கன்‌ ஈருறுப்பு எண்‌ காரணிகள்‌ கொள்குரம்‌ உண்மையான 
குணகங்களல்ல என்பதை ஞாபகத்தில்‌ வைக்க ; உதாரணமாக நாற்படி 
யத்திற்கு ௦* இன்‌ குணகம்‌ ஐ ஆகாது (ர ஆகும்‌.] பிரிவு 56 இல்‌ 
உள்ளது போல்‌ நீக்கலால்‌ ந, யைப்‌ பெறுவோமாயின்‌ சில காரணிகள்‌ 
புறக்கணிக்கப்படுதல்‌ நிகழலாம்‌. இந்நீக்கல்‌ செய்தற்குச்‌ சில்வெத்தரின்‌ 
“ஊடுதளர்த்துமுறை . வழங்கல்‌ பெரும்பாலும்‌ மெச்சப்படும்‌. இதனை 

ங்கு பிரயோடித்தற்கு 7 என்பதை ௦-5 ரி ........ ௦, 1 என்ப 
9 


தறாலும்‌ 52 யை த ட ட பலிதம்‌ ௦, 1 என்பவற்றாலும்‌ பெருக்கிக்‌ 


வாண்டு அவ்வாறு ஆக்கப்படும்‌ (௯-1) சமன்பாடுகளிலிருந்து 
ததத டட அலு எல்கிலி ௦ ஆகியவற்றை நீக்குவோம்‌ ; இது (2௩ - 1) நிரைகளும்‌ 
ல்களும்‌ கொண்ட துணிகோவையைத்‌ தரும்‌. 0£-1- 8,௪-1-ஐ0-௩0 
வும்‌ இருபடியத்திற்கு இது தருவது 
0௦, 28 ஜே 
ததை: 77] 0 - 4 (நேரே - 83. 
0 2 281 


225) வகையிீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


ஆளுல்‌ இது ரூ என்னும்‌ மேலதிகமான காரணியைக்‌ கொள்ளும்‌. 7: 
இனது படி எதுவாயினும்‌, (2-3) என்னுமுறைமைப்‌ படிக்குப்‌ பதிலாச 
(9-1) என்னும்‌ படிகொள்ளும்‌ கோவையொன்றைத்‌ தருமாறு, இதே 
மேலதிகமான காரணி நிகழுமென்பது எளிதிற்‌ புலனாகும்‌. இப்பிரிவின்‌ 
முடிவிலுள்ள பயிற்சிகளுக்குச்‌ சில்வெத்தரின்‌ முறையை உபயோகிக்கு 
மிடத்து, இக்காரணி நீக்கப்படல்‌ வேண்டும்‌. 

இபபயிற்செளின்‌ முதன்மை நோக்கம்‌ 6- பிரித்துக்‌ காட்டியாலும்‌ ஐ- 
பிரித்துக்‌ காட்டியாலும்‌ குறிப்பிட்ட தீர்வுகளோ அவற்றின்‌ எல்லை வடிவங்க 
களோ தரப்படும்‌ சில வழிகளை எடுத்துக்‌ காட்டுதலே. சில வகைகளில்‌ 
இர்வுகள்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட வளையியினது ஒரு பாகமாகவே நிகழும்‌ (பயிற்சி 1). 
அவற்றின்‌ கேத்திரகணிதப்‌ பொருள்‌ பல்வேறு வடிவங்கள்‌ கொள்ளும்‌. 
அவை சூழிகளா9 அக்காரணத்தால்‌ தனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வுகளுமாகலாம்‌ 
(பயிறசி 9), அல்லது கணுஒழுக்குக்களோ (பயிற்சி 8) கூர்‌-ஓமுக்குக்களோ 
(பயிற்சி 4) பரிசவொழுக்குக்களோ (பயிற்சி 5) அனுகு கோடுகளோ 
(பயிற்சி 6) குடும்ப வளையிகள்‌ எல்லாவற்றையும்‌ ஒரே புள்ளியில்‌ தாடும்‌ 
தொடலிகளோ (பயிற்‌ 8) ஆகலாம்‌. அவை ஒரு குடும்பத்தின்‌ பொதுப்‌ 
புள்ளிக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ (தொடலிகளல்லா) கோடுகள்‌ ஆகலாம்‌ (பயிற்சி 1). 
இளெொரோவின்‌ வடிவத்‌ தொடர்பில்‌ அவை சூழியின்‌ விபத்தித்‌ தொடலி 
களாலே தரப்படூம்‌ (பயிற்சி 9). 

பிரித்துக்‌ காட்டிகளிற்‌ குறிப்பிட்ட தீர்வுகள்‌ நிகழுமிடத்து அவை 7, இல்‌ 
முதல்‌ வலுலிலும்‌ 8, இல்‌ மூன்றாம்‌ வலுவிலும்‌ நிகழும்‌ என்பது “சில 
வேளை கூறப்படும்‌. இந்நெறி பிரிவு 64 இல்‌ உள்ளனவோடு பின்வரும்‌ 
குறியீட்டு வடிவத்திற்‌ சேர்க்கப்படலாம்‌ : 

ரீடிம4502, நற 875025. இங்கு 8,447, 

என்பன மூறையே சூழி, கணு-ஒழுக்கு, கூர்‌-ஒழுக்கு, குறிப்பிட்ட தீர்வு, 
பரிசவொழுக்கு ஆியெவற்றைக்‌ குறிக்கும்‌. இந்நெறிகள்‌ எளிய வகைகளிலே 
பயன்படும்‌, ஆனால்‌ இவை தவரறாகாம்‌ உதாரணங்களும்‌ எளிதில்‌ அமைக்கப்‌ 
படலாம்‌ (பயிற்சிகள்‌ 8, &, 6, 15, 14). 

இப்போது குறிப்பிட்ட தீர்வுாளும்‌ வேறு புறநடை ஓழுக்குக்களும்‌ 
வரைப்பாடுகள்‌ ஆகுமென்னும்‌ எண்ணக்கருவை விளக்குவோம்‌. 

ரீக, 9). 0) என்பது ஐ, 3, ௦, ஆூயவற்றில்‌ பல்லுறுப்பியாகி 
ச, 4 என்பவற்றின்‌ ஒவவொரு மெய்ப்பெறுமானச்‌ சோடிக்குமொக்க 
மெய்‌ வளையிகளுக்கு ஒத்த ர மெய்‌ மூலங்களும்‌ கற்பனை வளையிகளுக்கு 
ஒத்த (௩-9) கற்பனை மூலங்களும்‌ கொண்ட ஒரு சமன்பாடு ௦ பற்றி % 
என்னும்‌ படியிற்‌ பெறுமாறுள்ள வகையை மட்டூமே எடுப்போம்‌. அன்றி 
யும்‌ ௨, 9 ஆகியவற்றின சார்புகளாகும்‌ இம்‌ மூலகங்கள்‌ ஐ, * என்பன 


தொடர்ச்சியாக மாறுமிடத்துத்‌ தாமும்‌ அவ்வாறே மாறுமெனக்‌ கொள்‌ 
வோம்‌ 
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(ஈ,)--0 என்னும்‌ (மடங்கு வடிவத்தில்‌ நிகழமாமலோ ஒரு 
தொகை எளிய வளையிகளினால்‌ ஆக்கப்படாமலோ உள்ள) ஒரு குறித்த 
வளையி ௩ ஆனது ஒன்றிலே 34 என்னும்‌ பெறுமானம்‌ எடுக்குமாறும்‌, 
மற்றையதிலே 74 - 8 என்னும்‌ பெறுமானம்‌ எடுக்குமாறும்‌ உள்ள இரு 
பிரதேசங்களுக்கடையே வரைப்பாடு ஆகுக. (௧, 9) என்னும்‌ புள்ளி முதற்‌ 
பிரதேசத்திலிருந்து 8 என்னும்‌ வரைப்பாட்டுக்குக்‌ கு றுக்கே இரண்டாம்‌. 
பிரதேசத்திற்குள்‌ தொடர்ச்சியாக இயங்குமிடத்து ஒரு சோடி சமமில்லா 
மெய்‌ மூலங்கள்‌ சமமின்மையிற்‌ குறைந்து பின்னர்‌ (2 இல்‌) சமமாக 
இறுதியில்‌ (இரண்டாம்‌ பிரதேசத்தில்‌) உடன்புணரிச்‌ சிக்கலெண்களாகும்‌. 
இம்மூலங்களின்‌ வித்தியாசத்தினது வர்க்கத்தைக்‌ கொண்ட &; என்பது 
ம இல்‌ மறைந்து பின்னர்‌, ஈர்‌ உடன்புணரிச்‌ சிக்கல்‌ மூலங்சளின்‌ வித்தி 
யாசத்தினது வர்க்கம்‌ மறையாதலால்‌, குறிமாறும்‌. (௪, 39) எனபது 
(௨, 9) இற்குக்‌ குறுக்கே இயங்குதலால்‌ இதுவும்‌ குறி மாறல்‌ வேண்டும்‌. 
மிகப்‌ பொதுவாக, * ஆனது ஓர்‌ ஒற்றை முழுவெண்ணாகுமிடத்து ௬ 
ஆனது ர இலிருந்து 41-39 இற்கு _மாறுமாயின்‌ நூ, என்பது குறி 
மாறும்‌ ; (ஐ, 9) ஆனது &, இல்‌ ஒற்றை வலுவில்‌ நிகழும்‌ (இவ்வொற்றை 
வலு ஈ ஆகாதிருக்கலாம்‌$; பயிற்சி 14 இல்‌ 7-1 ஆனபோதிலும்‌ 
(௨, 4) மூன்றாம்‌ வலுவில்‌ நிகழும்‌). 77 ஆனது இரட்டை முழுவெண்‌் 
ணாமயின்‌ (௪, 9) இரட்டை, வலுவில்‌ நிகழும்‌. மாறு நிலையாக (ஐ) 
ஒற்றை வலுலில்‌ நிகழுமாயின்‌ 7 ஒற்றையாதல வேண்டும்‌. எனினும்‌ 
இன்‌ குறி மாறாவாறு 8(ஐ,9) ஆனது இரட்டை வலுலில்‌ திகழு 
மாயின்‌ * இரட்டையாதல்‌ வேண்டியதில்லை ; பயிற்சி 15 இல்‌ உள்ளது 
போல்‌ அது பூச்சியமாகலாம்‌ ; இங்கு £ ஆனது குடும்ப வளையிகள்‌ எல்லா 
வற்றாலும்‌ கடக்கப்படும்‌ ஒரு சூழியாகும்‌. இத்தகை வகைகளில்‌ க, -- க ச 
எனணனும்‌ நெறிக்கு எதிரிடையாகச்‌ சூழி ஒர்‌ இரட்டை வலுவில்‌ நிகழ 
வேண்டும்‌. ஒரு புள்ளிக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ மெய்வளையிகளின்‌ தொகைக்‌ 
குப்‌ பதிலாக: அதற்கூடாகவுள்ள இசைகளின்‌ தொகையை எடுத்துச்‌ 
சிந்தித்தால்‌, ந, என்பதற்கு இது போனற நியாயமுறை உண்மையாகும்‌. 
விசேடமாகக்‌ சகவர்ச்சிக்குரிய ஒருவகை இளெரோலின்‌ வடிவம்‌ பற்றியது 
(பயிற்சி 9). சூழியின்‌ விபத்தித்‌ தொடலி ஐ இன்‌ இரு சமமலங்களுக்கு 
ஒத்திருத்தலால்‌ அது &ற--0 எனபதற்கு ஷூ காட்டும்‌. இளெரோலின்‌ 
வடிவத்திற்கு ந்‌,-- க ஆதலால்‌ &,--0 என்பதும்‌ பெறப்படும்‌. 

தனிச்‌ சிறப்புத்‌ இர்வுகளை ஆராயும்‌ வேறொரு கேத்திரகணித முறை 
ஐ இற்குப்‌ பதிலாக 2 ஐ எழுதுதலாம்‌ ; இது வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டை 
ஒரு பரப்பின்‌ அட்சரகணிதச்‌ சமன்பாடடக்கு மாற்றும்‌. இதே மாதிரி 
முற்றிய மூலியிலும்‌ 6 இற்குப்‌ பதிலாக 2 :எழுதப்படலாம்‌. இந்த 
முறையின்‌ தொடர்பில்‌ பரப்புக்‌ கேத்திரகணிதம்‌ பற்றி நல்ல அறிவ 
வேண்டும்‌. 


224 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


தனிச்‌ இறப்புத்‌ இர்வுக்‌ கொள்கை பற்றிய வில்லங்கங்கள்‌, குணகங்கள்‌ 
ஐ, 3 ஆயெவற்றில்‌ பல்லுறுப்பிகளாகும்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளைக்‌ 
குறித்தே பெரிதாகும்‌. குணகங்கள்‌ பல்வேறு சிக்கற்‌ படிகளில்‌ தனிச்‌ 
சிறப்புக்கள்‌ கொண்ட அதச்‌ சார்புகளாகுமிடத்து . வில்லங்கங்கள்‌ மிகக்‌ 
கூடுதலாகும்‌. 


ஒர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌, 


[க ட என்பன மேலே தரப்பட்டுள்ள சூத்‌ இரங்களிலிருந்து பெறப்படும்‌, ஆனால்‌ எண்‌ 
காரணிகள்‌ விலக்கப்பட்டுளளன. 


ஒவ்வொரு வளையிக்‌ குடும்பத்தினது அங்கங்கள்‌ சிலவற்றின்‌ வடிவத்தையும்‌ பிரித்துக்‌ 
காட்டிகளாலே தரப்படும்‌ ஒழுக்குசகனின்‌ தொடர்பில்‌ அவற்றின்‌ நீலையையும்‌ காட்டும்‌ 
பருமபடியான வரைபுகளை மாணாக்கன்‌ (ஐ, 3 ஆயேவற்றின்‌ செப்பமான பெறுமானஙகளைக்‌ 
கணிககாது) வரைதல்‌ வேண்டும்‌.] 


1) ஏ(-௦-௦--0 என்னும்‌ முற்றிய மூலிதரப்பட 
ஊழ ௪ -ஐ) ஐர9£-0 


என்னும்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டையும்‌ 


க்‌, 9 (4-2) இழ 37 (42 3) 
என்பவற்றையும்‌ பெறுக. 


[0 இனத பூச்சியமல்லாப்‌ பெறுமானங்களுககு மூற்றிய மூலி ஒரு செங்கோண அதிபர 
வளவுக குடும்பத்தைக்‌ குறிககும்‌. 3-௦ எனபது இவவதஇிபரவளைவுகள எல்லாவற்றிற்கும்‌ 
ஓர்‌ அறுகுகோடாக முற்றிய மூலியில 6-௦ என இடுதலாற பெறப்படும்‌ 29/0 எனனும்‌ 
குறிப்பிட்ட தொகையீட்டினது பாகமூமாகும்‌. $/ சீற என்பது ஒரு சூழி (தனிச்சிறப்புத்‌ 
தாவி. &,-௫1702, நு, 775025 என்னும்‌ நெறிகள்‌ உண்மையாகும்‌. தளம்‌ நாலு 
பிரதே சஙகளாகப்‌ பிரிககப்படலாம. அவற்றுள்‌ இரண்டில்‌ யாதுமொரு புள்ளிக்கூடாகச்‌ 
செலலம ஸமுூம்ப மெய்வளையிகளினது தொகை இரண்டாக மற்றையிரு பிரதேசங்களிலும்‌ 
இத்தொகை பூசசியமாகும, இபபிரதேசங்களுகையேயுள்ள வரைப்பாடுகள்‌ பிரித்துக்‌ 
காட்டிகளாலே தரப்படும்‌ ஒழுக்குககளாகும ; இவை இரண்டும்‌ ஒற்றை வலுக்களில்‌ நிகழும்‌. 
இது எமது வரைபாடடுக கொள்கையோடு இசையாகும ; எனெனின்‌ இவ்வகையில்‌ 18 தீர 
“௭0 ஆதலால்‌ ௪-7 (ஒற்றையெண்‌) ஆகும்‌.] 


(2) முற்றிய மூலி 3-௦ (௨ -௦)£ எனத்‌ தரப்பட 


23 - கறற - 8-0 


என்னும்‌ வகையீட்டூர்‌ சமன்பாட்டையு ம்‌ 


பிடி -ழு (27 கீற?) , ற ரு4 (27 - தீத) 


என்பவற்றையும்‌ பெறுக. 


[பிரிவு 160 இல கூறபபட்டுளளதுபோல்‌ 0 என்பது ஒரு சூழி (தனிச்ிறப்புத்‌- தீர்வு! 
ஆ ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையீடுமாகும்‌. அன்றியும்‌ அது ஒரு பரிசவொழுககாகக. கருதப்‌ 
படலாம்‌. 31-42? என்பது ஒரு சூழியாகும்‌. இககேத்திரகணித விளக்கங்களுள்‌ இரண்டா 
வதும நாலாவதும்‌ £௨--427502 %. - றா: எனனும்‌ நெறிகளால்‌ தெரிலிக்கப்படும்‌, 
ஆனால்‌ முதலாவதும்‌ மூன்றாவதும்‌ அவ்வாறில்லை] 


தனித்‌ தீர்வுகள்‌ _ 225 


3 438-3௦2 (௨ -0)3 என்னும்‌ முற்றிய மூலி தரப்பட - 
(2றத -9)4-- 925 (றற - 33 
என்னும்‌ வகையீட்டூ* சமன்பாட்டையும்‌ 
ந, லகர (84 - 643) , விற வலிழர (38 - 6447) 


1 டித்கக்காட்டி க பற்றிய கணிப்பு சிரமமாகும்‌. 3--0 என்பது ஒரு கணு-ஐமுக்கும்‌ ஒரு 
குறிப்பிட்ட இர்வுமாம்‌. ௨-0 என்பது ௦-0 ஆரும்‌ வளையியைத்‌ தவிர்த்து மற்றை வளை 
யிகள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ உற்பத்தியில்‌ ஒரு பொதுத்‌ தொடலியாகும்‌. (பமிற்சி 8 பார்க்க.) 
325 641/2 என்பது சூழியாகும்‌. பிரித்துக்காட்டிகளிலுள்ள பல்வேறு காரணிகள்‌ ஒற்றை 
வலுக்களிலோ இரட்டை வலுக்களிலோ நிகழ்்‌.தலைப்‌ பற்றி விளங்கிக்கொள்ளுவதற்கு, 5-0 
என்பது யாதுமொரு புள்ளிக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ மெய்‌ வளைமிகளினது தொகை பூச்சியத்தி 
லிருந்து இரண்டுக்கு அஇகரிக்குமாறுள்ள பிரதேசங்களுக்கடையே வரைப்பாடாகுமென்பதும்‌ 
சூழியானது இத்தொகை இரண்டிலிருந்து நாலுக்கு அதிகரிக்குமாறுள்ள பிரதேசங்களுக்‌ 
இடையே வரைப்பாடாகுமென்பதும்‌ நாம்‌ கவனிக்க வேண்டியன. 7-0 என்பதில்‌ நாலும்‌ 
சோடிகளாகப்‌ பொருந்தும்‌ ; ஆனால்‌ நேர்ப்பாகத்தின்‌ ஒவ்வொரு பக்கத்திலும்‌, அதற்கும்‌ 
சூழியினது ஒரு சளைக்குமிடையில்‌, தொகை நாலு ஆகும்‌. ட 7032, நீ; மு 
என்னும்‌ நெறிகள்‌ ௨-0, 9-0 என்னும்‌ ழுக்குக்களின்‌ கேத்திரகணித விளக்கம்‌ தெரி 
வலிக்கத்‌ தவறும்‌.] 

(4) 4982-௦ (௨-௦) என்னும்‌ முற்றிய மூவி தரப்பட 

ற - ற. 3-0 
என்னும்‌ வகையீட்டூர்‌ சமன்பாட்டையும்‌ 
ம்‌ ழி (மூ -2ி).ந்தயம (7-2. 
என்பனவற்றையும்‌ பெறுக. 

[0 இன்‌ பூச்சியமல்லாப்‌ பெறுமானங்களுக்கு முற்றிய மூலியானது கூர்‌-ஒழுக்கும்‌ குறிப்பிட்ட 
ஐர்வுமான 4-0 என்பதிற்‌ கூர்கள்‌ கொண்ட குறைமுப்படிப்‌ பரவளைவுச்‌ குடும்பத்தைக்‌ 
குறிக்கும்‌. நூ என்பது ஒரு சூழி (ஒரு குனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வு) ட--2827₹02, நீத 
9715077₹ என்னும்‌ நெறிகள்‌ 9-0 என்பது ஒரு கூர்‌-ஒழுக்கு எனத்‌ 'தெரிலிக்கும்‌, ஆனால்‌ 
அது ஒரு குறிப்பிட்ட தீர்வும்‌ என்பதைக்‌ காட்டத்‌ தவறும்‌.] ்‌ 

() 3-௦ (2-8) என்னும்‌ முற்றிய மூலி தரப்பட 

8ற3 - 54றற- 27/0 
என்னும்‌ வகையீட்டூச்‌ சமன்பாட்டையும்‌ 

க்டறுர “கி, இழ ]ு(37 - 40 
என்பனவற்றையும்‌ பெறுக. 

[07 இன்‌ பூச்சியமல்லாப்‌ பெறுமானங்களுககு முற்றிய மூலி 8-0 என்பது ௮ச்சாகவுள்ள 
பரவளைவுகளாலாய குடும்பத்தைச்‌ குறிககும்‌. இவ்வசசின்‌ யாதுமொரு புள்ளி எதிர்‌ வழிகளிற்‌ 
குழிவுகள்‌ கொண்ட அ.த்தகைப்‌ பரவளவுகள்‌ இரண்டின்‌ உச்சியாகும்‌. 3-0 என்பது ஒரு 
பரவரிசவொழுக்கும்‌ குறிப்பிட்ட தீர்வுமாகும்‌. 344௦8 என்பது ஒரு சூழி (ஒரு குனிச்‌ 
சிறப்புத்‌ தீர்வு). 7-௦ (92 -28) என்பது, ௦ மறையாகுமிடத்து கற்பனையாகும்‌, 
(2. ../(22)) என்னும்‌ புள்ளிகளிற்‌ சூமியைத்‌ தொட்டுக்கொண்டு, 6 நேராகுமிடத்து 
கற்பனையாகும்‌, (305, 1 54/( -௦24)] என்னும்‌ . புள்ளிகளில்‌ அதனை இடைவெட்டும்‌. 
நெறிகள்‌ பரிசவொழுக்கைதீ தெரிலிக்கும்‌? ஆனாற்‌ குறிப்பிட்ட இர்வைத்‌ தெரிவிக்கா.] 


920 வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


(6) ௩ இன்‌ பூச்சிமமல்லாப்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ 377-731 
என்பதன்‌ முற்றிய மூலி 3ந7* 0 (2-0) எனக்‌ காட்டுக. 
ஈடஆனது 1 இலும்‌ பெரிய ஒற்றை நேர்முழுவெண்‌, 9%-- 1, 7% ஆனது ஒற்றை மறை முழு 


வெண்‌. என்னும்‌ மூன்று வகைகளில ஆட, &த என்பன முறையே 


ப அ. அடர்‌ 


தர 1 37, 35-- க 


அருமெனக காட்டுக ; இப்பிரித்துக்காட்டிகள $/ இன மறைவலுககளை விலக்குதற்கு வேண்டிய 
இன மிகச சிறிய வலுவாற்‌ பெருககப்பட்ட சமன்பாடுகளிலிருந்து பெறபபடும்‌. 

(3-௦ எனபது முதலவகையில்‌ ஒரு கூர்‌-ஒழுககு, இரண்டாம்‌ வகையில்‌ தரு சூழி (தனிச்‌ 
இறெபபுத்‌ தாவு, மூன்றாம்‌ வகையில முறறிய மூலியில உட்படுத்தப்படும்‌ வளையிகள்‌ எல்லாவற்‌ 
நிறகும்‌ அனுருகோட்டு முறையிலுளள ஒரு குறிப்பிட்ட இர்வின எல்லைவடிவம்‌ ர ஆனது 
மறையாயின்‌ 6௬௦ என்பது] 0 எனத்‌ தரும்‌ ; ஆகவே பொதுவாக ஒரு குறிப்பிட்ட 
தொகையமீட்டின்‌ இவ்வெல்லைவடிவம்‌ 4-0 எனணுந்‌ இர்வை மடங்கு வடிவத்திற்‌ கொள்ளும்‌. 
- 1 ஆனால்‌ மட்டுமே இக்குறிப்பிட்ட தாவு ட 77242032) நீ; ஃ105₹02₹ என்னும்‌ 
நெறிகளாலே தரப்படும வலுக்களில்‌ நிகழும்‌. இநநெறிகள கூர்‌-ஓழுகனன வலுக்களை 
3 என்பதற்கு மடடமே திருத்தமாகத தரும்‌.] 


(00) நு (24-௦5 என்னும்‌ முற்றிய மூவி தரப்பட 
ஐ$ற5 - 2பற-ந - $ற$ 0 : 
என்னும்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டையும்‌ 
டக லது) ற றற 
என்பனவற்றையும்‌ பெறுக. 
9-0 எனபது ஒரு சூழி (தனிசிறபபுத்‌ தாவு) ஆகுமெனவும்‌ ௨-0 என்பது தானே தா 
வாகாது ஒரு சூறிப்பிட்ட தாலின்‌ எல்லை வடிவம்‌ ஆகுமெனவும்‌ காட்டுக. 


[குடும்ப வனாயிகள எல்லாவற்றின “ம்‌ பொதுப்புள்ளியாகிய உற்பத்‌ தியில்‌ பிரித்துக்காட்டிகள்‌ 
மறைதல எதர்வு கூறப்பட்டிருக்கலாம்‌. ஏனெனின்‌ உற்பத்தியில குடும்பச்‌ சமன்பாடு 6 இன்‌ 
யாது பெறுமானத்திறகும இருததியாக்கப்படுதலால்‌ 6 இன்‌ ஓவவொரு வலுவினது குண 
கமும ௦௨ ஐச சாராத உறுப்பும்‌ ௮ங்கு மறையும்‌ ; ஆகவே அதனில்‌ ஒவ்வோர்‌ உறுப்பும்‌ 
மறைதலால்‌ &,--0. பொதுப்புள்ளிமில்‌ வளையிகளா வேறுவேறான தொடலிகள கொள்ளுதலால்‌ 
அங்கு வகையீட்டுச்‌ சமனபாடு ஐ இன எபபெறுமானதஇற்கும்‌ இரு ததியாக்கப்படும்‌ ; ஆகவே 


ஃ, எனபது பறறி உளளது போனற நியாய முறையால்‌ &ர-0 (அததியாயம்‌ 1777 இல்‌ பலவினப்‌ 
பயிற்சி 1 பார்கக). 


(8) ௨ இன்‌ பூச்சிமமல்லாப்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ 
3-2 (ம-௦)53 என்னும்‌ குடும்பத்தின்‌ வளையிகள்‌ ௨-0 ஐ உற்பத்தியில்‌ தொடு 
மெனக்‌ காட்டு௩. 
42ற5 - கறம மு - 4200 
என்னும்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டையும்‌ 
ட ற, று 


என்பவற்றையும்‌ பெறுக. 


தனித்‌ தரவுகள்‌ 94 


3-0 என்பது ஒரு கணு-ஒழுக்கு ஆகுமெனவும்‌ ௨-0 ஆனது (தானே ஒரு இர்வு ஆகா, 
போதிலும்‌) ஒரு குறிப்பிட்ட இர்னின்‌ எல்லை வடிவமும்‌ 8-0 என்னும்‌ வளைமியைத்‌ தலிர்த்‌। 
எல்லா வளைமிகளையும்‌ ஒரு புளளியிலே தொடும்‌ ஒரு கோடும்‌ ஆகுமெனவும்‌ காட்டுக 

[அத்தகைய கோடு எமது சூழி வரைவிலக்கணத்தைத்‌ திருத்தியாச்காது.] 


[பிரிவு 7 இல்‌ உள்ளது போல்‌ &, ஆனது உற்பத்தியில்‌ மறைதல்‌ வேண்டும்‌. (இங்கு வளையி 
கள்‌ வேறுவேறான தொடலிகள்‌ கொள்ளாத போதிலும்‌) &,ஐ என்பதும்‌ மறையும்‌. அத்தியாயம்‌ 
17 இல்‌ பலவலினப்‌ பயிற்ச 9 பாக்க] 


(9) (ரூ-ற௮)“ற? என்னும்‌ (இளெரோவின்‌ வடிவ) வகையிட்டுச்‌ சமன்பாட்டுக்கு 
பற ழி (ரந 429) அகட 


எனக்‌ காட்டுக. 


(27 9/2” என்பது சூரி (ஒரு தணிச்‌ திறப்புத்‌ இரவ) ; 330 ஏன்பது ஒரு குறிப்பிட்ட 
தாவு ஆ சூழியின விபத்தித்‌ தொடலியைக்‌ குறிக்கும்‌. யாதுமொரு புளளிக்கூடாச 
37/42 என்பதற்கு மூன்று தொடலிகள்‌ வரையப்படலாம்‌. இவையெல்லாம்‌ முதற்‌ 
காற்‌ பகுதியில வளையியிற்கும்‌ 4௩0 என்பதறகும்‌ இடையே உள்ள பிரதேசததிற்கும்‌ மூன்றாம்‌ 
காற பகுதியில்‌ ௮து போனற பிரதேசத்திற்யும்‌ மெய்யாறாம்‌. மறறைய பிசதேசஙகளுககு 
இரண்டும்‌ கற்பனையாஞம்‌. 4-0 என்பதிலுள்ள புளலிககு இரண்டு பொருந்ததலால்‌ 4-0 
எனபது பிரித்றுக்காட்டிகளில்‌ நிசமல்‌ வேணடும்‌. இதே மாதிரி இளேசோ வடிவத்திலுளள 
வேறு யாதுமொரு வகைய௰ீட்டூ சமனபாட்டின சூழித தீர்வு விபத்தித தொடலிகள்‌ உடைய 
தாயின்‌ இவை பிரித்துக்காம்டிகளில நிகழும்‌.) 


(10.) ர்‌, ப்தி 32) ௯௬0. ன தத உட்க சட ச ப ட்ஓடடி சடக்‌ (1) 
என்னும்‌ லகையீட்டுச்‌ சமன்பாடு தரப்பட 
27 தச 97 


* * ச்‌ * ட்‌ ௬ ஆ ச ௪ ச்‌ (3) 
82 ன்‌. ர்க ட்‌ 


என்பதை உய்த்தறிக. அத துணைகொண்டு 
27 


வ த 0) ௪ ௪ ௪ ஒ % ௯ க ச்‌ ம்‌ க ௩ ச 43) 


ற 
எண்டதைது இருத்தியாக்கும்‌ ஐ பிரித்துக்காட்டியாலே தரப்படும்‌ இர்வின்‌ யமாதுமொரு 
புள்வியில்‌ : 
97 97 ம 
ல ந்தது... அடத அட அத, ௭6 பல அமி அதம்‌ பதடங்தல அத்த 
த தழ ப 


ஆருமெனக்‌ காட்டுக. 

(1, 8, (ம்‌ எனனும சமனபாடூகள்‌ தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வுககு வேண்டிய நிபத்‌தனைகளாகும்‌. 
கிளெரோவின்‌ வடிவத்தித்கு ரீ, நூ.ற) ஈழ. றற. 97) ஆதலால்‌ (4) என்னும்‌ 
ஈமணபாடு சாவசமனுகத்‌ இருத்தியாககப்‌ (ம. ஆனால்‌ பொதுவாக எல்லா மூன்றுக்கும்‌ 
ர்‌ ஒருங்கமை இர்வு இருகத்குற்குக்‌ காரணம்‌ யாதும்‌ இல்லாமையால்‌ ஒரு வகையீட்டுச்‌ சமனபாட்‌ 
க்குப்‌ பொதுவாக தனிச்‌ சிறப்புத்‌ இரவு யாஜுமில்லை. 

(இதனைப்‌ பிரிவு 65 ௨-ம்‌ (1) இற்குப்‌ பிரயோகெக 

ற3 (8-9) -4(1-ம, றே௫-34-0, ஐ(-627(3--3)-47-0. 

ற 0 எஏனத்தரும்‌ 130 எனபது மூன்றையும்‌ இருத்தியாச்கும்‌, ஆனால்‌ 8 - 9-0 

ன்பது மு.தலாவதைத்‌ திருத்‌ இயாக்காது.] 


3. 
229 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


(11.) [இப்மமிற்சியில்‌ தனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வின்‌ மூன்றாம்‌ வரைவிலக்கணம்‌ (பிரிவு 160) வழங்‌ 
கப்படல்‌ வேண்டும்‌. பயிற்ச 10 எல்லா மூன்று வரைவிலக்கணங்களுக்கும்‌ உண்மையாகும்‌.] 
தனது புள்ளி ஒவ்வொன்றிலும்‌ 
97 97. 97 
79, 790, 23) 0 ஹற்க்‌ ண்‌ 
என்னும்‌ மூன்று சமன்பாடுகளும்‌ ), இல்‌ ஒரு பொதுத்‌ இர்வு கொள்ளுமாறு ஒரு வளையி உண்‌ 


0 0 2 ர ை 
டெனின்‌ அதன்‌ நீளத்திற்கு க 1 ரர 87.0 ஆகுமெனவும்‌ அது துணைகொண்டு 
0 6 
- 3ம்‌ 22-1- 4 38/0 ஆகுமெனவும்‌ காட்டுக. 
01 ரே 


ஆகவே 220 ஆயின்‌, );--ஐ ஆகுமெனவும்‌ வளையி ரீ (ஐ, ஓ, ற)-0 என்னும்‌ வகை 
1 


9 9 
மீட்ட சமன்பாட்டின்‌ தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வாகுமெனவும்‌ காட்டி 220 ஆயின 220 ஆகு 


மெனக காட்டுக, 
[இது காட்டுவது பயிற்ச 10 இல்‌ இரு தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வு பற்றித்‌ தரப்பட்டுள்ள வேண்டிய 


0 
நிபந்தனைகள்‌ 2-0 என்னும்‌ நிபந்தனையின்‌ சேர்ப்பால போதியனவாகும்‌ என்பதே. 


0 
ஆனால்‌ இவ்வீறறு நிபந்தனை வேண்டியதல்ல. பயிற்சி 2 இல்‌ பவழ எக்தத. ஒரு 
4 


சூழியாகிய 9--0 என்பதற்கு இது பூசசியமாகும்‌, ஆனால்‌ 21/48 என்னும்‌ மற்றையதற்கு 
அவவாறில்லை.] 


(12.) பயிற்சி 10 இனது (1) என்னும்‌ சமன்பாட்டின்‌ முற்றிய மூவியாற்‌ குறிக்கப்படும்‌ 
வளையிகளின்‌ விபத்துப்‌ புள்ளி ஒழுக்கு பயிற்சி 10 இனது (4) என்னும்‌ சமன்பாட்டைத்‌ இருத்த 
யாக்குமெனக்‌ காட்டுக ; ஆகவே இவ்வொழுக்கு இச்சமன்பாடூகளிலிருந்து ற யை நீக்கலாற்‌ 
பெறப்படூம்‌ முடிபில்‌ உட்படுத்தப்படும்‌. 

இச்செய்கையைப்‌ பயிற்‌ 7 இன்‌ சமன்பாடுூகளுக்குப்‌ பிரமோ£த்து நீக்கல்களைச்‌ இல்வெத்த 
ரினது. முறையாற்‌ செய்து கொண்டு 25 (3 -ஐ59) 0 என்பதைப்‌ பெறுக. 

[ற என்பதன்‌ ஓழுககுகள்‌ எல்லாவறறோடும்‌ 44-23 எனனும்‌ லிபத்தி ஒழுக்கும்‌ உட்படு 
தீ.தப்படுமெனபதைக்‌ கவனிகக,] 

02) 37-(௫-5, (௮5, ஊழின்‌. என்னும்‌ சமன்பாடுகள்‌ எல்லாம்‌ 
அயல்‌ வளையிகள்‌ மெய்ப்புள்ளிகளில்‌ இடைவெட்டாதிருக்குமாறுள்ள வளையிக்‌ குடும்பங்களைக்‌ 
குறித்த போலும்‌ ஒரு சூழி உண்டு என்பதைக்‌ காட்டுக. (மூன்றாம்‌ வகையில்‌ ஐ-0 என்‌ 
பதும்‌ ஒரு சூழியாகும்‌.) 

ஓத்த வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகளாகய 

82-27], ற$--279, ஜூ. என்பவற்றையும்‌ 6 - பிரித்துக்காட்டிகளாகயே 34, 3/5, 
2412-2 6 3.3) என்பவற்றையும்‌. 

2 - பிரித்துக்காட்டிகளாசிய 9/5, 33 

(இவ்வகைகள எல்லாவறறி 
பற்றிய தாக்கத்தில தரப்படு 
பதைக கவளளிக்க. மூதலாம்‌ 


௨251” என்பவற்றையும்‌ பெறுக. 

ஒம்‌ பிரித்துககாட்டி ஒழுக்குகள்‌ ஆனவை வரைப்பாடுகள்‌ ஆதல்‌ 
ம்‌ அதே காரணத்தால்‌ சூழி ஓர்‌ இரட்டை வலுவில ' நிகழுமென்‌ 
மூன்றாம்‌ குடுமபஙகளுககுச்‌ சூழி ஒரு கூர்‌--ஒழுக்காகவும்‌ இருத்‌ 
தலால சாதாரண தெறிகள்‌ உண்மையாகும்‌, ஆனால்‌ இரண்டாம்‌ குடும்பத்திற்கு இவ்வாறிஃலை. 
மூனறாம்‌ குடும்ப்ச்‌ சமன்பாட்டில்‌ 6 இனது மறைப்‌ பெறுமானங்களாலே தரப்படும்‌ இரு கற்பனை 
வளையிகள்‌ பொருந்துதல்‌ ஐ -9-0,2--3-0 என்னும்‌ ஒழுக்குக்களிலேயே. 


றிக்காற்றியின்‌ சமன்பாடு - 729 


(14) (6-9 என்பது 9-0 என்னும்‌ தனது சூழியோடூ நாற்புள்ளித்‌ தொடூகை 
கொள்ளும்‌ வளையிக்‌ குடும்பத்தைக்‌ குறிக்குமெனக்‌ காட்டூக. 

ஒத்த வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடாய ற*--2563” என்பதையும்‌ 9, &2 மீ என்னும்‌ 
பிரித்துக்காட்டிகளையும்‌ பெறுக. 

(சூழி மீண்டும்‌ முதலிலும்‌ உயர்நீத வலுவில்‌ நிகழும்‌, இங்கு. வலு ஒறீறையாகும்‌ ; யாது 
மொரு புள்ளிக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ மெய வளையிகளினது தொகை சூழியின்‌ ஒருபக்கத்தில்‌ 
இரண்டும்‌ மற்றைப்‌ பக்கத்திற்‌ பூச்சியமுமாதலால்‌ இது அவ்வாறே இருத்தல்‌ வேண்டும்‌.] 


3 படத்த. இட்டதும்‌ த 

(5) ஐூ-நு$ ௦, ஐ 7-௦ மழ -0)4-- கற, 

ம--௦)3- 4] என்னும்‌ சமன்பாடுகள்‌ ஒவ்வொன்றும்‌ ௨0 என்னுங்‌ கோணத்தை 
இருகூறிடும்‌ பொது அச்சும்‌ ௨-0, 3-0 என்னும்‌ சூழிகளும்‌ கொண்ட பரவளைவுக்‌ குடும்‌ 
பத்தைக்‌ குறிக்கும்‌ என்பதைக்‌ காட்டுக. நீட என்பதைத்‌ துணிதற்கு எத்தனித்தல்‌ முதலாம்‌ 
இரண்டாம்‌ வடிவங்கள்‌ பற்றிப்‌ பயன்படாது (அல்லது அது பரவளைவுகள்‌ எல்லாவற்றையுந்‌ 
தொடுூமுடிவிலிக்‌ கோட்டின்‌ சமன்பாடாகய 0-1 என்பதைத்‌ தருமெனச்‌ இந்திக்கப்படலாம்‌) 
என்பதையும்‌ மூன்றாவதற்கு &௦ ஐ நாலாவதற்கு &ீடி-2£ர* (௪ - ஐ) என்பனவற்றையும்‌ 
காட்டூக. 

[2-9--0 என்பது ௦-0 என்பதறகு ஒரு குறிப்பிட்ட வளையி. பிரித்துக்காட்டிகளைப்‌ பற்றித்‌ 
தர்க்கக்குமிடத்து உறுப்புக்கள்‌ ஒன்றிப்‌ பெறுமானமுள்ளனவாகும்‌ முதலாவதும்‌ இரண்டா 
வதும்‌ போன்ற வடிவங்களையும்‌ வேறு வேறான வளையிகள்‌ (௦ அல்ல) ௦8 இனது வேறுவேறான 
பெறுமானங்களுக்கு ஒத்தனவாகும்‌ நாலாவது போன்றனவையையும்‌ விலக்தககொள்ளல்‌ 
வேண்டும்‌.] 

162. றிக்காற்றியின்‌ சமன்பாடூ 

இப்பெயர்‌ தொடக்கத்‌ இல்‌ 

ரட்‌ ௦, 

என்னும்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுக்குக்‌ கொடுக்கப்பட்டுள்ளது ; இங்கு 
6, 6, % என்பன மாறிலிகளாகும்‌, (பிற்குறி-ஐ பற்றி வகையிடலைக்‌ குறிக்கும்‌). 
% இனது ஒரு குறித்த தொடைப்‌ பெறுமானங்களுக்கு இது முடிவுள்ள 
உறுப்புக்களில்‌ இ தாகையிடப்படலாம்‌ (கீழ்வரும்‌ பயிற்சிகள்‌ 7--14 பார்க்க) ; 
ஆனால்‌, பொதுவாகத்‌ தீர்வைப்‌ பெறுதற்கு பெசல்‌ சார்புகளோடு நெருங்கிய 


தொடர்புடைய முடிவில்‌ தொடர்‌ வேண்டும்‌. 


தற்போது றிக்காற்றியின்‌ சமன்பாடு எனப்படுவது 
17/7 27). ழெ-ட நு பட்ட ட்டி க டக க ௪ ஓ ௨௨ ஓ ௨ ௨௪ (1) 
என்னும்‌ பொதுமைப்படுத்திய வடிவம்‌ ) இங்கு 2, 69), £ என்பன ௨ இன்‌ 
சார்புகள்‌, இச்சமன்பாடு வகையீட்டுக்‌ கேத்திர கணிதத்தில்‌ முக்கியமாகும்‌. 
163. இரண்டாம்‌ வரிசை ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாட்டுக்கு ஒடுக்கல்‌. 
20 ன ம மம பர 
9 - ஐ என இ ; இது தருவது 9%-- - நஜ! ஐவ 1 ஐ 
(1) என்னும்‌ சமன்பாட்டிற்‌ பிரதியிட ஈட இலுள்ள உறுப்புக்கள்‌ மறை 
யும்‌, ஆகவே 1958 ஆற்‌ பெருக்க 
க 78% “7108 75 ரு 0, 
அதாவது இஷ (0-டபு மட மி மா 0 ய வ வவட வக்க கக உக உக உ (2); 
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இது ஒர்‌ இரண்டாம்‌ வரிசை ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடு. (&ழ்வரும்‌ பயிற்சி 
ளிலுள்ளவை போல்‌) சில வீசேட வகைகளில்‌ இது முடிவுள்ள உறுப்புக்‌ 
களில்‌ தொகையிடப்படலாம்‌, ஆனால்‌ பொதுவாகத்‌: தொடர்‌ முறைத்‌ இர்வு 
வேண்டும்‌. எனினும்‌ ஒவ்வொரு வகையிலும்‌ தீர்வு 
ந சீர்‌) (6), 
ம. கீரீ(2)-2ிசி)(2) 
2 .2(47(2)-27௫)) 
ரீ. (2)-- சி) (2) 
.” (1 டட 
இது தரும்‌ முக்கியமான முடிவு “ றிக்காற்றியின்‌ சமன்பாட்டினது 
பொதுத்‌ தொகையீடு. தொகைமீட்டு மாறிலியின்‌ ஓர்‌ : ஒவ்வரைபுடை 
சார்பு ஆகும்‌ ” என்பதே. மாறுநிலையாக (&ழ்வரும்‌ பயிற்சி 6 இல்‌ 
பொழிப்பாகத்‌ தரப்படுவது போல்‌) 
_(6)--02(6) 
 ஏுு-2(' 
என்னும்‌ வடிவத்திலுள்ள யாதுமொரு சமன்பாட்டிலிருந்து 6 என்னும்‌ 
எதேச்சை மாறிலியை நீக்கலால்‌ நிககாற்றியின்‌ சமன்பாடு ஒன்றைப்‌ 
பெறுவோம்‌. 


ஆகும்‌ ; இது தருவது நூ - 


164. றிக்காற்றியின்‌ சமன்பாடு ஒன்றின்‌ எவையேனும்‌ நாலு குறிப்‌ 
பிட்ட தொகையீடுகளின்‌ குறுக்கு விகதம்‌ ஐ ஐச்‌ சாராது. 
ரே (2)--0 (2) 


879) -ட 42709 எனபதில்‌ 6 இற்கு 6, ந, 97 6 என்னும்‌ விசேட பெறு 


மானங்கள்‌ கொடுத்தலாற்‌ பெறப்படும்‌ ற (9), ர (ஐ, ஈ (59), ச (௨௦) என்னும்‌ 
நாலு தொகையீடுகளை எடுக்கலாம்‌. 
ஆயின்‌ றர 10 நர _(உ- இர 0), 
2-ம்‌ இசி (பீட (இ7-2) 
2, 6, 7, 8 என்பனவற்றுள்‌ எவையேனும்‌ இரண்டு பற்றிய மற்றை 
வித்தியாசங்களுக்கும்‌ இது போன்ற கோவைகள்‌ உண்டு. குறுக்கு வித 
ததை ஆக்குமிடத்து உ இன்‌ சார்புகளை உட்கொள்ளும்‌ காரணிகள்‌ 
ஒன்றையொன்று வெட்ட ்‌ 
2-2-5)_(௨-8)-$) 
2-௪(- (௨-09)-2) 
இங்கு 0 ஆனது ௨ ஐச்‌ சாராது. 
165. 
முறை. 


இவை ர(2), (2), (6) என்பன ஆகுக, ஆயின்‌ ஈற்று முடிபில்‌ ஐ (ஐ) 
இற்குப்‌ பதிலாக 4 எழுதப்படுமிடத்து 





(0 என்க ; 


மூன்று குறிப்பிட்ட தொகையீடுகள்‌ தெரியப்படூமிடத்து தீர்த்தல்‌ 
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(-0)7(0)-௪07 
(4-2(2)77(2) -ர(2)7 
எனபது பொதுத்‌ தீர்வாகப பெறப்படும்‌ ; ஆகவே இவ்வகையில்‌ பொதுத்‌ 
இர்வு ஆனது சதுரிப்பு வழங்காது (அதாவது தொகையிடல்‌ வழங்காது) 
பெறப்பட்டுள்ளது. : 
166. இரு குறிப்பிட்ட தொகையீடூகள்‌ தெரியப்படூமிடத்து தீர்த்தல்‌ 
பறை. 
இவை ர(ஐ)), 7 (2) எனபன ஆகுக. 
ஆயின்‌, 31-29-1492, 
ர சீ -ரெ.கீர்‌ ஆதலால்‌, 
ட - 8-9) (4). 


இதேமாதிரி (9-2) 87. 
2 ட ட... ப து 
ஆகவே, ரை 1 7) 71 ஆகி, 
௮ல்‌ ப 
மட (-)--)0 7”) 7182 ; 


ஆகவே இவ்வகையில பொதுத்‌ இர்வு பெறுதற்கு ஒரு சதுரிப்பு வேண்டும்‌. 
167. ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையீடூ தெரியப்படூமிடத்து தீர்த்தல்‌ முறை. 
இது ர (2) ஆகுக. 


1 
9--ர(2)--- என்னும்‌ பிரதியீடு (1) எனனும சமனபாட்டை 
(ன ] 2 27 1) 
ந - சி (சொ சீர்‌ ரத 21 


என்பதற்கு உருமாற்றும்‌. 
ஆனால்‌ ர (2) ஆனது ஒரு தொகையீடூ ஆதலால்‌ 
மு மி டட ரம்‌. 
கமித்துக்‌ கொண்டு 2£ ஆல்‌ பெருக்க 
- தடச 4 (22ர--1) 2, 
அதாவது நோ (9398) ச 20 
இது. ப (169-297) 82) 
என்னும்‌ தொகையீட்டுக காரணியைப்‌ பயன்படுததித்‌ தாக்கப்படககூடிய 
ஓர்‌ ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடு, இக்காரணியைத்‌ துணிதற்கு ஒரு சதுரிப்பு 
வேண்டும்‌, தீர்வை (பிரிவுகள 18-20 இல்‌ உளளதுபோல) நிறைவாக்கு 
தற்கு வேறொன்று வேண்டும்‌. 


10-26 5529 (09/3) 
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தர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 
பயிற்சிகள்‌ 1-5: இல்‌ மாணாக்கன்‌ மேலே வழங்கிய முறைகளைப்‌ பின்‌ 
பற்றி முதற்‌ கோட்பாடுகளிலிருந்து வேலை செய்தல்‌ வேண்டும்‌. முடிபு 
களை மட்டுமே எடுத்து அவற்றிற்‌ பிரதியிடல்‌ கூடாது. 
(பூஜா எகபரிமாணச்‌ சமனபாட்டூககு ஒடுககுதலால ப 
ந 8 8-3 
என்பதன்‌ இரவு 34(௦62-.1)-- - (0224-11) எனக்‌ காட்டுக 


(2) ல, 2 -ே-டஐ33--0 என்பதன்‌ தாவு 
8(25₹--)--2௨--௦ எனக காட்டுக, 


(3) தான ஐ எனபது 1-3 எனபதன ஒரு தொகையீடெனக்‌ காடடி அது துணை 
கொணடு பொதுத்‌ தீர்வை 4(௦ -தான2ஐ) ௦ தான ௨-1 என்னும்‌ வடிவததிற்‌ பெறுக. 


ம 8/2 எனபது ஐ£மு, 35) 2 என்பதன்‌ ஒரு தொகையீடாகுமாறு ந எனனும மாறி 
லிக்கு இரு பெறுமானஙகள உணடு எனக்‌ காட்டி ௮ துணைகொணடூ பொதுக்‌ இர்வைப்‌ 
பெறுக. 


(4-2, -1 டது(ஊ* -2) 301] 


(5)1), உ௰₹ எனபன ஐ(ஜ-1)/2₹-(ஐ₹-பு 4-0 எனபதன மூனறு டுதாகை 


யீடுகளெனக காட்டி அது இணை கொணடு 4௪-௦0 -ஐ--0₹ என்னும்‌ பொதுத இர்வைப 
பெறுக. 


(6) ட ரே)-- 0) 
72) (2) 


எனனும சமனபாடடிலிருநது உ என்னும எதேச்சை மாறிலியை நீககலால 


(92-07), - (70, -ர0) 4 (07 - பே? ட ரபறர (79) - நர 
எனனும றநிககாறறியின சமன்பாட்டைப பெறுக. 
(2) 1௮0 ஆகுமிடநது 50-21 என்னும றிககாறறியின சமனபாடு முடிவுளள * 
உறுபபுக்களில்‌ தொலகையிடப்படலாமெனக காட்டுக. 


ர 


[9 (42228. 1) (224 -1),22.4/(50), 5௦ ஆனது நேராயின ; 
9-௦ தான (1-2), 2 4/( 99), 5௦ ஆனது மறையாமின ; 
3-4, 6-0 ..மின ; ்‌ 
22-14) --1, 2-0 ஆயின] ்‌ 
(8) நு-2/2 எனனும்‌ பிரயீடு நிககாறறியிலா சமனபாடடை 
2-2 சத. ஜர்‌ 2 
எனபதற்கு உருமாறறுமெனக காடடி நுது துணைகொண்டு 


%--0 ஆயின பினனதான 
சம்வபாடு மூடிவளள்‌ உறுபபுககளி தோகையிடப்படலாமெனக காட்டுக. 


(பயிற்சி 1 இன: முடிபைப பயனப$ததுக..] 
(5) கறு. என்னும பிரநியிட்டால ஐ2, -ர2- 253 அரி 


எனனும சமன்பாட்டை 
நூ பே, ம ஊர ?2 என்பதற்கு உருமாறறுக, 


& ௪8 எனாறும வேறு பிரஇயீடடால்‌ ந, டூ 3 எனபதறகுப்‌ பதிலாக முறையே 6/௧, 6/5, 
ஓ ச்ரூ காள்‌ ஆ ஆ ட்‌ ௫. 
(% -2௦)/ஈ என்பவறனறைக கொளளும ஜிக்காற்றியின வடிவச சமனபாடு ஒனறைப்‌ பெறுக. 


அது அணை கொணடு பிபபயிறசியினனு முதற சமனபாடு, ௩38 ஆயி, முூடிவுளள உறுப்‌ 
5 
புக்களில தொோகையிடபபடலாமெனக காடடுக. 


்‌்‌] 


1 பாத்த வகையீட்டு] ச,பன்பாடுக4 23௦ 


ட. ர 
(10) 2 ்‌ ட. எனணும பிரதியீடு பயிற்சி 9 இனது முதற சமன்பாட்டை ௨. 0, 0 
ச்‌ | 


எனபனவற்றிற்குப பதிலாக முறையே ந-௦, ௦, 6 என்பவறறைக்‌ கொள்ளும்‌ அதே 
போன்ற வடிவமுள்ள சமன்பாடடுக்கு. உருமாற றுமெனக்‌ காட்டு. அது துணைகொண்டு 
இவறறுள்‌ யாதுமொரு சமனபாடு ௩௬23௦ ஆனாலோ %3(%--2) ஆலுலோ முடிவுள்ள உறுப்‌ 
புக்களில்‌ தொகையிடத த௫ுமெனக்‌ காட்டுக, இந்தநியாயமுறையின்‌ மறிதரலால பயிறசி 9 
இனது மூதற சமனபாடு, %2(௪%--௧) ஆயின, முடிவுளள உறுப்புக்களில்‌ தொகையிடத்தகு 
மெனக்‌ காடடுக; இங்கு (பினவரும பமிற்தெளிலுமுளள போல்‌) 9 ஆனது பூச்சியம்‌ 
அல்லது யாதுமொரு நதோழுழுவெண்ணாகும்‌. 
ஐ 
(11) 2- -- எனனும பிரதியீடு பயிறசி 9 இனறு சமனபாட்டை ஐ, 6, 6 எனபவற்றிறகுப்‌ 
74 ॥ 
பதிலாக முறையே ௩-ஐ, ௦, 6 எனபவற்றைக்‌ கொயாளும்‌ ௮(தே போனற வடிவமுளள 
 சமனபாட்டூககு உருமாற்றுமெனச்‌ காட்டுக. ்‌ 
%-2(ஊ-௰) ஆயின்‌ இசசமனபாடு முடிவுள்ள உறுபபுககளில தொகையிடத தகுமென 
பதை உய்ததறிக. 
(13) 23-2௪ (2) --3 ஆயின்‌ பயிற்சிகள 9, 10, 11 ஆயேவறறிலிருந்து றிக்காறறி 
மின சமனபாடூ மூடிவுளள உறுபபுககலில்‌ தொகைலிடத்‌ தகருமெனபதை உய்ததறிக. 


இம்முடிபு, * அனது ௪ எனபதைபபோல பூசயெைம அல்லது நேர்முழுவெண்ணுக 





ரூ - க௪/(-.1) எனபதறகோ 2/(2--2) ஓர்‌ ஒற்றை (நேரோ மறையோ) முழுவெண் 
எனபதறகோ சமவலுவாரூமெனக காடடூக. 
] 3 
(13) க்க *்‌ ந ஜி. எனனும்‌ பிரதியீரகள நிககாற்றியின சமனபாட்டை 
ற்று 


5, உ ர எனபவறறிற்குப பதிலாக முறையே /(%--3)), 6/3), - (ரூ-4) (௩-4) 
எனபவறறைக்‌ கொளளும அதே போன்ற வடிவு வேறொரு சமனபாட்டுக்கு ௨௬ 
மாற்றுமெனக்‌ காட்டுக, 9 ஆனாது - 49/(29 -1) என்னும்‌ வடிவமாயின இவ்வுருமாற்றம ௪ 
என்பதை ௪-1 ஆல இடமாற்றஞ செய்யுமென்பதை உயத்தறிக. அத்தகை ௪ உருமாறறங்களை 
எடுத்துச்‌ இநஇத்தால்‌ இவ்வகையில்‌ நிககாறறியின சமன்பாடு முடிவுளள உறுப்புககளில்‌ 
தொகையிடத்தகுமெனக காட்கே. 

(14) 41/7, த1 என்னும்‌ பிரடியீடகள நிககாறறியின்‌ சமன்பாட்டை 6, 6, 78 
எனபவறறிறகுப பதிலாக முறையே ௦/(%-1- 1), 5/(%--1), - ௬/(ர-1) எனபவறறை 
கொளஞூம அதே போனற வடிவமுளன வேறொரு சமனபாட்டுக்கு உருமாற்றுமெனக்‌ 
காட்டுக, 9% ஆனது - 44/28 --1) எனனும வடிவமாயின றநிக்காறறியின சமன்பாடு முடிவு ள 


2 


உறுப்புக்களில தொகையிடத்‌ த௫ுமெனபதை (பயிறசி 18 இனது முடிபு வழஙக) உய்த்தறிக. 


168. நட டமு-_௩௫2--0 என்னும்‌ மொத்த வகையீட்டுச்‌ சமன்‌ 
பாட்டைத்‌ தொகையிடுதற்கு இரு முறைகள்‌ “ 

ஏற்கெனவே (அத்தியாயம்‌ %1) இல்‌ இசசமன்பாட்டின்‌ வேண்டிய 
போதிய தொகையிடற்றகவு நிபந்தனையையும்‌ இந்நிபநதனை திருத்தி 
யாக்கப்படுமிடத்து தொகையீட்டைப்‌ பெறுதற்கு ஒரு பொது முறையை 
யும்‌ தந்துள்ளோம்‌. இப்போது வேறு இரு முறைகளையுந்‌ தருவோம்‌. 
இவற்றுள்‌ (தொகையட்டுக்‌ காரணியை உட்கொளவது) ஒன்று சில ஏக 
லினச்‌ சமனபாடுகளுககு மட்டுமே பயன்படுததலாமென்னும்‌ குறை கொண் 
டது, ஆனால்‌ .இச்சமன்பாடுகளுக்கு இதுவே எமக்கு எட்டக்கூடிய மிக 
எளிய முறையாகும்‌. மற்றையது (மேயரினது முறை) மிகப்‌ பொதுவானது. 


224 வகையீட்டு* சமண்பாடுகள்‌ 


இதற்கு ஒரு தொகையிடலே வேண்டியது ; இக்காரணத்தால்‌ இரு தொகை 
மிடல்களை வேண்டப்படும்‌ மற்றைப்‌ (பிரிவு 111) பொது முறையோடு ஒப்பிடு 
மிடத்து இதற்கு அறிமுறை நயம்‌ உண்டு. எனினும்‌ ஆரம்பத்தில்‌ இம்‌ 
முறையை உபயோடுத்தல்‌ புத்தியாகாது ; ஏனெனில்‌ (இதிற்‌ சம்பந்தப்‌ 
பட்ட கோவைகளின்‌ சமச்சீரின்மையால்‌) வேண்டிய ஒன்றித்‌ தொகை 
யிடல்‌ செய்தல்‌ பலமுறையும பிரிவு 117 இல வேண்டப்படும்‌ இரு தொகை 
யிடல்கள்‌ செய்தலிலுங கடினமாகும்‌. அன்றியும்‌ மேயரினது முறை 
சில நிபந்தனைகளைப்‌ பற்றிக்‌ கவனம்‌ செலுத்தாது பிரயோகிக்கப்படுமாயின 
அது முந்றாய்த்‌ தவறான முடிபுகளாத்‌ தரககூடும்‌. 


169. ஏகவினச்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தொகையீட்டூக்‌ காரணி 
1--/ம, 55/ஐ ஆக, 1, 6, ம என்பன முறையே 
2] (ம, 6), ஐ (,9), ௨7% (ம, 9) 


எனனும வடிவங்களில்‌ உணரர்ததப்படக்கூடிய ஐ, 9, ௨ என்பவற்றில்‌ 
% என்னும்‌ ஒரே படியிலுளள எகவினச சாராபுகளாகுமிடத்து 


ம தப இந்தனை]. ப மடி உலவி லல்ல எல்‌ ப லடலக (1) 
என்பது ஒரு தொகையிடததகு சமன்பாடு ஆகுக. 
ஆயின நேம ம2-றம, மீ மறற ம. 


ஆகவே, (1) எனனுளஞு சமனபாடுூ ஆவது 
2(7(ம, 9) 88--ர(ம,௰) (௨28௨-௨ ம4)-% (ம, 9) மஉ-ட்ம ௨))--0, 
அதாவது ஐ (7--ஐர--௦%) 82-௦௨ (8 ௩ 50. 
(இகனிவிருநது, பூச்சியமலலாத ஐ£*3 (7-1 ஐர-டக) என்பதால்‌ வகுக்க, 5 
[சன 4 -- % 85 
௮ வ ட்ப ம அகத்து அதப்‌ வதன ப டக (2) 


(1) என்னுஞ்‌ சமன்பாடு ெதொகைமிடத்‌ தகுதலால்‌ (3) எனபதும்‌ உட 
னடியாகவோ ஒரு தொகையீட்டூக காரணியாற்‌ பெருக்கப்பட்ட பின்னரோ 
அவ்வாறாகும்‌. ஆனால்‌ (3) எனனுளஞு சமனபாட்டிலுள்ள முதலுறுப்பு 
உ ஐயே கொலாகரம, இரண்டாயாறுப்பு ௩, உ. என்னுமாறிகளையே. 
ஒரு மாறி மற்றையிரண்டிலுமிருந்து வேறுக்கப்பட்டுளளது ; தொகை 
மிடலுககு மிக இசைவாகும வடிவத்தைத்‌ தரும்‌ இவ்வேறாககல்‌ (மாறிலி 
யல்லாத) யாதுமொரு காரணியாற பெருககலால்‌ கொடுக்கப்படும. ஆகவே 
ஒரு தொகைய்டடுக்‌ காரணியைக்‌ தேட வேண்டியதில்லை ; (2) என்னுஞ்‌ 
சமனபாடு தான்‌ கொள்ளும வடிவத்தில்‌ செப்பமாதல வேண்டும்‌. ஆனால்‌ 
மாறி மாறறததோடூ (2) என்னுஞ்‌ சமன்பாடு (1) என்னும்‌ சமன்பாட்டி 
லிருந்து /2--ரெ--12% என்பதற்குச்‌ சமளுகும்‌. ீ* (7 ஐர-ட5௦) 
சகனனுங காரணியால்‌ வகுததலாற்‌ பெறப்படும்‌. 


மொத்த வகையிட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 20 


ஆகவே, 25--ரெ-482--0 ஆனாலன்றி 1/மீச-டர-ட88) என்பது 
782. ரீ ௩௦82-0 என்னும்‌ ஏகலினமான தொகையிடத்தகு சமன்‌ 
பாட்டின்‌ ஒரு தொகைமீட்டுக்‌ காரணியாகும்‌. இதுபோன்ற தேற்றம்‌ ஒன்று 
2, சீற) - ஷை -- 2. 4 சிர 0 
என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டுக்கும்‌ உண்மையாகும்‌. 
உ-ம்‌. (32-92) -- (2-1 25)ம9-ட (3 - ஐ3)42--0. 
இஙகு 22. ரெ ஜு ஐ -ட ஏறுது 352 - 232 
_ஏ(3-ட2௦௨-ட 2192) (24242) 
ஆயின்‌ தொகையமீட்டுக்‌ காரணி 1/(9(8-ட2) (--2)] ஆகும்‌. 
வகையீட்டுச்‌ சமனபாட்டை அதனாற்‌ பெருக்க 
ளே ரீ]... மூ-ஐர 
கு க டா டி உம 
ஐ-ட2 ' (4-2) ' (2-2) (4-8) 
க த்ரியாத்‌ ரச (முழஐ-)ம. (42-62) 
ப்‌ உட்க நு42) (2-2 2). 
மே ட ரீ. ரே 72 02. 
உட்த' நூ. 8 ௨-2 12 
82-08 ம : 08-82 த 
உட ஏ 4! 
ஆகவே மட (௪45)--மடு- மட (௮ --மட6 
அதாவது 4(2-1 8) -0(3--2). 
உ றப ு-2-0 ஆமின்‌ ந), சேல என இட்டு ஐீ£*! என 
பதால்‌ வகுக்க இரு மாறிகளே கொள்ளும்‌ . ரச 0 என்பது 
பெறுவோம்‌. 
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170' மேயரின்‌ முறை. மொத்த வகை ீட்டுச்‌ சமன்பாடடை 
2-2 (ஐ, 9, 2) 2-9 (6, 3, ,2)83/ 

என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதுக. 

தொகையிடற்றகவு நிபந்தனை (பிரிவுகள்‌ 118, 119) திருத்தியாக்கப்பட்டு 
2, 0 எனபன (3,339 என்னும்‌ புன்ளியின்‌ அயலில்‌ நிறையுருச்‌ 
சார்புகளாயின இப்புள்ளிக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ ஒரு பரப்பைக்‌ குறிக்கும்‌ 
-வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுத்‌ தீர்வு ஒன்று (ஒன்று மட்டுமே) உண்டு என்பது 
நிறுவப்படலாம்‌. மேயரின்‌ முறையால்‌ இப்பரப்பினதும்‌ (௯௦,330) என்னும்‌ 
புள்ளிக்கூடாக 5 அச்சுக்குச்‌ சமாந்தரமாய்‌ வரையப்படும்‌ ஒரு மாறு 
தளத்தினதும்‌ இடைவெட்டு வளையியைக்‌ கண்டு இப்பரப்பைத்‌ துணியலாம்‌. 
3. எனபவற்றிறகு நிறையுரு நிபந்தனையோடு இசைவாகும்‌ மிக 


எளிய பெறுமானங்கள்‌ எடுக்கப்படும்‌ ; உதாரணமாக (0, 0) அல்லது 


23௦ வகையிீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


(0.1) அல்லது (1, 1). ஐ என்பது இறுதி முடிபில்‌ எதேச்சை மாறிலி 
யா நிகழும்‌, பின்வரும்‌ உதாரணங்களைப்‌ படித்தலால்‌ செயன்முறையை 
றுக நன்றாக விளங்கக்‌ கொள்ளலாம்‌. (இிவ்வுதாரணங்கள்‌ கண்கணிப்பாகத்‌ 
தீர்க்கப்படலாமென்பது உண்மையே ; ஆனால்‌ கடினமானவை தேரப்பட்டி, 
ருககுமாயின்‌ மேயரின்‌ முறையைப்‌ பலமுறையும்‌ கொள்ளும்‌ சிக்கலான 
தொகையீடுகளிலா விவரங்களால்‌ இம்முறையின்‌ கோட்பாடு: மறைக்கப்‌ 
பட்டுளள தாகலாம்‌.) 
ஊம்‌ டூ. ர 9 மீற டக மீழ்‌ பப ப ப பயப்பட ட வவட வடக (1) 

தொகையிடற்றகவு நிபந்தனையாகய 

ஊ(0-0)--49(0-0)-1(6-0)-0 
என்பது இருததஇியாக்கப்படம்‌. 2, 4] என்னுஞ்‌ சார்புகள்‌ (0, 0, ௩) என்‌ 
பதன்‌ அயலில்‌ நிறையுருவானவையா தலால்‌ 0, 3-0 என எடுக்க 
லாம்‌. இப்புள்ளிக்கூடாக ௨- அச்சுககுச்‌ சமாந்தரமால தளம்‌ 
்‌ ஒஹ்‌ மீழ்‌ ரமிற்‌ : 1] ப பப்ப பல்லட உடமை (௮) 

எனபவற்றாலே தரப்படும்‌. 

சமன்பாடுகள்‌ (1), (2) ஆக௫ியவற்றிலிருுது 

85 (2-1. 4॥ட)5 ம ; 
ஆகவே ௨-0 ஆகுமிடத்து 2-3 ஆகுமென்னும நிபந்தனையால்‌ தொகை 
யீட்டு மாறிலியைத்‌ துணிந்தால்‌ 
வதனா] வடிந்த பலவன எக்கி ல கடக லங்க (9) 

3) எனனும சமன்பாடு (9) என்னுந்‌ தளத்தினதும்‌ வேண்டிய பரப்‌ 
பினதும்‌ இடைவெட்டூ வளையியிற கூடாக (மூ அச்சுக்ஞுச்‌ சமாந்தரமான “* 
பிறப்பாக்கேளைக கொண்டு) செல்லும்‌ உருளையைக்‌ குறிக்கும்‌. 

ு எனபதை (2), (3) எனனும்‌ சமலவபாடூகளிலிருந்து நீக்க 

5 ந -22-- 2] 

என்பதைப்‌ பரப்பின்‌ சமன்பாடாகம்‌ பெறுவோம்‌. 

க) எனபது ஒர்‌ எதேச்சை மாறிலியாக எடுக்கப்படூமாமின்‌ இதுவே (1) 


என்னுஞ்‌ சமனபாட்டின்‌ பொதுத்‌ ர்வு 


௦0௭ இம்‌ 
௨-ம்‌ (00) ரை ்‌ ர விரக பதவ வல அல கழ்‌ கவல வலில வம்‌ நடனத்‌ (க்‌) 





தொகையிடற்றகவு நிபத்தனையாகய 


327 9 927. 89 
- -7-0)-7(6-7)-1 (6-0)-0 
ற 3/ 4] ்‌ 


என்பது திருத்துயாக்கப்படும்‌. 
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௯-0, 50 என எடுத்தல்‌ முடியாது ; எனெனின்‌ 98/2, 22/3] 

என்பன முடிவில்லாதனவாகும்‌. எனினும்‌ ஆ-1, 9-1 என எடுத்தல்‌ 
போதியதாகும்‌. 


1-1)... 2 22 ய வலவ வல்லவ ல உட்டு (5) 

என இடுக. (4) என்னும்‌ சமன்பாடு ஆவது 
320௭ 277102 

ச ட படத வட்‌ 

இது தருவது 
மட2-மடஜ-மமட௪-மேட (14௬௩ (௪-1)): 
ஆகவே த(1-7% (ஐ-1)]3--தட9ர்‌. . 2 பய வவ வ கக கக்க வகிக்க க்கக் ககக 27 (6) 
(5), (6) என்பவற்றிலிருந்து ௬ ஐ நீக்க 


2372-2” 
எனனு!ந்‌ தீர்வைப்‌ பெறுவோம்‌. 
இக்குடும்பத்தின்‌ எல்லாப்‌ பரப்புககளும்‌ (9, 0, 2) என்னும்‌ புள்ளிக்‌ 
கூடாகச்‌ செல்லுமென்பது நோக்கப்படும்‌. 


இர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 

(1) மேலுள்ள உதாரணம்‌ (11) இல்‌ (0, 0, 2) என்பதை நிலையான புள்ளியாக எடுதது (8) 
என்னும்‌ சமன்பாட்டுககு ஒத்த உருளையை அப்புள்ளிக்கூடாகச்‌ செல்லுமாறு ஆக்க முயல்வோ 
மாயின்‌ எமது எத்தனம்‌ பயன்படாதெனக்‌ காட்டுக. 

(5) 982--நும-- (7-௮). மீ] என்பதைத்‌ இக்க. [(0, 1, 2) என்பதை நிலையான 
புள்ளியாகத்‌ தேர்ந்தெடுகக, திருத்தமான முடிபு 

92-20) (3-1)- 2 

(0, 0, 30) என்பதன தேர்வு ச - ந எனனும இருத்‌ தமில்லா முடிபுக்கு வழி காட்டும்‌.] 

(3) (1-3) ச2- (14-92) 4-2 (2-2) மீற என்பதைத்‌ தீர்க்க. 

(முடிபு 2--௨- (1-29)] 

171. இரண்டாம்‌ வரிசை ஏகபரிமாண வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌. 
பின்வரும்‌ தர்க்கம்‌ (பிரிவுகள்‌ 171-147) அத்தியாயங்கள்‌ 1௨, ௩ ஆகிய 
வற்றை மிகை நிரப்புவதாகும்‌. 2 குறித்து வகையிடல்‌ பிற்குறியாற்‌ குறிக்‌ 
கப்படும்‌. உற்பத்தியில்‌ நிறையுருவானவையாக (அதாவது உற்பத்தியில்‌ 
மையம்‌ கொண்ட போதிய அளவு சிறிய வட்டத்தின்‌ அகத்தில்‌ ஒருங்கும்‌ 
வலுத்‌ தொடராக விரிக்கத்‌ தக்கனவா8) உற்பத்‌ இயில்‌ மறையாதன என்னும்‌ 
கூடுதலான உடைமையுங்‌ கொண்ட £ இன்‌ சார்புகளைக்‌ குறித்தற்கு 
த (2), (ஐ), 7 (ஐ) 47 (2), &(ற) என்பவற்றை, அல்லது . சில சமயங்கவில்‌ 
நட சு, ம, ம என்பவற்றை; வழங்குவோம்‌. அவற்றின்‌ நிகர்‌ மாற்‌ 
க்களும்‌ %,(2)/& (2) என்பது போன்ற அவற்றின்‌ மடக்கைப்‌ பெ று.இகளும்‌' 
- நிறையுருவானவையாகும்‌. [புரோமிசசின்‌ “ முடிவில்‌ தொடர்‌ £, இரண்டாம்‌ பப்பு, 
பிகிவுகள்‌ 54, 84.] தனிச்சிறப்புப்‌ புள்ளிகள்‌ என்க ௯. றுமிடத்து இப்‌ 


லல ஆஷலையீட்டு, சமன்‌ ஈடகள்‌ 
3௮0 


ஞி 


பளளிகள்‌ தனியாககயவை, அதாவது யாதுமொரு புள்ளியை மையமாகக்‌ 
கொண்டு போதிய அளவு சிறிய ஆரையுளள வட்டம்‌ மற்றைப்‌ புள்ளிகள்‌ 
எல்லாவற்றையும்‌ வெளியகநறும்‌. 


172. ஒழுங்கான தொகையீடுகள்‌ புரோபீனியசின்‌ வடிடத்‌ இர்வுகமா 
ஒழுங்கான தொகையீடுகள்‌ எனப்படுவது பிரிவு 94 இற்‌ கூறப்பட்டுள்ளது. 
இது யாது பொருள்‌ கொளளும என்பதைப்‌ பற்றி இப்போது மிக விவரமாய்ச்‌ 
இந்தப்போம்‌. அத்தியாயம்‌ 1% இல்‌ உள்ள உதாரணங்களின்‌ விடைகளி 
னது வடிவஙகளைப பரிசோதுப்போம. தாததற்‌ செய்கையில்‌ நாலு வகை 
களைப்‌ பிரித்துக்‌ காட்டியபோதிலும்‌ ஈ௩-4 எனனும்‌ முற்றிய மூலியின 
பிரதானமாய்‌ வேறுவேறாகும்‌ இரு வடிவங்களே உண்டு. ஒரு தொகையீடு, 
உ எனக, எனறும்‌ 2 (ஐ) என்னும்‌ வடிவம்‌ கொண்டுள்ளது. இரண்‌ 
டாம்‌ தொகையீடாகய ௨ என்பது, பிரிவுகள்‌ 98), 99 ஆகியவற்றில்‌ 
உளளதுபோல்‌, சில உதாரணங்களில இதுபோனற வடிவம்‌, தரம்‌ (௮) 
எனக, கொண்டுள்ளது ; மற்றையவைகளில, பிரிவுகள்‌ 97, 98 ஆகிய 
வற்றில உள்ளதுபோல்‌, அது 


8₹ 1 (ஐ) மட ஐ-ட ஈம்‌) 


என்னும வடிவம்‌ கொண்டுள்ளது ; இங்கு உ எனபது நேராகவோ 


மறையாகவோ உள்ள. முழுவெண. (..க-:ரணமாக, பிரிவு 97, பமிற்சி 1 இல 1, 
பிரிவு 98 பயிற்ச 1 இல-4.) 


[7% ஆம்‌ வரிசைச சமனபாடுகள பறறியும புரோபீஸியசன முறையில (போலசைதின “வகை 
வீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுக்‌ கொள்கை, பாஃம 15, பககங்கன 78-95, அலலது இனை “ சாதாரண 
வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌, பககஙமபா 396-102) அறியுறை எடுததுககாடடில்‌ இரண்டும வகை 


களையே பிரிதது£ காட்டல இசைவாகும; இவறறுள்‌ இரண்டாவது ம) ந, 1 எனனும்‌ 


வகைகளை அடகஃகும்‌. அவ்விரணடாம்‌ வகையை எற்துதாளவதறகுத தன குணகஙகள 2 
இன சாரபுகளாகவுள்ள தொடாரீ (6-1) 70223.......... 7 (௦-1) எனபதாற பெருக 
கப்படிம ; இங்கு ரீ (0)-0எனபது ஈட்டிசாம சமவபாடாக, * ஆனது முழுவெணகளால்‌ வித்‌ 


இயாசப்படும ஒரு தொடைக்கு உரிய எவையேனும 7 மூலங்களின்‌ மிகப பெரிய வித்தியாசம்‌ 
ஆகும்‌ (வகை 114 பற்றிய முறையோடு ஒப்பிடுக). யாதுமொலறுககும அதனைப பின 
தொடருவதற்குமிடையேயுளள வித$யாசம ஒரு நோ முழுவெணபை அலலது பூசசியமாகுமாறு 
ஒழுஙகுபடுத்தப்படும்‌ மூலககள இத்தொடரிவம 6 கூறிததுளள பினனடும பகுஇ வகையமீட்டுக 
குணகஙகளிறும முறையே பிரதியிடபபடம. எனினும்‌ பயிறசிககாத இாக்குமிடதது இந்த 
முறை பெருநதொகையான அனாவசிய வேலைகளு வழிகாடடும ; ஆகவே அததியாயம்‌ 1௧ 
இல அது பறறி, விசேடமாக எமது வகை 1 பறறி, பெருந்இரிவு செய்துளளோம்‌.] 

8 ஆனது பூச்சியப்‌ பெறுமானத்தையும்‌ எடுத்தற்கு இடங்கொடுக்கலா 
மென்னும சிறு திரிவு செய்து கொணடூ இவ்வடிவங்களை உற்பத்தியில்‌ 
சீரானதகாயமைந்த (இரண்டாம்‌ வரிசை ஏஃபரிமாண வகைமீட்டுச்‌ சமன 
பாட்டின) தொகையீடுகளின வரைவிலககணங்களாக எடுப்போம்‌. இது 
உண்மையில்‌ எவ்வித வேற்றுமையையம்‌ ஆககாது ; எனெனில ௪ 
பூச்சியமாயின, ௦2712 (2) மட2- (2)) என்னுந்‌ தொகையீட்டை 

2 (0) ம £ (0) 


* (0) னக ிமடம-டத்‌ (ஐ) - % (0) [7 (2) 
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என்னும்‌ தொகையீடுகளின்‌ எகபரிமாணச்‌ சேர்க்கையால்‌ இடமாற்றம்‌ 
செய்யலாம்‌ ; இது (௪) ஆனது ஈ என்பது காரணியாகவுள்ள ஒரு நிறை 
யுரு சார்பால்‌ இடமாற்றம்‌ செய்யப்படுதலில்‌ தவிர முன்போன்ற வடிவ 
மாகும்‌. இதே மாதிரி ௯£%(ஐ) என்னும்‌ உ இன்‌ முதல்‌ வடிவத்தில்‌ 
௬, 8 என்பன சமமில்லாதனவென என்றும்‌ உத்தேசிக்கலாம்‌ ; 
ஏனெனின்‌ அவ்வாறு இனறேல்‌ உ யை ஐ5*1 ஓக்‌ காரணியாகக்‌ கொண்ட 
பன ர ௨ எனபதால்‌ இடமாற்றம்‌ செய்யப்படலாம்‌. 

7% ஆம்‌ வரிசை ஏகபரிமாண வகையமீட்டூச்‌ சமனபாடுகளுக்கு உற்பத்தி 
மில்‌ சீரானதாகும்‌ ஒரு தொகையீடு 

27% (2) (மடஐ)”- 26 ௦) (மட) 1-...... 29 (5)) 


என்னும்‌ வடிவம்‌ கொள்ளுமென வரையறுக்கப்படும்‌ ; இங்கு 4,....% 
என்பன பூச்சியம அல்லது (நேராகவோ மறையாகவோவுள்ள) எவை 
யேனும்‌ முழுவெண்களாக 7 ஆனது 0, 1, 2, ...., 7-1 என்பவற்றுள்‌ 


எப்பெறுமானமும்‌ கொள்ளலாம. ஆயின்‌ முதல வரிசைச்‌ சமன்பாடு 
களுக்கு ஒழுங்கான தொகையீடுகள்‌ மட ௨ என்பதைக்‌ கொண்டிருக்க 
முடியாது. இரண்டாம்‌ வரிசைககு மடக்கை ஏகபரிமாண முறையில்‌ நிகழ 
லாம்‌ அல்லது நிகழாமலேயிருக்கலாம்‌. இது அத்தியாயம்‌ ௩ இலிருந்தும்‌ 
பின்வருமாறு உயத்தறியபபடலாம்‌. பிரிவு 107 இல்‌ தொகையீடுகள்‌ 
இரண்டும்‌ மடக்கைகள்‌ கொள்ளாதிருந்தன. மிரிவு 110 இல்‌ ஈ கள்‌ 
௦ இன்‌ சார்புகளாக ௧£3 ௨” என்னும்‌ வடிவத்திலுள்ள தொடரை 
0 

௨ யைக குறித்துப்‌ பகுதியாய்‌ வகையிட்டுக்‌ கொண்டு அதன்‌ பின்‌ 6 
எனபதை 8 ஆல இடமாற்றம்‌ செய்தலால்‌ ஒர்‌ இரண்டாம்‌ தொகையீட்‌ 
டைபு பெற்றுளளோம்‌. (பிரிவு 110 இல்‌ தரப்படாத) இம்முடிபு 


(2 5, (8) ளி) மட ஜ- (2 க்‌ தி] 


ஆகும்‌ ; இது 
ஐ5( (௮) மட ௪-௪ (6)) 
என்வும்‌ வடிவமாகும்‌. 


ஈ,(,3) இன முதல 4 குணகஙகள்‌ பூச்சியமாகி த இன்‌ முதல்‌ ம 


குணகங்களும்‌ பூச்சியமாகுமாயின, ௨-2) சம. 

. மட ௨ இன்‌ இணைகாரணி தானு மே ஒரு தொகையீடாகுமென்பது கவ 
னிக்கப்படம்‌, இது வேறு விதமாகவும்‌ நிறுவப்படலாம்‌. 2 (2), 9 (2) 
என்பன உற்பத்தியின்‌ அயலில்‌ ஒருசீராக (அதாவது, ஒன்றிப்‌ பெறுமானம்‌ 

ள்ளானவாக) . 

2-2. (2-39(௮-0.... ப (1) 
என்னும்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டை எடுக்க. 
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இச்சமன்பாட்டின்‌ இடக்கைப்‌ பக்கத்‌ தில்‌ இற்கு 2£1%(2) மட ௨--2%(2)) 
(-மமட2--ம, என்க) என்பதைப்‌ பிரதிமிடுவோமாயின்‌ தொகையீட்டின்‌ 
வரைவிலக்கணத்தால்‌ முடிபு சர்வசமனாகப்‌ பூச்சியமாதல்‌ வேண்டும்‌, 
இம்முடிபில்‌ மட ௨ ஆனது 89-68, 22-1௦ என்னும்‌ இணைகாரணியோடு 
நிகழும்‌. இதுவும்‌ மட௨ என்பது தலிர முடிபிலுள்ள மற்றையெல்லா 
உறுப்புக்களும்‌ ௨£ இனதும்‌ ஓர்‌ ஒரு சர்ச்‌ சார்பினதும்‌ பெருக்கமாகும்‌ ; 
இதற்குக்‌ காரணம்‌ 7, 9 என்பன ஒரு சீராகக்‌ கொள்ளப்படுவதும்‌ 8, 2 என்‌ 
பனவும்‌ மட, 6, 4) 9) என்பனவும்‌ இவ்வினப்‌ பெருக்கங்களாவதுமேயாம்‌. 
சர்வசமன்பாட்டை மட ௨ இன்‌ இணைகாரணியால்‌ வகுத்தல்‌ முடியுமாயின்‌ 
மட ௨ என்னும்‌ ஒருசீரல்லாச்‌ சார்பூ ஈர்‌ ஒருசீர்ச்‌ சார்பகளின்‌ எஈவு 
ஆகும்‌, அதாவது தானுமே ஒருசீர்ச்‌ சார்பு ஆகும்‌, என்னும்‌ அனர்ததமான 
முடிபைப்‌ பெறுவோம்‌. ஆகவே வகுத்தல்‌ முறைமையின்றியதாகும்‌ ; 
இதறகுக்‌ காரணமாகக்‌ கூடியது இணை காரணி பூச்சியமார்தலே; அதாவது 
ம வும்‌ ஒரு தொகையீடூ ஆகும்‌. 

(உற்பத்திமின்‌ அயலிற்‌ குணகஙகள்‌ ஒருசீராகும்‌) ௩ ஆம்‌ வரிசைச்‌ 
சமன்பாட்டினது ஓர்‌ ஒழுங்கான தொகைமீட்டில்‌ நிகழும்‌ மட ௨ இனது 
மிகவயர்ந்த வலுவின்‌ இணைகாரணிக்கும்‌ இதுபோன்ற தேற்றம்‌ உண்மை 
யாகும்‌. ஆயின்‌ ஒழுங்கான தொகையீடுகள்‌ நிகழும்‌. ஆயின்‌ ஒழுங்கான 
தொகையீடுகள்‌ நிகழும்‌ ஒவ்வொரு வகையிலும்‌ அவற்றுள்‌ ஒன்றாதல்‌ 
மடக்கைகள்‌ கொள்ளாது ௪₹%(௦) என்னும்‌ வடிவம்‌ கொள்ளல்‌ வேண்டும்‌. 


173. ஃபூசின்‌ தேற்றம்‌. 

தனது குணங்கள்‌ உற்பத்தமின்‌ அயலிற்‌ சிராகும்‌ இரண்டாம்‌ வரிசை ஏகபரிமாண வகை 
யிட்டு*்‌ சமன்பாடு உற்பத்இியில்‌ ஒழுங்காகும்‌ தொகையீடுகள்‌ கொள்ளுதற்கு வேண்டிய போதும 
நிபந்தனையாவது இச்சமன்பாடூ, 1, 4 என்பன உற்பத்தியில்‌ நிறையுருவாக, 

330 நற்‌ (2) நற (2)-0 

என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ உணர்த்தப்படத்‌ தகுமென்பதே. 

புசோபீனிய௰சின முறை பற்றிய தர்க்கம்‌ (பிரிவுகள 106-110) இந்றிபந்‌, 
தனை போதியதாகுமென்பதை நிறுவும்‌. இப்போ அது வேண்டியது என்‌ 
பதை நிறுவுதல்‌ வேண்டும்‌. பிரிவு 172 இலிருந்து, ஒரு தொகையீடாதல்‌ 
25% (2) என்னும்‌ வடிவமாகும்‌. இதனை ௨) என்பதாற்‌ குறிக்க. 
ரம] 2௧௧ என இட்டுககொணடூ பிரிவு 172 இன்‌ (1) என்னும்‌ சமன 
பாட்டிற பிரஇுய்‌்டூக. % ஆனது ஒரு தொகைமீடு ஆதலாலும்‌ தொகை 
யிடற குறி கொள்ளும்‌ உறுப்புககளுக்கு க6ி--ஷூ௰- மட ஆனது ஒரு காரணி 
ஆதலாலும்‌ இவவறுப்புககள்‌ மறைந்து 

282-227 2-0........ டட. (2) 

என்பது பெறப்படும்‌. 
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இனி 4 என்னுந்‌ தொகையீடு 
ஜீ, ௧₹(% (2) மட£-டசிக்‌ (5)) 
எனனும்‌ இரு வடிவங்களுள்‌ ஒன்றைக்‌ கொள்ளலாம்‌. ஆகவே 








மிய & (2) ம்‌) 
(2 டட ல (ற்‌ அல்லது மட உக. (2) 
_2ீ-௨ ஐ), அல்லது மட ஐ-டஐூ 14 (ஐ), என்க ; 
ம [3] த 
ஆகவே சர்ச (()-ச வ்‌ ((8 - 0) 77-௪4), 
அல்லது ஐ3-ஐ-1 (மாமி. 


72(0)-40 ஆகுமாறு & (ற) ஆனது நிறையுருவானதாக, 2 என்பது 
இரு வகைகளிலும்‌ ௨? & (5) என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதப்படலாம்‌. [முதல்‌ 
வகையில்‌ 12-41. இரண்டாம்‌ வகையில்‌ 5 என்னும்‌ முழுவெண்‌ நேர்‌ அல்லத. 
மறையாதற்கேற்ப 7-௩ - 1 அல்லது 5 - 1 ஆரும்‌.] 
ஆகவே (8) என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டிலிருந்து 
வ உ 9 ௨௫) 


௮ லச வர்ல என்க : 
4 3 4 உடம்‌ ஐ 7. ஐ. 


இஙகு ற ஆனது உற்பத்தியில்‌ நிறையுருவாகும்‌. 

அன்றியும்‌ ௧£% (ஐ) ஆனது (1) என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தொகை 
யீடாதலால்‌. 

8 

றத 003 நட ௦௨ - 1) 25 “8-1 (23%, - ஊ* 12) 22 மத்‌0 ; 

இது தருவது ப 
1 ஐ கோட்‌, மு! _ர(2) லட்‌ 

இங்கு ர ஆனது உற்பத்தியில்‌ நிறையுருவாகும்‌. 

(1) என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டை ஜீ ஆல்‌ பெருக்கக்கொண்டு ௨2, 20 
என்பவற்றை முறையே ற, 8 என்பவறறால்‌ இடமாற்றம்‌ செய்யுமிடத்‌ ௪ 
தேற்றத்தால்‌ தரப்படும்‌ வடிவத்தைப்‌ பெறுவோம்‌. 





குர்த்தற்கான பயிற்சி. 
மூ கிலா டீக்‌ மட2 என்பதிலிருந்து எதேச்சை மாறிலிகளை நீக்கலால்‌. 
8 (4-மடற) -- (8-மட 2) நூ -$ு மட5-0 
என்னும்‌ வகையட்டுச்‌ சமன்பாட்டைப்‌ பெறுக; ஆகவே இது தனது 
தொகையீடுகள்‌ எல்லாம்‌ உற்பத்தியில்‌ ஒழுங்கான போதிலும்‌ ஃபூசின்‌ தேதி 
றத்திலே தரப்படும்‌ வடிவத்தில்‌ உணர்த்தப்படத்தகாத இரண்டாம்‌ வரிசை 
௪கபரிமாண வசையீட்டுச்‌ சமன்பாடாகும்‌. 


௦49 வகையூட்டு?்‌ ச.மன்பாடுகா 

உற்பத்‌ தியின அயலில்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ குணகங்கள்‌ ஒருசீர்‌ 
ஆதல்‌ வேண்டுமென்னுங்‌ கட்டூப்பாட்டின்‌ முக்கயத்தை இப்பயிற்சி காட்டும்‌. 
உண்மையில்‌ இது ஒரு கூடுமையான கட்டுப்பாடு. ஏனெனின்‌ 

4/-- 4௧89 2) -ட்22*(% (௦ மட2-- சிர்‌ (2) 
என்னும்‌ வடிவத்திலுள்ள முற்றிய மூலிகள்‌ எல்லாவற்றையும்‌, ஈ£ர்‌ (2) 
ஆனது ௪4 (௨) என்பதன்‌ ஓர்‌ எண்மடங்காகவேயிருக்கும்‌ விசேட வகை 
யைத்‌ தலிர்த்து, இது புறநீங்கலாககும. 

174. சாதாரண புள்ளிகளும்‌ தனிச்‌ சிறப்புப்‌ புள்ளிகளும்‌. 

ற, ர என்பன (8, &, ந, 88, & ஆரியவறறைப்‌ போலல்லாது உற்பத்தி 
வில்‌ மறையலாம்‌. குறிபபிட்ட வகையாக ஐயை உ ஆலுமர வை” 
ஆலும்‌ வகுக்க முடியுமாமின்‌ (1) என்னும்‌ தொடக்க வடிவத்திலுளள 
சமன்பாட்டுககு 2, 9 என்பன உற்பத்தியில்‌ நிறையுருவானவையாகும்‌. 
இவ்வகையில உறபததி ஒரு சாதாரண புளளியெனப்படும்‌ ; புரோபீனி 
யன முறையைப்‌ பிரயோகிக்குமிடதது 0., 1 என்பவற்றை மூலங்களாகக 
கொணடு ஒரு தேராக்‌ குணகததிறகும்‌ (பிரிவு 99 இல்‌ உள்ளதுபோல்‌) இறு 
தமில்‌ இரண்டும வலுததொடராகும்‌ எகபரிமாண முறையாய்ச்‌ சாராத (இரு 
தொகையீடுகளுக்கும்‌ வழிகாட்டும்‌ ஒரு சுட்டிசாரா சமன்பாட்டைப்‌ பெறு 
வோம்‌. மடக்கைகளோ நேர்‌ முமுவெல! (அல்லலு பூச்சியம்‌) ஆகாத 
சட்டிகளோ றநிகழல முடியாது. ஆனுல பிரிவு 98 ௨-ம்‌ 2 இல்‌ உள்ளது 
போல்‌ உறபததி சாதாரணப்‌ புள்ளியாகாது சுட்டிசார்‌ சமன்பாடு 0, 1 என்னும்‌ 
மூலங்களைக்‌ கொள்ளலாம்‌. 


சாதாரணமாகாத புள்ளிகள்‌ தனிச்‌ றப்ப புள்ளிகள்‌ எனப்படும்‌. (தனது 
அயலில்‌ சமனபாட்டூக கூணகங்கள்‌ ஒருசீராகும.) தனிச்‌ சிறப்புப்‌ புள்ளியில 
எல்லாத தொகையீடுகரரம்‌ ஒழமுஙகானவையாயின்‌ அது ஒரு சீரான 
தனிச்சிறபபுப புள்ளியெனபபடும்‌, 

இவ்வரைவிலக்கணஙகள்‌ வகையீடடச்‌ சமனபாட்டின, அதாவது (1) 
என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதப்படுமிடதது அதன குூணகஙகளின்‌, தனிச்‌ 
சிறப்புப்‌ புளளிகளையே குறிக்கும்‌. சாதாரண புளனிகள பற்றிய தர்க்கம்‌ 
காட்டுவது தொகையீடுகளின தனிச்‌ சிறப்புக்கள சமன்பாட்டின்‌ தனிச்‌ 
சிறப்புககராகுமெனபதே ; ஆளுல்‌ மறுதலை எனறும்‌ உண்மையாகாது. 
உதாரணமாக, 9.42”, 82” என்பதிலிருந்து 4, 19 என்னும்‌ எதேச்சை 
மாறிலிகளை நீகக, 

ஐ, - (௮4% 1). டு --0. 

0 1) எனபன சமமில்லா தோ முழுவெண்களாகவோ ஒன்று பூச்சியமாகி 
மற்றையத 1 அல்லாத நோ முழுவெண்ணாகவோ இருப்பின்‌ உற்பத்தியானது 
சமனபாட்டுக்கு ஒரு தனிச்சிறப்பாகும்‌ : ஆனால்‌ தொகையீடுகளுக்கு அவ்வா 
றுகாது இங்குள்ளதுபோல்‌ சமன்பாடடுக்குத தனிச்சிறபபாகும்‌ ஒரு புளளியில்‌ 
ஒவ்வொரு தொகையீடும்‌ நிறையுருவாகுமிட்த்து இத்‌ தனிச்சிறப்பு தோற்றர 
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வானது எனப்படும்‌. மற்ற வகைகள்‌ எல்லாவற்றிலும்‌ தனிச்சிறப்பு மெய்‌ 
மானது எனப்படும்‌. ஒரு தோற்றரவான தனிச்சிறப்பில்‌ சுட்டிசார்‌ சமன்‌ 
பாட்டு மூலங்கள்‌ சமமில்லா நோ்முழுவெண்களாகவோ பூச்சியமும்‌ 1 இலும்‌ 
பெரிய முழுவெண்ணாகவுமோ இருக்க வேண்டும்‌. சிறிய மூலம்‌ (பிரிவ 
99 இல்‌ உள்ளதுபோல்‌) ஒரு தேராக்‌ குணத்திற்கு வழிகாட்ட: வேண்டு 
மென்பதும்‌ வேண்டியதாகும்‌. 


தர்த்தற்கான பயிற்சிகள்‌ 
(1) ஐ), ர(ே) என்பன உற்பத்தியில்‌ நிறையுருவானவையாக, உறபததி 
கழ றை) நரம) -0 
எனனுளஞு சமன்பாடடினது தோற்றரவான தனிசசறபபு தற்கு ஒரு வேணடிய (ஆனால்‌ 
போதியதலலா) திபநதனையானது ஐ(0)--ஒரு மறை முழுவெண என்பதையும்‌ உற்பதத 
ஒரு சாதாரணப புள்ளியாதற்கு வேண்டிய போதிய நிபததனைகள்‌ ஐ(0) -ஏ(0)--(0) - 0 
எனபதையுங காட்டுக. 
(2) உறபததி 
(14-25) 0-0 
எனபதன தோறறரவுத. தனிசசிறபபெனக காட்டி 
40 நமர்‌ றட ந்த.) (67-02 - ஸ5....) 
எனனு முற்றிய மூலியைப்‌ பெறுக. 
(3) உறபததி ஐ3_-* (ஐ* - 2)9/--0 எனபதவ ஓரு மெயததனிச கிறப்பு எனபதையும்‌ எந்தத்‌ 
தொகையீடும மடககை கொளளாது என்பதையும்‌ காட்டுக்‌, 
[சடடிசார்‌ சமன்பாட்டு மூலஙகள -1, 3 என்பன. சிறிய மூலம ஐ, ஆனது தேராதங எனத்‌ 
தரும (பிரிவு 99 பாகக). பெறபபடூ முடிவில்‌ தொடாகளா கூடட்பபடலாம ; அவை இறஙுதியில 


தருவது 
ு-.4௧-3 (கோசை சீ உசைைை-(ம2-1 (சை ௨-௨ கோசை ௯ 


175. பூசின்‌ வகைச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 

உற்பத்தியல்லா மற்றைப்‌ புள்ளிகளைப்‌ பறறிக சருதுவதறகுச்‌ சிந்துக்கப்படும்‌ 
புள்ளி 2--௨ என்னும முடிவுளள புளளி அல்லது 2-௦ என்னும்‌ முடிலிலிப்‌ 
புளளியா தற்கேற்ப றம அல்லது &-௨-1 என இட்டுக்கொண்டு ஒரு 
மாறிமாநறம்‌ ஆக்குவோம்‌. (1) என்னும்‌ சமன்பாட்டில்‌ 7, ட என்னும்‌ 
சார்புகள ஐ, 8, 6, ....... என்னும்‌ எல்லைப்பட்ட தொகைப்‌ புளளிகளைத்‌ 
தவிர்த்து ஒவவொரு முடிவுவ்ள பள்ளியிலும்‌ நிறையுருவானவையாயின 
இவையே இயல்தகு முடிவுளள துனிச்சிறப்புப்‌ புள்ளிகள்‌ என்பது பெறப்‌ 
படம்‌. ஆயின்‌ மாறி மாற்றம்‌ ஆககாது 22, ர என்பன எங்கு நிறையுரு 
வாகத்‌ தவ றுமெனப்‌ பார்த்துச்‌ கண்கணிப்பு முறையில்‌ இப்புள்ளிகளைக்‌ 
காணலாம்‌ ;) உதாரணமாக, 

2-2 23-10) 
 ஐ(௪-3)' 9) 6௨ கர 


ஆயின்‌, 8-0), 3, 4 ஆகியவற்றால்‌ தரப்படும்‌ பள்ளிகளே இயல்தகு 
முடிவுள்ள தனிச்சிறப்புப்‌ புள்ளிகள்‌. அன்றியும்‌ ௨-௨ என்னுதநீ குனிச்‌ 
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இறப்புப்புள்ளி ஒமுங்கானதாவென்பதைச்‌ சோதத்தற்கு (2 - 8)2, (2- 250 
என்பன இரண்டும்‌ ௨-௨ இல்‌ நிறையுருவானவையா என்பதையே 
நாம்‌ கவனிததல்‌ வேண்டும்‌. இவ்வுதாரணுத்தில்‌ 0, 53 என்பன ஒழுங்‌ 
கான தனிச்சிறப்புப்‌ புளளிகள்‌ ; ஆனால்‌ (ஐ - 4) “9 ஆனது தன்‌ பகுதியில்‌ 
(ஐ - ய) என்னுங்‌ காரணியைக்‌ கொள்ளுதலால்‌ அது ௨-4 எனபதில்‌ 
நிறையருவாகாமையால்‌ 4 எனபது ஒழுங்கற்ற தாகும்‌. 

2-௯ என்னு முடிலிலிப்புள்ளி மாறி மாற்றத்தால்‌ மிக நன்றாக 
எடூத்காளப்படலாம்‌. 

(தனது குணகங்கள எங்குஞ்‌ சீராகும்‌) ஒரு 
சிறப்புப்‌ புள்ளிகளா எல்லாம்‌ ஒழுங்காயின்‌, 
வகையிலுளளதெனப்படும்‌. 


சமன்பாட்டின்‌ தனி 


இச்சமன்பாடு ஃபூசின 


தர்த்தற்கான பமிற்சிகள்‌ 
(1) -ஆழூ,*1- (மட டல - பற ௭௬0 


எனனும அ.இபர பெருககற சமனபாடடூக்குத தஃபிசசிறபபுப்‌ புளானிகள ஓழமுஙககானவையாகும்‌ 
0,1,ல என்பனவே எராக காட்டுக, 


௫ 1 - ட க பஒ-0 எனனும்‌ லசாததரின சமனபாடடூககுத தனி 
சிறபபுப்‌ டல ஒஓழுஙகானவையாரும. 1, -1, ௦ என்பனவே எனக்‌ காட்டுக, 


லூ முட்‌ 6:30 எனனும பெசலின்‌ சமனபாட்டுககுத தனிச்சிறபபுப்‌ புள்ளி 
தமா 0, ஐ எனபன! எனவும அவறறுமா முதலாவது ஒமுகலானதாக இரண்டாவது அவ்வாறா 
காது எனவும்‌ காடடூக. 


(4) ரைமானியிஅ௮ 2 - சமனபாடாகிய 


௨௦ 
ஆமி ட 
(ம இடம 


ந - 0-0 2௦12-0) (௪-௦ ( 
அதாவது ர்க ம்‌ கட்ட டப்ப வப்‌ 4 


எப வ்டபபபயயையயை ௮ை (0, 
2-௨ ந-௦ (ஐ -ம0)(ஐ-0) 
சீ சீ ்‌ ச ௩ ன்‌ 
எனபது, -01- த திமா ௯1 ஆயின்‌, க, 6, 2 என்பவற்றை தழுங்கான தனிச்சிறப 
புப்‌ புள்ளிகளாகவும்‌ ஐ எனபதையும உமரசாடமமகும மறறைப்‌ புளளிகளச சாதாரண புளஸிக 
சாகவும்‌ கொண்டது என்பதைந தாட்டுக. 


(ச 
௨௨ என்பன ஐ என்னும்‌ புள்ளிக்கு ஓ 


ஓத்து சட்டிசார்‌ சமன்பாட்டின மூலகைளை என்பதை 
மாறி மாறறததாற காட்டுக. 


(5) 1, 3, 4 எனனும பயிறசகளின சமன்பாடுகள ஃபூசன வகையாக, பயிறசி 3 இன்‌ சமன 
பாடு அவவாறாகாறு என்பதை லாடடக. 


(6) பின வரும சமனபாடு ஃபூசின கடல்‌ காடடூக : 


ட 
கர்ப ப ரகம: 


இஙகு மு ஆனது தமமுூள எவையேனும்‌ இரணடு சமமிலலா (௪-2), (௨-6, (௪-௦), 
எனனும எததொகை, &% எனக, எகபரிமாண௩க காரணிகளின்‌ பெருககமாக, 2 


த என்பன 
முூதையே (௩-1) இறும (8% - 3) இலும்‌ பெரிய படிகளில ம 


இன்‌ பலலுறுப்பிகளாகும. 
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176. இறப்பியல்புச்‌ சுட்டி 
7, ௩ என்பன நேர்‌ முழுவெண்கள்‌ அல்லது பூச்சியமாக, ஐ, ர என்பன 
2-0 ஆகுமிடத்து பூச்சியமாகா ௨ இன்‌ நிறையுருச்‌ சார்புகளாயின்‌ 


9-2 ற) 2 8ர2)-0 
என்னும்‌ சமன்பாட்டை எடுக்க. 


இச்சமன்பாட்டை புரோபீனியசின்‌ ச. இர்த்தற்கு எத்‌ ணிப்பேர்‌ 
மாயின்‌ ர யை (௨£ என்பதோடு தொடங்கும்‌) ௨ இன்‌ வலுத்‌ தொடரால்‌ 
இடமாற்றஞ்‌ செய்து வகைமீட்டச்‌ சமன்பாட்டின்‌ இடக்கைப்‌ பக்கத்‌ தாலே 
தரப்பட முடிவில்‌ ௨ இன்‌ மிகத்‌ தாழ்ந்த வலுவின்‌ குணகத்தைப்‌ 
பூச்சியத்திற்குச்‌ சமப்படுத்தலால்‌ சுட்டிசார்‌ சமன்பாட்டைப்‌ பெறுவோம்‌. 
முதலாம்‌ இரண்டாம்‌ மூன்றாம்‌ உறுப்புக்களிலுள்ள ௨ இன்‌ மிக; 
தாழ்ந்த வலுக்கள்‌ முறையே ௦-2,0-%-1, 2- ம என்பனவாகும்‌. 
இங்கு மூன்று வகைகள்‌ எழும்‌ : ்‌ 

1) இவ்வெண்களுள்‌ முதலாவது மற்றை யாதுமொன்றிலும்‌ பெரிதாக 
யின்‌ சுட்டிசார்‌ சமன்பாடு இரண்டாம்‌ படியாகும்‌ ; 

(ம) இவ்வெண்களுள்‌ இரண்டாவது முதலாவதிலும்‌ சிறிதாக மூன்று 
வதிலும்‌ பெரிதாகாதாயின்‌ சுட்டிசார்‌ சமனபாடு முதற்‌ ட்‌ (பிரி 
100, பயிற்சிகள்‌ 2, 4 ஆ௫ூயவற்றைப்‌ பார்க்க) ; 

(11) இவ்வெண்களுள்‌ மூன்றாவது மிகச்‌ சிறியதாயின்‌ சுட்டிசார்‌ சம 
பாடு பூச்சியப்படியாகும்‌ (பிரிவு 100 இல்‌ உள்ள உதாரணம்‌ பார்க்க). 

வகை (1) இல்‌ ,₹1, ம£3 அதலால்‌ ஃபூசின தேற்றத்தால்‌ ஈ 
ஒழுங்கான தொகையீடுகள்‌ இருத்தல்‌ வேண்டும்‌. 
வகை: (1) இல்‌ ஓர்‌ ஓமுஙகான தொகையீடு இருக்கலாம்‌. எனினும்‌ 
பல முறையும்‌ நிகழ்வதுபோல்‌ (பிரிவு 109, பயிற்சி 4 பார்க்க) பெறப்படும்‌ 
ஒன்றித்தொடர்‌ ௨ இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ விரியுமாயின்‌ 
ஒழுங்கான தொகையீடு இல்லை. 

வகை (111) இல்‌ தொடர்‌ யாதுமில்லாமையால்‌ ஒழுஙகான தொகையீடு 
இடையாகது. , 

“ இறப்பியல்புச்‌ சட்டி '*? என்பது எழும்‌ வகையைக்‌ குறிக்கும்‌ (பூச்சியச்‌ 
தோடு தொடங்கும்‌) எண்ணாக வரையறுக்கப்படம்‌, அதாவது வகை (1) 
இற்கு 0, வகை (11) இற்கு 1, வகை (14) இற்கு 3. இவ்வரைவிலக்கணத்‌ 
தையும்‌ சுட்டிசார்‌ சமன்பாட்டின்‌ இயல்தகு உயர்வுப்படி பற்றிய தர்க்கத 
தையும்‌ எவ்வரிசைச்‌ சமன்பாடுகளுக்கும்‌ விரித்தல்‌ எஸிதாகும்‌ ; 
அதாவது என்னும்‌ வரிசையும்‌ £ என்னும்‌ ஏறப்பியல்புச்‌ சுட்டியுமுள்ள ஏகபரிமாண 
. வகையிட்டுச்‌ சமன்பாட்டுக்கு ம 2) இற்கு மேற்பட்ட ஒழுங்கான தொகையீடூகள்‌ இருத்தல்‌ 
முடியாது என்னும்‌ முடிபு பெறப்படும்‌. 
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177. செவ்வன்‌ தொகையீடூகளும்‌ உபசெவ்வன்‌ தொகையீடூகளும்‌. 


ட 

பிரிவு 100 இல்‌ புரோபீனியசின்‌ முறையினால்‌ 8 என்னுங காரணி 
கொண்ட தொகையீடடைக்‌ காணமுடியாது என்பதைக்‌ கண்டுள்ளோம்‌. 
இது 8௨ எனலும்‌ வடிவத்திலுன்ள தேன வரையறுககப்படும்‌ செவ்வன 
தொகையீட்டின இரு குறிப்பிட வகையாகும்‌ ; இங்கு 5 என்பது ந இல 
ஒரு பலலுறுப்பி (மிக எனிய வகையில 2 இன்‌ எண்மடங்கு) ஆக, 8 ஆனது 
ஒர்‌ ஐமுஙகான தொகையீட்டில நிகழ்வதுபோன்ற 2௨ இன சார்பாகும்‌. 
உப செவ்வன்‌ தொகையீடுகள செவ்வன்‌ தொகையீடுகளிலிருந்து விததி 
யாசபபடுவது, ௬ இறகுப்‌ பதிலாக ௮(தன வா்கக மூலம்‌ (அல்லது கனமூலம 
அல்லது இரண்டிலும்‌ உயர்ந்‌ வரிசை வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளின 
வகையில இதனிலும உயாந்த மூலம) இருததலாலேயே. 

செவவன தொகையீடுகள அல்லது உபசெவ்வன தொகையீடுகள (பெறப 
படுமூறை பினவரும உதாரணஙகளாற்‌ காட்டப்படும்‌. 


ஊம்டு. (1) நு] டலா 4( கிட ஜிறு கடு ப ப ப ப ப வவட வ் வ பவட உ ௨ (1) 

இஙகு ௪டடிசா£ சமன்பாடடுக்கு யாது மூலம இலபல ; யாதும்‌ ஒழுங்கான 
டுதொகையீடு இல்லை (அதாவது, றெபமியல்புச்‌ சுடடி 3 ஆகும்‌). இது 
ர இன்‌ குணகதஇலுள்கசா - 424 என்னும்‌ உறுப்பாலாயது. 


ந. 8௦ எனப பிரதிய்ட, 
கண்ணக்‌ 6 ௬௪ 7 
9) -€(ம, 29, 3 -6(1டி 1 கேடா (டர சமர்‌. 
(1) என்னும்‌ சமன்பாடு, 2 ஆல்‌ வகுத்தபின, 
39: (-தே 1-2) (நற 4 323ற-3 


22-12 அட)... . (3) 
எனபதற்கு உரு மாறற்பபடூம. 


- 424 எவனும்‌ உறுபபை விலக்குதறகு, 6: 8 ஆக, ஆ எவ்பதை 
௧௨ * என எடுகக. (2) எனனு ம சமனபாடு தருவது 
மூட (-2௦ 1-௦ 3 றே. 402 5)-0 
்‌ , ம 
இதறகுச சிறப்பியலபுஈ சுட்டி 1 ஆதலால ஒர்‌ ஒழுஙகான தொகையீடு 
இருக்கலாம்‌. இதூனைக காணாபதற்கு புரோபீனியசன்‌ முறையைப்‌ பிர 
யோூக்க ௨ இன பெறுமாணங்கள இரண்டிறகும ம எனனும்‌ 
எரிய முடிபைப பெறுவோம்‌. அடுக்குக்குறிக்‌ காரணியாற்‌ பெருக்க 
இறுதியில 2%-₹/”, 22/1 என்னும இரு செவ்வன தொகையீடுகனாப்‌ 
பெறுவோம. ப 


உம்‌ (00) நூ கஜ) (0-4 பத்‌. நஜ) --0. 
இங்கு ஒழுஙகான தொகையீடு யாதுமில்லை. ௨உ-ம. () இல உளளது 
2பால செய்ய ூ-- (4௨? திம, (- கற 0-4 4ற- 3 ப) தற தத பகம்‌ 
* 2-0. - 428 என்னும்‌ உறுப்பை விலக்குதறகு, 8 - --2 ஆக, 8,ஆனது 
22 5 என்னும்‌ உறுப்பைக்‌ கொள்ளுமென எடுக்க. 482850, அதாவது 
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உ -9, ஆகுமாறு ௨ ஆனது தேர்ந்தெடுக்கப்பட்டு 2-௨ “025 
ஆயின்‌ & இன்‌ குணகம்‌ ௨" £ இல்‌ யாதும்‌ உறுப்புக்‌ கொள்ளாது. 
ந -ஜெ-3--32-3 என்னுந்‌ தேர்வு. ௨--2 என்னும்‌ ஓர்‌ ஒழமுஙகான 
தொகையீடு உள்ள 
௩-4) - 42 4-0 
என்பதற்கு வழி காட்டும்‌. 
௨-- -9-?- 93 என்னும்‌ மற்றைத்‌ தேர்வு 
நட, - 42 1. “9-0 
எனபதற்கு வழி காட்டும்‌. இதற்கு ஒழுங்கான தொகையீடு யாதுமில்லை. 
ஏனெனின்‌ 





1 
எனப்‌ பெறப்படூம ஒரே தீவு விரியும்‌. ஆகவே ததொடககச்‌ சமன்பாட்டுக்கு 
பன்‌ ணவ *] 


என்னு.ம ஒரு செவவன தொகையீடூ உண்டு. 


1.2 1௮௮2... 
ம அ(14124 னர ன்‌ லட்சக்‌ 


உ-ம்‌ (டி ூ-_ஐ 3(-1--3)9/) 2௦79-0. 

இங்கு சிறபபியலபுச்‌ ச௬டடி. 1 ஆகும்‌. ௬டடிசா£ சமனபாடு (0 குறபடியி 
 லுள்ளது, ஆனால்‌ (பிரிவு 100, பயிறசி 4 இல்‌ காட்டியது போல்‌) 
பெறப்படும்‌ தொடா விரியும்‌. முனபோலச செய்ய 
$4, -[- ( _ஐ-2- 8-1) 22) (-௪- “820 - 25-13) 6-0. 
தொடக்கச சமனபாடடில்‌ கலக்கம்‌ தரும உறுப்பு 3 இன குணகததிலுள்ள 
2-5 அதலாலும 3 இன்‌ குணகம்‌ தொகையீடுகள ஓழுங்காகுமிடத்து 
நிகழ்வது போன்றதாலும்‌ ஐ, ஈ௨ * என எடுத்து 8 இன குணகத்தைச்‌ 
சுருக்குதல்‌ விரும்பத்தககதாகுமென நினைக்கப்படலாம்‌. ஆனால்‌ இது ம 
வின்‌ குணகததுள்‌ ௨-4 எனனும உறுப்பைச்‌ செலுத்தி ஒழுங்கான 
தொகையீடூ யாதுமில்லாத ஒரு சமனபாட்டைத தரும்‌. 

ஒத்த தொடர்‌ தருங்கலாமெனனும்‌ நம்பிக்கையோடு கிறப்பியல்புச்‌ 
சுட்டி 1 ஆகும்‌ வேறொரு சமனபாட்டைப பெற முயல்வோம்‌. 2-2 
என இடுக. ௨8-8-0, அதாவது ௨-0 அல்லது 4, ஆயின்‌ 4 இன்‌ 
குணகம்‌ ௨-4 கொண்ட ஒஉறுப்புக்களாக கொள்ளாது. 8--0 எனபது 
தொடக்கச சமனபாட்டைத குரும்‌ ; ஆனால்‌ 8-1 என்பது, மு 319-175 
என்னும்‌ செவ்வன தொகையிட்டைத தரும்‌ ம--ஐ-% என்னும்‌ சீரான 
தொகையமீட்டைக்‌ கொண்டது. 

கட (2-1. ஐ 4 (ஐஐ 5)2-0 

என்பதைத்‌ தரும்‌. 


உம்‌ (1) 4-2 [0 - ஐ, 0. 
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இச்சமன்பாட்டுக்கு ஒழுங்கான தொகை யீடுகள்‌ இல்லை. முன்போலுச்‌ 
செய்ய 
ஷீ (5-1): ஜெய (௧-2 ரசப்‌ ௨-0. 
_ ஐ-3 என்னும்‌ உறுப்பை விலக்குதற்கு, ௬4 1 ஆக, 


2-2 5/5 என எடுக்க, 
கட (42-18 5/5)ய - 2 5/3ம-0, 
00. 3 

க்கம்‌ ” என்பது தொகையீடு ஆதற்கு 

(2/6 -6)-0, ஆகவே 0-3, 

௯127(64 - 19 1 6(66-1) 1-0 ஆகவே, ௨-0 
இதே மாதிரி 1] இலும்‌ பெரிய ௩ இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ 
ஈ,--0 ஆதலால்‌ % ஐ. 
தொடக்கச்‌ சமன்பாட்டுக்கு 

ஜர்-2-*. த ர்‌ 
எனனும்‌ ஈர்‌ உப செவ்வன்‌ தொகையீடுகளுண்டு. 
ஒர்த்தற்கான பயிற்ககள்‌ 


பினவரும்‌ சமன்பாடுகளுக்குச௪ செவ்வன தொகையீடுகள அல்லது உபசெவ்வன தொகை 
யீடுகள்‌ காணக (1-5) : 

(1) 9-2 1, ௨1-௮0, [லிடை, 81/2, ௪1/2] 

(2) ஏல 3) ஐ -4(1 123), 


[டை ஐர்55/2, ஐ$ச- 4/2, அலலது உர்‌கோசை(1/5), ஈர சைன்‌(1/5)] 


(3) ௨ 3(-24௮ ௪ -4(1- ௨ -ஏ$3ஐ1)ம-0. 
[விடை ௨௨ - 3/2, ௪71/5, இங்கு ம, 9, என்பன பிரிவு 08 இல உள்ளவைபோல ] 


(4) 33 கொழும்‌. கீஜாறே0. [விடை ௨(1 |. 1ஜ%எ42*, ஐ(% -ஜஐ%)கக-4்‌.] 
(5) 395-௨6(1--5ஐ3)4/-0. 
(விடை. ஐ) 3292௪ 7”; 2 2125 எனபது ஒரு விரிதொடர்‌ தரும.] 

(6) பெசலின பூசசிய வரிசை சமனபாடடை ஏ-௩1/% எனனும்‌ பிரதியீட்டால உருமாற்றிக்‌ 
மடெகாண்‌ உருமாறறிய சமனபாட்டின செவவன்‌ தொகையீடுகளைக்‌ காண்‌ ற்கு. எததனிக்க- 
பெறப்படும தொடாகள விரியுமெனக காடடுக, தொடக்க மாறியை மீணடுமெடுதது 


12 952 129855 
ரத 2 1. 2௮, தட்ப ல 





வது தத வவ அன்டு 


என்னு ந தொடரையும்‌ $ இனத குறிமாற்றிய இ போன்ற தொடரையும்‌ பெறுக, 


[இததொடர்கள விரியுமாயினும்‌ மிகப்‌ பயன்படும. அவை அணுகுகோட்டுக்குரியினவென* 
படம. போதிய அளவு பெரிதாகத்‌ தநத இன்‌ யாதுமொரு பெறுமானத்திற்கும்‌ வழு நியாய 
சாகச்‌ சிறிகாககப்படககூடிய ஒர்‌ அணணளவாககத்தை அவை தருவன. விற்றேக்கர்‌, வாற்சன்‌ 


மனபோரின “ தழ்காலிக பகுபபு ” 4 ஆம்‌ பதிவு, பிரிவுகள்‌ 8.1--8,92, 17.5 பார்க்க.] 
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(7) விற்றேக்கரின்‌ சங்கம அதிபர பெருக்கற்‌ சமன்பாடாகிய 


7 
ந 1 பவி 
கதக்‌ )-0 





3 
எனபதிலிருந்து (பயிற்சி 6 இன்‌ செய்கையால்‌ ) 
ஜ்‌ உ ௮ 
அழத்‌ டு நா (டு ௮90 (4-0 ட்கள்‌ ட்ட ர) 
௪] ச] ஜா 
என்னுந்‌ தொடரைப்‌ பெறுக. ' 

[பொதுவாக இத்தொடா 17 ௩2) எனபதாற்‌ குறிக்கப்படும்‌ சார்பின அணுகுகோட்டு விரியா 
கும்‌; ஆனால்‌ (% -1-17) ஆனது ஒரு நோ முழுவெணஞாயின்‌ தொடர்‌ முடிவுறறு முடிவுள்ள 
உறுப்புக்களில்‌ ஒரு தொகையீட்டைத தரும. 14 _$-௩( -ஐ) எனனும்‌ வேறொரு தொடா 
771 ௯2) இலிருந்து, &, 2௨ ஆயெவற்றின குறிகளை மாறறிப்‌ பெறப்படும்‌.] 

178. அதுர்‌உன்ற இழைகளின்‌ சமன்பாடு 

இது, ஈ என்பது மாறிலியாக, 

௦2 


097) 


வ 


இட கடட டு உட ஓடஓட - ௩ ட டட ச உ.௨௨ ௮ உ 


5] 
66 

॥ 
உ 
௩] 
௧௯ 

ந்‌ 

வ 

| அனர்‌ 

வளை 


என்பதாகும்‌. 
றம்‌, ரி--ற--ஈர என இடுக. 


க 7 9765 972 98 97 
ஆயின்‌ ஜு ட்ண்சே 2ம்‌ 


ர இர்‌ 2 ம 
ண: 6-௪ ந உரன்‌) ர்க 
ட ரு. எ ரே 
எ தகர “ஜன! ஏரா 
7 ரர ரர ( 37 ன்‌ 








இதேமாதிரி “ஜு உர 8 0 
237 (1 937 ) 





த 22 - “2 1 நர 
(1) என்னும்‌ சமன்பாட்டிற்‌ பிரதியிட 
7 ட டாம 
நஜி 2? 
07 
இது தருவன தர்‌ (ஜ்‌), 4, 


ரஸா 4 [தரசா-ரஐ)உசஸ , 


அதாவது 77(க-)-டரி(ஐ-டக4) 22222௨ ௨௨ (2), 


250 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


இங்கு ரீ, 1 என்பன எதேச்சைச்‌ சார்புகள்‌. ௨ ஆனது 8 
ஆனது 1 ஆலும்‌ அதிகரிக்கப்படுமாயின்‌ ரீ (2-4) என்பது மாறா 
திருக்கும்‌. ஆகவே அது 2 - அச்சினது நேர்த்திசை வழியே ௨ என்னுங்‌ 
கதியோடு இயஙகும ஒர்‌ அலையைக்‌ குறிக்கும்‌. இதே மாதிரி 7 (2-1) 


என்பது அதே கோடு வழியே அதே கதியோடூ எதிர்த்‌ திசையிலியங்கும்‌ 
ஓர்‌ அலையைக்‌ குறிக்கும்‌. 


ஆலும்‌ 1 


(1) என்னுஞ்‌ சமன்பாடடைத்‌ தீர்த்தறகு வேறொரு மூறை பிரிவு 145 
இலே தரப்படும்‌ முடிபை 2, 39, 8 என்பவற்றை முறையே 8, ௧, 7 
என்பவற்றால்‌ இடமாறறம்‌ செய்து கொண்டு பிரயோகத்‌ தலேயாம்‌. 


சமனபாடடை 
0 0ே 
 -. பூப்திதட.. றி 
( ட்‌ ர ட 
அலலது (25-27 0 
என 


எழுத-௨, ॥ என்னும மூலங்களுளள £- ஈ“-0 எனனுந் 
துணைச்‌ சமனபாட்டைப பெறுவோம ; இது 1£ர7ீ(ஐ- 8)-- (2-1 04) 
எனபதற்கு வழிகாட்டும்‌. 

179. அலைச்‌ சமன்பாட்டின்‌ ரூறிப்பிட்ட ர்வுகள்‌ . 
இச்சமனபாடு, ம எனபது மாறிலியாக, 


011 ர ரோ. (87 


 வளனாவவவா கவை, 


ல்‌ 04 1 இர ்‌ தர ஜதிதத பரப பககக வக்க (9) 





எனபதே. (து (1) எனனும்‌ ஒரு பரிமாணச்‌ சமனபாட்டின்‌ முப்பரிமாண 
ஒபபுப பொருள்‌. ௨, $* என்பவற்றிறகுப பதிலாக 2, 3, 2, ம எனபவற்றோடு 


(2) போன்ற தாவு ஓனறைக காண முயலஃவோம, 


1, ர, ௩ என்பன 
மாறிலிகளாக 


1 7(2- 9-2 - மி) 770/௪. 03% -- ஈர) 


்‌ ன ட ம்‌ ன்‌ 
என இடடுப பார்கக. 8--74%-1 ஆயின (3) என்னுஞ்‌ சமனபாடு 
திருத்தியாக்கபபடம்‌. (இவ்வகையில 7, ர 


, ௩ என்பன ஒரு குறித்த 
கோடடினது உணமைத திசைக்‌ கோசைனகளாகும்‌. 


5, 9,௨84 என்‌ 
பன முறையே ம, 0௨, %௰, 1 எனபவற்றால அதிகரிக்கப்படுமிடத்து 
முதற்‌ சார்பு மாறாதிருததலால அது தனக்குச்‌ சமாநதரமாய ௩ என்னுங்‌ 


கதியோடுூ இயஙகும்‌ (தன்‌ செவவன 1, 79, % எனனுந திசைக்‌ கோசைன்‌ 
கள கொளளும) ஒரு தள அலையைக்‌ குறிக்கும்‌. இரண்டாம்‌ சார்பு 
அதே கதியோடு எதிர்த்‌ திசையில்‌ இயஙகும ஒரு சமாநதார அலையைக்‌ 
குறிக்கும்‌. ஆகவே சமனபாடு (4), தள அலைச செலுததுகையைக்‌ குறிக்‌ 
கும்‌. இது அலைச சமன்பாட்டினது ஒரு குறிப்பிட்ட இர்வு. 
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கோள அலைகளுக்கு ஒரு தீர்வைப்‌ பெறுதற்கு (8) என்னும்‌ சமன்‌ 
பாட்டைக்‌ கோள முனைவாள்‌ கூறுகளுக்கு உருமாற்றுக. இவ்வேலை 
பிரதானமாக லப்பிலாசின்‌ சமன்பாட்டினது ஒர்‌ உருமாற்றமாகும்‌ ; 
அப்பொழுது 


128. ட 920 அரி ட டட 2 
071. 9 ர்‌ சைன்‌ 996199 ர சைன்‌? 0 98” 
1 87 
தப. அர்லர்ட தர்க்கவ வ்‌ (5) 
[எட்வேட்‌ சன்‌ '(வகையீட்டு நுண்கணிதம்‌ * பிரிவு 552 பார்கக ; அலலது கவுசின்‌ தேற்றத்தை 
வழஙகும்‌ ஒர்‌ எளிய முறை பறறி * பகுப்பு நிலையியல்‌ £ நூல எதனையும்‌ பார்கக.] 
உற்பத்தியிலிருந்துளள இசைகள்‌ எல்லாவறறையும்‌ பற்றிச்‌ சமச்சீராகும்‌ 
(அதாவது 9, ந்‌ என்பவற்றைச்‌ சாராத) தீர்வு குறித்து இச்சமன்பாடூ 
1 9 ( 4] ] 97 


ர அதக த தொட பதத பழி அண்‌ இ ப. எடு சுப டட ஒரு கல்ல வடக்க 
7201. 2 கர்‌” 





என்பதழ்கு ஒடுங்கும்‌. 
7-7” என்னும்‌ உருமாற்றததால 
2 டரா 
ணை 9 
0:07 97 21 19/07 
ஆ ஜ * இசி எர்த்‌ ்‌] 
எனப்‌ பெறுதலால்‌ (6) எனனும சமன்பாடு 7 ஆல்‌. பெருக்கப்பட்டபின்‌ 
227 1648 
ட ரர 02 


7 2)--17(7-- 20), 


ஆகும்‌ ; இது தருவது 


] 
அதாவது -2(2- லிர0ஃ-ஸி) ௮ ஆடம்‌ இடத்து ட மதர்‌ தக்‌ (7) 


இது ௨ எனனும்‌ தரே கதி கொள்ளும இரு கோள அலைகளைக்‌ குறிக்கும்‌ ; 
ஒன்று உறபததியிலிருந்து வெளியேற மற்றையது அதனை அணு 
கும்‌. ்‌ என்னும்‌ காரணி காடடூவது உற்பத்தியிலிருந்து தூரம்‌ 
கூடுதலுற குழப்பச்‌ செறிவு குறைதலுறும்‌ எனபதே. | 

180. பூவசோனின்‌ (அல்லது இலியூவிலிண்‌) பொதுத்‌ தீர்வு. 

இது 2 என்னுமொரு புள்ளியில்‌ £ என்னும்‌ யாது நேரத்திலும்‌ 77 யை, 
யாதுமொரு வெளிப புளளியில்‌ (0 ஆகுமிடதது 7, 3 ஆயெவற்றின 


பெறுமானங்களை முறையே தரும்‌ ஏ, 6 என்னும்‌ சார்புகளுக்கு 2 


222 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
என்னும்‌ மையமும்‌. 84 என்னு மாறும்‌ ஆரையுங்‌ கொண்ட கோளத்தின 
மீது பெறப்படும்‌ இடைப்‌ பெறுமானங்கள்‌ பற்றி, தரும்‌. 

£ யை உற்பத்தியாகக்‌ கொண்டு கோள முனைவாள்‌ கூறுகளை எடுக்க. 


இனி, ௪ ஆரையுள்ள கோளத்தின்‌ மீது ரீ (7, 9, , ॥ 


என்னும்‌ 
சார்பின ல்‌ பெறுமானமாரஇப 7 ஆனது 


த ட. ்‌. 77” சைன்‌ 0ம்‌ 0ம்‌ கி ] [சைன 908 


ண்ட தரப்படும்‌, 


7 என்னும்‌ ஆரையள்ள கோகாமதின்‌ மீது (5) என்னும்‌ அலைச்‌ 
சமன்பாட்டினது ஒவ்வோர்‌ உறுப்பின்‌ இடைப்பெறுமானத்தையும்‌ எடுக்க, 
இரண்டாம்‌ உறுப்பு தருவது 


1 221 0 1 2 
. |. ்‌ ப (சன்‌ 09) 404- ட்‌ [சைன்‌ 01. £ீஸ்‌, 


மூன்றாவது தருவது 


1 வ ர 057 1 1 977] 
4 1 1 * சைன்‌ 0 க்‌ பக ட ரர னை ஷி] 


பூ 


2 


எனெனின்‌ சைன்‌ 0 ஆனது ர்‌ 


த 
எ மறைந்து 0 இற்கு மீ ஆனது (உண்மையில்‌ அதே 


நிலையாகிய) ரீ-0 எனபதைப போல்‌ அதே பெறுமானத்தைத்‌ தரும்‌. . 


முதலாம்‌ நாலாம்‌ உறுப்புக்கள்‌ மறையா. இவை தருவது 
16 (ஸி) ரூ 
டம்‌ வ்‌ 


இதத] எதோதத ய ப வவ வ வவ (8): 

ஆகவே தாத நாப அக தகக கை க கை (9) 
7(-ம0ி-(மி-ட717(- ம) 

“(7 (-மிட003-........ ணன ணிதி வலவன்‌ (10). 


1* ஆனது 0) உற்பத்‌இயில்‌ 6 இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்‌ 
கும்‌ முடிவுள்ள தாதற்கு 


7(-மி--சி(0-0 
இது தருவது 


ர ர்‌ 
/(- 23 கட்‌ ஸ்‌ 4 - “2207 _ 
ஆகவே ஈ-௬0 என ற பெறப்படும்‌ முடிபைக்‌ குறித்தற்கு பிற்குறி 0. 


வழங்கப்படுமாயின்‌ சமனபாடு (10) இலிருந்து பெறப்படுவது 
நர்‌) “ச ............. 14 
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சமன்பாடு (9) இலிருந்து 
ட்ட 
(௫0-77-௮424) 


கரி ய7(-- 0); 


ஆகவே *, 4 என்பவற்றின்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ 
ப 077 
௨௦. 
(--0 என இட்டுக்‌ கொண்டு தொடக்க நிபந்தனைகளைப்‌ பயன்படுத்த 
ட விட அடல்‌ 
9 7 2 ப்‌ க 
(7) - ர) 6: 


2 _ 
2-௮) (7-- 


ஆகவே, ர இற்கு ௭4 என்னும்‌ விசேட பெறுமானம்‌ கொடுத்து (11) 
என்னும்‌ சமன்பாட்டைப்‌ பிரயோகக்குமிடத்து 
ன 9 சன 
1 (2) 11 44-80. 
ஆனால்‌ *% எனனும்‌ பூச்சிய ஆரைக்‌ கோளத்தின்மீது உள்ள 1 இன்‌ 
சராசரிப்‌ பெறுமானம்‌ 7 எனபதே. 


டல ட 
ஆயின்‌ 0 9] (ர) --10. 


இத்தீர்வு வடிவத்திலிருந்து பெறப்படுவது 4 என்னும்‌ யாது நேரத்தி 
லும்‌ 2 என்னும்‌ யாதுமொரு புள்ளியில்‌ 7 இன்‌ பெறுமானம்‌, 
மையம்‌ 2 யும்‌ ஆரை ௦0 யுமுள்ள கோளத்தின்‌ பரப்புப்‌ புள்ளிகளிலுள்ள 
தொடக்கக்‌ குமப்பத்தையே சாரும்‌ எனபதே. ஒரு வெடித்தலாலாகும்‌ 
தொடக்கக்‌ குழப்பம்‌ வழக்கமாக ட என்னும்‌ அடைத்த பரப்பால்‌ 
வரைப்புற்ற பிரதேசத்திற்கு மட்டூப்படுத்தப்படம்‌. 2? யானது இப்பரப்புக்குப்‌ 
பறத்தேயுஷ்சதாக ம ஆனது 2? யிலிருந்து 8 இற்கு மிகக்‌ குறுகிய 
தூரமாயின 8/௪ என்னும்‌ நேரம்‌ செல்லும்‌ வரையில எந்த விளைவும்‌ 
எனெனின அதற்குமுன்‌ அவாவப்படுங கோளம்‌ 
தேசங்களுக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌. 4 என்னும்‌ 
யாது நேரத்திலும்‌ அலைமுகம்‌ (குழப்பததாறி சற்றே அடையப்படும்‌ புள்ளி 
களின்‌ ஒழுக்கு) ஆனது ட இலிருந்து வெளிமுகச்‌ செவ்வன்கள்‌ எல்லாவற்‌ 
றையும்‌ ௭2 என்னுந்‌ தூரத்திற்கூடாக நீட்டுதலாற்‌ பெறப்படும்‌ பரப்பாகும்‌. 

அலைச்‌ சமன்பாட்டின்‌ வேறு பொதுத்‌ தீர்வுகள்‌ சேச்சோவு, விற்றேக்கர்‌, 
பேற்மன என்போரால்‌ தரப்படடுள்ளன ; கேச்சோவின்‌ வடிவம்‌ ஒளியியலில்‌ 
முக்கியமாகும்‌. 

[௪ன்‌௬, “ மின்னியலும்‌ காந்தவியலும்‌ ”” ( 5 ஆம்‌ பதிப்பு), பிரிவுகள்‌ 
580 645, லிற்றேக்கரும்‌ வாற்சனும்‌, ” குற்காலிகப்‌ பகுப்பு (4 ஆம்‌ 
பதிப்பு), பிரிவு 18.6, பக்கம்‌ 403 ஆூயேவற்றைப்‌ பார்க்க. 


உண்டாக்கப்படாது ) 
தொடக்கக்‌ குழப்பமில்லாப்‌ பிர 


54 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


இர்த்தற்கான பயிற்சி 
ரீ எனபது தொகையீட்டுக்‌ குறிக்குள வகையிடல்‌ முறைமையாகும்‌ சார்பாக, 
7 97 
| | ரீமுசைன%கோசை 9--மு சைன 4; சைன 9-2 கோசை ௩-௪, 1, 9) 82 85, 


தட்‌ 


எனபது ௮லைச௪ சமனபாடடின ஒரு ர்வு எனபதைச சரி பராகக. [இது?வ விற்றேக்கரின்‌ 
இரவு. ] 


181. கணித பெளதிகவியலின்‌ வேறு வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
இவை உட்படுத்துவன 

0517 67 க 

கட்‌ ட ஜே 








எனனும வபமிலாசின சமன்பாடு, 
037 037 97 
கட இரத்ல்‌ தன - 400 
என்னும புவசோனின சமனபாடு, 
217 07 1. 197 
௦ 99% 225 022 60 


எள... வெப்பக்‌ கடத்தற்‌ சமன்பாடு, 
077 9 87 
ப்ட்‌ சட ட ஹம்‌ 2 5 
ஜி 44 ர த 
வாய. தநதிமுறைச்‌ சமனபாடு, 


ஒரு குறிபபிட்ட வகையில்‌ தீர்வு 
இபபிரிவின முடிலிலுள்ள உதாரணத்திற காடடபபட்டூள்ள 


2ம்‌ ட்ப ள்‌ 9ம்‌ 8 (மூ- 7) ம்‌. _0 
லே! ' 02 த்‌ 





எனவும்‌ சரோடிங்கரிவ (அ லைபபொறியியல) சமனபாடூ எனபன. இச்சமன 
பாடுகள்‌ இரு நோக்கு முறைகளில்‌ தர்க்கெகபபடலாம. தூய கணித நூல்கள்‌ 
பொதுத்‌ தாவுகளா பறறி ஓரிடத தாககம தரும ; ஆனால்‌ பெளதிக வறிஞர்‌ 
தர்ககததின பெரு நீளம பற்றியும்‌ இபபொதுத்‌ தாவுகளைப பிரயோடப்பதி 
ள்ள கடினம்‌ பற்றியும்‌ முணமுணுபபார்‌. ஆனால பெளதிக கருததுடை 
யனவும்‌. தாக்கததால்‌ மடடுமே அடையப்படாதனவுமாகிய (வழக்கமாகப 
பொதுவானவாகாது குறிப்பிடப்பட்டனவாகும) இாவுகளைப்‌ பெறுவகுற்குப்‌ 
பெள இக நூல்கள்‌ தாககம்‌ உ௱ஞ௫நககாு ஆதியவறநின சோமானமொன்றை 
வழங்கும்‌. 

இமமுடிபுகள உணமை௰யில்‌ தருததமானவை எனபது பற்றி வழகக 
மாகச சந்தேகம்‌ இலலை ; ஆனால்‌ யாதும்‌ தஇடமினமை, எத்துணைச்‌ 
சிறிதெனினும்‌, தாயகணிதவறிரருககு வெறுப்பையளிக்கும்‌. தூயகணிதத்‌ 
தில உரளூக்கத்தின்‌ நம்பற்றகவினமையைப்‌ பற்றி அவருக்குள்ள அறிவு 


பிளாக்ஸ்‌ அதனாலாய பெறுமதியானதும்‌ பொதுவாக நம்பத்‌ 
தக்கறுமான பயனை மெச்சுவதிலிருந்துந்‌ தடுக்கும்‌. 


கணிதப்‌ பெனதிகம்‌ | 2௦ 


இரு நோக்குமுறைகளுள்‌ யாதுமொன்றிற்கு இங்கு தரமுடியாத மிகப 
பரந்த முறையில்‌ எடுத்தாளப்ப்ட வேண்டும்‌. 

[ கணிதப்‌ பெளதிகவியலினது மிக ஆரமபமான சமனபாடுக3 இநதாூலிற்‌ பலவேறு இடங்‌ 
களிற்‌ சிநதிக்கபபட்டுளளன..] 

([யெவ்லிரிஸ ** கணிதப்‌ பெளதிகவியலிற்‌ செய்கை முறைகள்‌, வெப்ஸ்ரர்‌ *' கணிதப்‌ பெளதிக 
விமவில்‌ பகுத வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ '*, பேறமன “கணிகுப்‌ பெளதிகவியலில்‌ பகுதி 
வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌, சனடன ** பகுதி வகையீட்டு சமன்பாட்டு மூலகங்கள்‌ ?? ஆய 


வற்றைப்‌ பாாகக..] 


தர்த்தற்கான பயிற்சி 

- 5/8 இதறகுப்‌ பதிலாக 76 எழுதபபடடூ 1 ஆனாது - ௪/7 எலானுபிய்‌ விசேட வடி.வம்‌ கொடுககப 
பட்ட. சுரோடுங்கரின சமனபாட்டில்‌ தெக்காடடின ஆளகூறுகலிலிருந்து கோளமுனைவாள 
கூறுகளுககு மாறறிக்கொணடூ டூ ஃய 7-117()5(0.0) எனபதால்‌ இடமாறநம செய்து 


8:17 சட ழு 2 715 1 (7 | 0 26 ப்‌ | 86 ்‌ 
பர்‌ ஹூ ௨.௨... சைன டு -- _.. 1௮ 
மு 782 ச ௪21 சைன 0090 00 சைன்‌? 9௦” 
என்பதைப பெறுக. ர4டிஐ லபபிலாசின்‌ சமனபாட்டினது இரவாக (ஆகவே ஜுர என்பது 78 
இறகுப பதிலாகப பூச்சியம எழுதபபடடுளள ஈற்றுச்‌ சமனபாடடின இாவாஃ) எடுத்துக கொணடு 


72 2 5 4! 
்‌ னா( 17) ல்‌ ட 12௪ 
ர 





ஞ்‌ 7 73 


ர 37 7 6 ன ப்‌! 
ட்‌ ஜம), 2 - ஸகல 
ஜு 2 950 


ஐ, ர. எனபவறறிற்குப பதிலால முறையே 17, 8, மோ) 
அஇபரபெருககற சமனபாட்டுக்கு ஒடுககுக 


என்பதைப்‌ பெருக. 
இறுதியில 


என்னும பிரதியிடுகஊால $, 
என்பன எழுதப்பட்டுளள உலிற்றேககரின்‌ சங்கம்‌ 
( பிரிவு 177 எனபதைப பின தொடரும்‌ பயிறசி 1 பாக்க ) 

[இவ்லேலைமின பெளதிக பொருள பறறி பிக்ஸ “அலைப்‌ பொறியிமல்‌ '' பார்கக. ] 


192. எண்ணண்ணனளவாக்கம்‌. ௮(டம்சின்‌ முறை 

அதுியாயம 31114 இன்‌ பாடத்தை மீணடுத்‌ தொடநகி எடினபறோ 
கணிதப பரிசோ தனைச்சாலையிற்‌ சோிச்கப்பட்டவற்றுள மிக நன்றான 
தெனப்‌ பேராசிரியர்‌ விறறேககர்‌ கருதும்‌ ஒரு முறையை இப்போது தரு 
லவோம. அது தெயிலரின தேறறததினதம ழே தரபபடும்‌ முடிவுள்ள 
வித்தியாச நுண்கணித த்கிறகுரிய ஒரு குறித்த சூத்திரத்தினதும சேர்க்கை 
யாகுமெனக குறுக்கமாக லிவரிககப்படலாம. தொடரை விரைவாக ஒருங்‌ 
கச்‌ செய்தற்குப போதிய அளவு சிறிதாகும ௨ இன்‌ ஏற்றங்களுக்குத்‌ 
தெயிலரின்‌ தொடர்‌ உபயோிககப்படம. இவ்வாறு $ இன கொஞ்சப்‌ 
(பொதுவாக நாலு) பெறுமானங்கள்‌ப்‌ பெற்ற பின்னா ித்தியாசச்‌ 
, சூத்திரத்‌ திலிருந்து கூடுதலாகப்‌ பெதுூவானநகளைப பெறுவகுறகுப்‌ போதிய 
தரவு உண்டு; ஆயின்‌ ௪ இனது பெரிய ஏற்றங்களுக்கு தெயிலரின்‌ 
தொடர்‌ உபயோடக்கப்படுதலை லிலக்விடலாம்‌. பினனர்‌ இறுதி முடிபில்‌ 
வழு சீழே விளககப்படு முறையால ம.இப்பிடபபடலாம்‌. ர 


9556 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


உ-ம்‌. 224 2-0 என்னும்‌ வகைமீட்டூச்‌ சமன்பாடு ௪-2, 92.5 


என்னும்‌ ரர பெ ர பா தரப்பட 2:05, 2:10, 2:15, 
2.90, 9:95, 9:80, 9:85, 9:40, 2-45, 9:50 என்பவற்றிற்கு ஒத்த 9 இன்‌ 
பெறுமானங்களைக்‌ கண்டு முடிபுகளின்‌ வழுவரிசையை மதிப்பிடுக. 
௨ இன ஏற்றத்தை % ஆலும்‌, ஆ-டஈ% என்பதை ௨, ஆலும்‌ ஆ, இற்கு 
ஒத்த 9 இன்‌ பெறுமானத்தை 9, ஆலும்‌ குறிப்போம்‌. 
£ குறித்து 9 இன்‌ பின்னடும்‌ வகையீட்டுக்‌ குணகங்கள்‌ $, பதக தத்தா க 
என்பனவற்றாற்‌ குறிக்கப்பட்டு அவற்றின்‌ தொடக்கப்‌ பெறுமானங்கள்‌ 
பிற்குறி ட ஆற்‌ குறிக்கப்படும்‌. 
ரட்ம்‌ 2)” 7/7 3-2 777 
9 --30- (2 - 3) மர ள்‌ 90 ா்‌ ்‌ ்‌ ர்‌. 
எனனும்‌ தெயிலரின்‌ தேற்றததில்‌ குணகங்களைத்‌ துணிதற்குத்‌ தொடக்க 
வீகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டிலும்‌ அதனைப்‌ பின்னடுத்து வகையிட்டுப்‌ பெறப்‌ 
படும்‌ முடிபுகளிலும்‌ ஐ-2, 4/-3.5 என ௮05. 
லது -ர-92--0, 9/0. அ) 
ஜு டு'-2-0) 1 த்‌, 
பிறவும்‌ இவ்வாறே; இறுதியில்‌ இவை தருவது 
ர-$(௪-2)13(௪-27- ஜி௫- 8) 
ஏஞ்-2)4-(6-2)5-...(1) 
இத்தொடரில்‌ ஐ-2:05, 2:10, 2:15, 2:20 எனப்‌ பின்னடுத்து இடுவோ 


மாயின்‌. அங்கு எழுதப்பட்டுள்ள ஈற்றுறுப்பினது மிகப்‌ பெரிய எண்‌ 
பெறுமானம்‌ 








௨. (0.2)5-0-000005 
ஆதலால்‌ ந இன்‌ ஒத்த பெறுமானங்கள்‌ ஐந்து தசமதானங்களுக்குத்‌ 
இருத்தமாகும்‌. 
ஆமின்‌, 

37-2:58780, ூ,-2:51619, மூ_-2:01512, ூ--2:05455. 
இப்போது, - 
இவரு ர இற ரோடு படா கிரு உடும்பு படர ஜேர்ப்ர ா... (8) 
என்னும்‌ வித்தியாசச்‌ சூத்திரம்‌ வமங்குவோம்‌ ; இங்கு 9, ஆனது ஐ. 
4-1, ஆருமிடத்து ட்‌ என்பதன்‌ பெறுமானத்தைக்‌ குறித்தலால்‌ எமது 
உதாரணத்தில்‌ 
0.05 (8 - ஐூ/80) ஆகி 
&ரே ஆனது டட நே என்பதையும்‌, 
கடி ஆனது கர, டட கரி, என்பதையும்‌, 

பிறவும்‌ இவ்வாறே, குறிக்கும்‌. 


மல்‌ 
01 
ஆ 


எண்ணண்ணளவாக்கம்‌ 


( இச்சூத்திரம இடைச்செருகற்‌ சூத்‌ இரமாகிய 


1 2 
ரக கேர்‌ எரம்க்த பப்பட்‌ நிறய அப்பட நாடி யண்டட 


என்பதை ஈ குறித்து 0, 1 என்னும்‌ எல்லைகளுகடையே தொகையிட்டுப்‌ பெறப்படும்‌. 
விற்றேக்கர்‌, ரொபின்சன்‌ ஆூயோரின “ நோக்கல்‌ நுண்கணிதம்‌ ” பககம்‌ 965 பாக்க.) 





(2) என்னும்‌ சமன்பாட்டில்‌ %--4 என இட, ம்‌ 
8-8 ரக்மு 4 ஷ்க்்ரு ர சகட ஜகம்‌ (௮. 
இனி ர-0.05 (2-3 /2)--0.03150. 
இதே மாதிரி 
ர, --0.09810, ூ--0.03866, ர,-0.08918, ,--0.08967. 

ஆகவே நரர--ர - ரூ-0.00000, பிறவும்‌ இவ்வாறே. இவ்வித தியாச்ங்களைக்‌ 
கணித்தற்குப்‌ பின்வரும்‌ அட்டவணை வடிவத்தில்‌ எண்களை எழுதுதல்‌ 
இசைவாகும்‌. 


ர 0 0 ர 8 
0 - 0.03150 
0.00060 5 
ர10.08810 - 0.00004 
0.00056 0.00000 
ர, -0,03866 - 0,00004 ப 
0.00052 0.00001 
ரூ--0.08918 0.00001 
000049 - 0,00003 
7,--0.08907 


இவ்வட்டவணையிற்‌ காட்டப்படும்‌ பல்வேறு வரிசை வித்தியாசங்களின்‌ 
எண்‌ பெறுமானத்தைப்‌ பரிசோதிப்போம்‌. இர இலிருந்து &£ர இற்குச்‌ 
செல்லுகையில்‌ ஒர்‌ உறுதியான குறைதல்‌ காண்கிறோம்‌. ஆனால்‌ “ர 
இல்‌ வேறு சிறு குறைதலே ஏற்பட ந4ர இல்‌ யாதுமில்லை. இது தெரிவிப்‌ 
பது நர, கர என்பன செம்மையில்லா தனவென்பதே. ஆகவே அவற்‌ 
றைக்‌ கவனியாது (8) என்னும்‌ சமன்பாட்டை அணணளவான வடிவததில்‌ 
பிரயோூப்போம்‌. ்‌ 
நு போருக்க 1ம்‌ 05 
_ 905455. 0.03967--0.00025 - 0.00001 
:2,09440. 
தொடரினது நாலு ௨ ுப்புக்களையே எடுப்பதாலாகும்‌ வழு எடககப்‌ 
பட்டிளள ஈற்று உறுப்பிலுந தெளிவாகச்‌ சிறிதாதலால்‌ அது ஜந்து தசம்‌ 
தானங்களுக்குப்‌ புறக்கணிக்கலாமெனா எதிர்பார்க்கபபடும்‌, ஆனால்‌, முத 
லாம்‌ இரண்டாம்‌ உறுப்புக்கள்‌ அவற்றின முறையான ஐந்து இலக்க 
அண்ணளவாக்கங்களிலிருந்து 0.000005 இலும்‌ கூடுதலாக வித்தியாசப்பட 
மூடியாதபோதிலும்‌ இவ்வழுக்கள சில வகையில்‌ ௩ர இல்‌ இரட்டிக்கப்பட்டு 
&ர இல்‌ மீண்டும்‌ இரட்டிக்கப்படலாம்‌. பயனபடுத்திய ஒவ்வோர்‌ உறுப்‌ 


558 வகையீட்டூ்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


பிலும்‌ ந இன்‌ கணிப்பில்‌ மிகப்‌ பெரிய இயல்தகு வழு ஏற்பட்டு இவ்‌ 
வழுக்கள்‌ எல்லாம்‌ ஒரே குறியோடு நிகழுமாயினும இல்‌ விளையும்‌ 
வழு 0.000025 இலும்‌ சிறிதாகும்‌. 

இனி, ர-0.05 (3-9,/5)--0.04012 எனக்‌ கணிப்போம்‌. இது ஐந்து 
தசம தானஙகளுக்குச்‌ செம்மையாகுமென நம்பலாம்‌; ஏனெனின்‌, 
இல்‌ உள்ள 0.000025 என்னும்‌ வழு 0.05/2.25 என்னும்‌ சிற்றெண்ணாற்‌ 
பெருக்கப்படுதலால்‌ எமது அண்ணனவாக்க வரிசைக்குப்‌ புறக்கணிக்கத்‌ 
தகும்‌. ரூ இன பெறுமானத்தை எமது அட்டவணைக்குச்‌ சேர்த்துக்‌ 
கொண்டு உடனடியாகப்‌ பெறுவன பின்வருமாறு :.- 

%0:-0.00045, கீ, - 000004, 
39 “0 4 3 4 ஹ்ம்‌“ 
-3.09440 -0.04012--0.00022 - 0.00002 -2.78478. 

09, &ர, எனபன இரண்டுக்கும ஈற்றிலக்கம்‌ ஒற்றையாதகலால அரைப 
பங்காக்குமிடத்து இரு சமமாக நன்றாகும்‌ ஐந்து இலக்க அண்ணளவாக்கங்‌ 
களுககீடையே தெரிவு செயதல்‌ வேண்டும்‌. வழு இரளைத்‌ தடுத்தற்கு 
ஒனறு விடடொனறாக பெரிதையும்‌ சிறிதையும்‌ எடுப்போம்‌. 

இவ்வழியில்‌ முன்னேறிப்‌ பின்வரும்‌ அட்டவணையிலே தரபபட்டூள்ள 
முடிபுககாப பெறுவோம்‌ : ப 

9 4 ௫ கர 
0-250000  ௬-0.09750 


0.00000 

9--2.58760  ர,-0,09810 ' _ 000004 
0.00056 

1/2 3.91010 ரூ -0.08860 - 0.00004 
0.00052 

13 -2.01512 75 0.03918 - 0.00008 
0.00049: 

9,-2.05455. ஐூ.௮0.09067 _ 0.00004 
0.00045 

/5- 8.00440 05,௩0,04012 - 0.00002 
0.00045 ்‌ 

3-2.73478... ந௮0,04058 - 0,00003 
0.00040 ப 

3_9-2.17554.. ஜ.--0.04095 - 000003 

0.00057 

0.00035 


99--2.86817  ௬-0,04107 
9-0 --2.90001 


[ம ்‌ 
ளஎண்ணண்ணளவா௱க்கம்‌ 250 


கள்‌ ஈற்றிலக்கத்தில சிறு வழு கொள்ளுமென்று எதுபார்க்க 
லாம்‌. உண்மையில்‌ தேர்ந்துள்ள வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுக்கு ஏ--௪ஐ-- 1/2 
என்னும்‌ செப்பமான தீர்வு உண்டு. இதனிலிருந்து கணிக்குமிடத்து தூ 
இல்‌ 0.00008 என்னும்‌ வழுவும்‌ $_, 3% 39 நம ஆகியவற்றில்‌ 0.00001 
என்பதும்‌ மற்றையவையில்‌ பூச்சியமும்‌ காண்போம. 
உயர்‌ செம்மை பெறுதற்கு ஏ, 9 ௨) ட என்பவற்றைக கூடுதலான 
தசம தானஙகளுககு, எட்டுககு எனக, கணிக்கலாம்‌. மாணாக்கன்‌ (இதனைச்‌ 
செய்தல்‌ வேண்டும்‌. நர,௫ர, 3, ந்‌4ர, எனபனவெல்லாம்‌ நம்பத்தகுமெனத்‌ 
தோறறுதலால்‌ அவை லித்தியாசச சூததிரததில்‌ உபயோகிக்கத்‌ தகு 
மென்பதும காணப்படும. இறுதி முடிபுகளாவன :-- 
9௦--2.000,000,00 ; 
4/7 -2.541,804,88, 
32 2.510,100,48 ; 
3, -2.015,116,28 ; 
9, :2.054,545,42 ; 
9ூ,-9.094,444,42 (ஈற்றிலக்க வழு -3 
9, --2.734,782,58 (ாற்றிலக்க வழு 8 
9/7 --2.115,521,68 (ஈற்றிலக்க வழு -3 
௮9.816,006,61 (ஈறறிலகக வழு -0 
99 9,858,168,28 (ஈறறிலக்க வழு -4 
90 --2.899,999,93 (ஈற்றிலக்க வழு - 11 
9) இன கணிப்பில பயன்படுத்தபபடடுளள 221௩47... என்னும்‌ ஈற்று 
உறுபபு -0.000,000,09 என்னும பெறுமானத்தை உடையது. இதன்‌ 
பருமன்‌ இஙகு வழுககள்‌ (ஐந்து இலகக வேலையிலுளளவற்றிலும்‌ வேறாக) 
உயர்‌ லித்தியாசஙகளைப்‌ புறக்கணித்தலாலாயன எனக்‌ காட்டூ£ன்றது. 
இதற்கு மாற்று மருந்தாக, 3 என்பதைத்‌ தெயிலரின தேற்றத்திலிருந்து 
செம்மையாய்க்‌ கணிததுக கொண்டு. ௩$ர. எனபதைப்‌ பயன்படுததலாம்‌ 
அலலது (மிக வழக்கலுமாளவா அ) வேண்டிய அணணளவாக்க வறிசைக்கு 
ர ஆனது புறக்கணிக்கத்‌ தகுமெனபதை நிச்சயபபடுத்தற்கு ஆயிடை 
யைப்‌ போதிய அளவு குறைக்கலாம்‌. 
183. பிரிவுகள்‌ 90-93 ஆகியவற்றின்‌ முறை பற்றி றீமிசின்‌ விரி. 
நீமிசு என்பவா பிரிவு 92 இல்‌ வரைய அசக்கபபடடுள்ள 7, 77 எனனும்‌ 
எண்களுககுத்‌ தக்க பெ அமானஙகளைத்‌ துணிதற்கு ஒரு முறைமையான 
முறையைத்‌ தந்துள்ளார்‌ ;? அதி பின்வருமாறு : 


மரீ 0 
வகை (1) ௮௮0, 2௮0 ஆயின 


7 (௪0), 17 --7(ஈ-ட௬, (மச, 65-40) 


200 வகையீட்டு! சமன்பாடூக*£ 


8 ப 
க ஆயி! 
3ல்‌ ௨0, 7 0 ஆயின்‌ 
ரீ (கட), 11-7(௧-டந்‌, 6-4 (௪, 6) : 

8 0 
வகை (1) ட 20, 2 ௨0, ஆயின்‌ 17] (௪, 0) ) 
1 01/ 
ு7(5-ட ந்‌, 5-0 2/(ம-ம்‌, 6-4) 
ய. வ 
வகை (௩) 3 505 ர்‌ 
7 (௩-டற்‌, 0- [ரீ (௪, 0)) 
இப்பெறுமானஙகள்‌ பிரிவு 98 இன (7,) (8) (9) (10) என்னும்‌ 
சமனிலிகளைத்‌ இருத்‌இப்படுத்தும்‌. இங்கு *, / என்பவற்றை 
ஈத (7.9) 070௪-54), 22-07-17௪2, 9. 17%) 
எனனுந்‌ தொடர்புகளால வரையறுப்போமாயின்‌ ஏ ஆனது 7 ஆலும்‌ 
0 ஆனது 73 ஆலும்‌ இடமாற்றம்‌ செய்யப்படூமிடத்தும்‌ இச்சமனிலிகள்‌ 
உண்மையாகுமென்பதை நீமிசு காட்டியுள்ளார்‌. 


வகை (1) 


0, ஆயின்‌ நீ] (௬, 6), 








2” என்ப 2 யின்‌ 3: (ஐ--209)) ஐ 
ஸ்‌ ்‌்‌ 02” டய 
9] 657 
த்‌ ்‌ 
ர வவத்து அணல்‌ 
குறிகக. 
லு 9787 
5” என்பது 2 டதத ஆயின்‌ 3 (2ற-. 2) ஐயும்‌ 
978] ப 
01 8௨ 4-7) ஐயும்‌ 
குறிக்க. 
றீமிசு நிறுவுவது 2”, 2 என்னும்‌ அண்ணளவாக்கங்களிலுள்ள 
டட இயம்பு] ர 
வழுக்கள்‌ 4-4 - 


ப்‌ ர்க] டூ / ௦] ்‌ 
கல 3 5 ஆயின, முறையே நாலாம்‌ வரிசையிலோ மூன்‌ 


றம்‌ வரிசையிலோ இருக்கர பல 0 ஆயின்‌, அவை மூன்றாம்‌ வரி 
சையில்‌ அல்லது நாலாம்‌ வரிசையில்‌ இருககுமெனபதே. இம்முடிபு 
77, 187 எனபன மேலே விளக்கயதுபோலத்‌ தேரப்படுவதிற்‌ சார்நீதுள்‌ 
ளது. பிரிவு 93 இன்‌ உதாரணச்துலுள்ளா வழு இம்முடிபிலிருந்து 
எதிர்பார்ககப்படுவதிலும்‌ மிகச்‌ சிறிதாயுள்ளது ; ஆனால்‌ இது நீமிசு 
காட்டிய முறையிற்‌ பெறப்படாத ர, 18 ஆூயவற்றின தேர்வு பற்றிய 
அதுட்டத்தாலாயது. பொதுவாக அடம்சின்‌ முறையோ குற்றாவின்‌ 
முறையோ இதனிலுஞ்‌ சிறந்தவையாகக்‌ கருதப்படும்‌. 


பின்னிணைப்பு & 
நாரக--1117--0 என்னுஞ்‌ சமன்பாடு செப்பமாதற்கு வேண்டிய போதிம நிபந்தனை. 
(௪) சமன்பாடு செப்பமாயின்‌, ர 
ந[85-. 7/89-- ஒரு பூரண வகையீடு-॥7, என்க. 
0 07 
ர்க ட 4 ல 
944 6 03 மர்‌ 
ஆகவே ட்ட ” 
ஆயின்‌ நிபந்தனை வேண்டியதாகும்‌. 
0 024 
து ஆயின்‌, ச [8௭ என இ௫ூக; இங்கு 
மாறிலி என்க்‌ கொண்டு தொகையிடல்‌ செய்யப்படும்‌. 
ல்‌ தப பட டப 
டதத 2 “7 நெரு ரூ 0௨. 


(9) மறுதலையாக, 


கேட (ர_2) 0 ஆன்‌, எட 1 அனத ச ஜப்‌ பொதுக்‌ 
இவன்‌ 5 -ஒ]- ஆகுலா * னா ஆனது ல ஐப பாறுதத 


வரையில்‌ மாறிலியாகும்‌ ; ஞீ 
அதாவது ஜ்‌ (4) என்னும்‌ ந இன்‌ ஒரு சார்பாகும்‌. 


0] 
இனி, ப 7-7] ழ்‌) ஸூ என இக. 
ப 07 
ஆயின்‌ ப 27-27 


01 
அன்றியும்‌ 7 இன்‌ வரைவிலக்கணத்தால்‌, ம 21 7, எனபன ந இன்‌ 
9 
சார்பாலேயே வித்தியாசப்படுதலால்‌ 18 2 


2 0 
ஆயின்‌ நகர தகதிமி (ஒரு பூரண வகையீடு. 
ஆகவே சமன்பாடு செப்பமாகும்‌. அதாவது நிபந்தனை 
போடமதாகும்‌. 


(ரீ என்பதும்‌ அதன்‌ முதலாம்‌ இரணடாம்‌ பஞசூதி வகையீட்டுக்‌ குணகங்‌ 
ப 
[ ்ச்சியாக ்‌ - 
களும்‌ ௦ தாடர்ச்சியானவையாயின்‌ சஜ ந 
'நியாயமானதாகும்‌. இலாமின்‌ “* நுண்ணெண்‌ நுண்கணிதம்‌ ” 2 ஆம்‌ பதிப்பு, 
பிரிவு 210, அல்லது 3 ஆம பதிப்பு, பிரிவு 195 பார்க்க.] 
361 





என்னும்‌ எமது எடூகோள்‌ 


202 வகையீட்டுக்‌ சமன்பாடூகள்‌ 


பின்னிணைப்பு 8 
நாற்பரிமாணமாகக்‌ கருதப்படும்‌ 
91 01 01 . 
உ (109,2) டிட்‌ (%, 3 8) ட்‌ ௨, 7, 5) 9 

என்னும்‌ சமன்பாட்டூக்கு விசேட தொகையிடுகளில்லை, 
(பிரிவு 127 பார்க்க) 
ம, ௨௦ (௫, 2) ர்‌ என்பன 

02. 0. 68 

உ டம 
என்னுஞ்‌ சமனபாடுகளினது எவையேனும்‌ இரு சாராத்‌ தொகையீடுகளா 
குக. 

ஆமின்‌, எளிதில்‌ 


௦ 214 908 


க ட்தா பதவ க கதவ பல்வ இலக கத பல்கு ன: (1) 
0 0௦ 09 
ட த தப்‌ ரட்‌ சடல பட தக ப க்கட்‌ ன்படி 


எனபவற்றை நிறுவுவோம்‌. 


(1) என்பதன இடகடைபபக்கம ௨ யைக்‌ கொளளாமையால்‌ அது 4-8 
என்னு ந தொடர்பின்‌ பயனாக மடடூம்‌ மறைய முடியாது. ஆகவே அது 
சர்வசமனாக மறைதல்‌ வேணடும. இகேமாதிரி (2) எனனு ஞ்‌ சமனபாடும்‌ 
சர்வசமனாகத்‌ இருக்‌ இியாககபபடும்‌. 

(இனி, 
010 00 040 
ர தரன தடட டட ளவ லன்ற ப ந்த வல்‌ தர்கள்‌ அத்‌ டத (2) 


ஆகுமாறு ரீ-ம(ஐ, 9, 2) எனபது தொடக்கப பகுதி வகைமீட்டின்‌ 


மாதுமொரு தொகையீடாகுக.  இதனில 7 வராமையால்‌ இது வேறொரு 
சர்வசமனான சமன்பாடு. 


1, இ, (8 எலபவறறிலிருநது 2, 69, £ எனபவற்றை நீக்க, 
9 (3, 9, 4) 
9௩,2). 
எனபதைச சாவசமளூஃப பெறுவோம்‌. ஆகவே ம. ஆனது ம, 9 என்ப 
வற்றின ஒரு சராபாகும்‌. மஃஞ்‌ (ம, 5) என்க. 
அது்வது ரீ என்பறு பொதுக்‌ தொகையீட்டின்‌ பாகமாகும்‌ ; ஆகவே 
719 என்பது யாதுமொரு தொவரயீடாதலால விசேட தொகையீடூகள்‌ இல்லை. 
(மாணாக்கன மேலுளள வேலையில்‌ ஒரு வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடு சர்வசமனாகத்‌ 
திரு ததியாக்கப்படுவதன முக்யேத்தைக கவனிபபான்‌. லூராஞகியின்‌ ஏக 
பரிமாணச்‌ சமன்பாடடுத்‌ தொகையீடுகள்‌ பற்றி ஹில்‌ எனபவரின்‌ புதிய 
வுப்பாக்கம்‌ ஒரு சமனபாடடைச சர்வசமனாகத்‌ இருத்தியாக்கும்‌ தொகை 


யீடுகளுக்கும்‌ அவ்வுடமையினறிய தொகையீடகளுக்குமிடையே தெளிவான 
வேறுபாடடைக்‌ காட்டும்‌.] 


பின்னிணைப்பு 6 
ஒன்றி முதல்‌ வரிசைப்‌ பகுதி வகையீட்டூச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ ர்க்கும்‌ யக்கோபியின்‌ முறையால்‌ 
42 இற்குப்‌ பெறப்படும்‌ கோவை (பிரிவு 140) எப்பொழுதும்‌ தொகைமிடத்தகும்‌. 
82--ற, 82, -- ஐ.) - றர, ஆனது தொகையிடத்‌ தகுமென்பதை நிறுவு 
தற்கு 


டர தரப்பை கக தக்க (4) 
என்பதை நிறுவ வேண்டுவதோடு போதியதுமாகும்‌ ; 
ட ட பீ றே, றெ 1 ஜெ. 
இங்கு ம க 4 ஆத! 1 க௦௧௩ 


(4) என்பதன்‌ உண்மையை எட௫ககாது பிரிவு 140 இலுள்ள (8), (9), (10) 
என்னும்‌ சமன்பாடுகளைக்‌ கூட்டி, (2,700 என்னும்‌ தொடர்பை உப்‌ 
யோ?க்க, ப 


280 9௫0. 5) 0. 














த்த ப வவவள்க் ௮0 4 பட்டக்‌ 2. 
9(2%, 23) 9(2,, றப) 92, 2) (2) 
இதே மாதிரி 
27), 77) 9(2, 7) 04, 4) 
/ நட படட0........ (0. 
9(ஐ,, 2%) 0(ஐ, 2) ர 9(2,, 22) (6) 
(7, 47) (7, ச) 97, 47) 
த ட ப நூ அட பா 50........ 3. 
றலி றப்‌ (டி.ஐ) (4) 


௫, (6, 0) என்னும்‌ சமன்பாடுகளிலிருந்து ந-7.-77--0 அல்லது 
0; இங்கு & என்பது (8), (6), 0) என்பவற்றிலுள்ள 2, 47, 7 
ஆூயவற்றின்‌ குணகங்களைத்‌ தனது கூ றுகளாகக்‌ கொண்ட துணிகோவை 
யாகும்‌. 
ஆனால்‌ இக்குணகங்கள்‌ தாமே 

_ மி 4, சிடு 

. 92,229) 
என்னுந்‌ துணிகோவையினது உறுப்புக்களின்‌ இணைகாரணிகளாவதோடு. 
துணி கோவைக்‌ கொள்கையால்‌ க 75 ஆகும்‌. 

இனி 4 மறையர்‌ முடியாது ) எனெனில்‌ இது 74) - ஐ மி - 0 

என்பனவற்றிலிருந்து ஐ களை உ இன்‌ சார்புகளாக்க காணலாமென்னும்‌ 
பிரிவு 140 இன்‌ கருதுகோளை எதிர்க்கும்‌ இரு சார்புத்‌ தொடரின்‌ 
உண்மையைக்‌ கொண்டது. 
ஆயின்‌ 2,540 ; ஆகவே, த ம-8-0. 
ஈடுப பினனிணைபபிலுள்ள சமனபாடுகள்‌ எல்லாம்‌ சர்வசமனாகத்‌ இருத்தியாக்கப்பட்டுன்ளன 


2085 


11-88 5529 (69/8) 


201 வகையீட்டுச்‌ சமன்பா௫கள்‌ 
பின்னிணைப்பு 1) 

கூடுதலாகப்‌ படித்தற்குக்‌ குறிப்புக்கள்‌. 

இங்கு வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ பற்றிய முற்றிய பட்டி தருதற்கு 
எத்தனிக்கவில்லை. மூன்று பிரிவாக வகுக்கப்பட்ட மிகப்‌ பிரபலிக்கமான 
மிகச்‌ சிறு தொகை வேலைகளின்‌ பெயர்களை மட்டுமே தருவோம்‌. 

]. முக்கியமாகப்‌ பகுப்புக்‌ கவர்ச்சிமானவை (அத்தியாயம்‌ & இன்‌ தொடராலாகும்‌),. 

(௦) போசைத்‌ ; வகையீட்டூச்‌ சமன்பாட்டுக்‌ கொள்கை. (கேம்பிறிட்ஜ்‌ சர்வ 
கலாசாலை அச்சு.) 

ஆறு பாகங்களிலுள்ள இம்‌ முக்கியமான வேலை ஆங்கிலத்தில்‌ இப்‌ 
பாடம்‌ பற்றி மிக முற்றிய நூலாகும்‌, ஒரு பாகத்திலுள்ள அவருடைய 
ஆரம்ப வேலை (மக்மில்லன்‌) வேறானது. 

(5) கோசாற்று : கணித பகுப்பு, பாகங்கள்‌ 17, 1] (ஆங்கில மொழி 
பெயர்ப்பு “ சின்‌ ” ஆல்‌ வெளிப்படூத்தப்பட்டுள்ளது). 

இது ஏறக்குறைய முற்றாக உண்மைத்‌ தேற்றங்களைப்‌ பற்றிச்‌ சிந்திக்கும்‌. 
11. பகுதியாய்ப்‌ பகுப்புக்குரிமனவும்‌ கேத்தஇர கணிதக்‌ கவர்ச்சியுடை 


பனவும்‌. 

(௦) கோசாற்று : முதல்‌ வரிசைப்‌ பகுதி வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌. 

(6) கோசாற்று : இரண்டாம்‌ வரிசைப்‌ பகுதி வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌. 
(2 பாகங்கள்‌-கேமனும்‌ மக்களும்‌.) 

(0) பேச்‌: இலையின்‌ உருமாற்றக்‌ கூட்ட நோக்கு நிலையிலிருந்து 
சாதாரண வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ (மகமில்லன்‌.) 

இது மூலகங்களை உயர்வாகத்‌ தொடக்கமான மாதிரியிற்‌ பரிகரிக்கும்‌. 


111. பெளதிக கவர்ச்சியான (அத்தியாயங்கள்‌ 111, 1547 என்பவற்றிற்குத்‌ 
தொடராலாண்‌. ்‌ 


(௪) பேற்மன்‌ : வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ (உலோங்மன்௪) . 

இது புதிய வெளியாக்கல்கள்‌ பற்றிப்‌ பல குறிப்புக்கள்‌ கொள்ளும்‌. 
1920 இற்குப்‌ பின்‌ வெளியாக்கப்பட்டவை . 

1. (9) இன்சு : சாதாரண வகைமீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ (உலோங்மன்சு). 

1. (8) இலெலியும்‌ பகொற்றும்‌ : வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளில்‌ எண்‌ 
படிப்பு, பாகம்‌ 1 (உவாற்சு). 

1. (68) பூல்‌ : எகபரிமாண வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ (ஒக்சுபோட்‌). 


1. (ம) கொடிங்ரனும்‌ இலெலின்சனும்‌ ்‌ சாதாரண வகையிீட்டுச்‌ சமன்‌ - 
பாட்டுக்‌ கொள்கை (மக்கரோ-ஹில்‌) 


14. (6) மக்லைக்லன்‌ : 


்‌ சாகாரண ஏகபரிமாணமல்லா வகைமீட்டுச்‌ 
சமன்பாடுகள்‌ (ஓக்சுபோட்‌), 


மி. இசுரோக்கர்‌ : ஏகபரிமாணமல்லா அதிர்வுகள்‌. 


முழுப்‌ புத்தகத்திலும்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 
டி 3 டம்‌ 





(2) 2 12ர 2(1 -- ஐ?) (லண்டன்‌] 
(3) தான ட தான்‌ ௨-கோசை 34 கோசை ர (லண்டன்‌ ] 
ரீ ர 
(4) நூ க ம்‌ [லண்டன்‌] 
(5) (1-5) 4 - ஐ” [லண்டன்‌] 
(6) (0-4) சைன்‌ லை [லண்டன்‌] 
(7) 8-5) 64-24“. எ கோசை 32 [லண்டன்‌] 
(8) (871) 914௪4௪ [லண்டன்‌] 
(9) கோசை சைன்‌ 22 8/-டகோசைக [லண்டன்‌ ] 
(10) சர்ப கோசை ர | 
[ ரட்‌ 
[லண்டன்‌] 
2 ௨௮ ஒறு ௯ 4 
| சி த த்‌ 1 ்‌ விளி யி 
(11) ௮௨ ல] -1- [லண்டன்‌ 
ழு? 
(12) 9 கட (2) 373, [லண்டன்‌] 
(13) 4-_8₹-.-10) 9-௪ கோசை மை. [லண்டன்‌] 
(14) | ரீ -1- | (படத்‌ சவ்‌ [லண்டன்‌] 


(15) (35-92 த) ம. (52-)- 25 - இ 99-- (௪-3 - 28)82-0 [லண்டன்‌] 
(16) (ி-98- ஸிராசச- (8 - 2-2) ௭ (22 - 88-37) ஐருரீ2 0. 


[லண்டன்‌] 

(17) ஊ-ுர-ட்்‌- 450 [லண்டன்‌] 
(18) 6-3 -8)2-(3-28--2-1] [லண்டன்‌] 
2(25--32-1-23]) ப ன்‌ 


(19) 2384 1722-02 


900 லகையிட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


(20) ஐ(2--ஐ)--70/--2)--2 [லண்டன்‌] 
(21) 5-2 [லண்டன்‌] 
(22) 2-$ற2- ரரூ--ற5/2” [லண்டன்‌] 
(23) ₹-8--74-] [லண்டன்‌] 
(24) 2-ற2-- ரம - 82] [லண்டன்‌] 
(25) ச(1- எ) --றரச--0 [லண்டன்‌] 
(26) 5“ -( 320/2 -1- 8/4 -- நறு (லண்டன்‌] 
(27) ₹ர(8--1) -௪(2ஐர--ஐ--7--1)-2ஐ-1)-0 [லண்டன்‌] 
(28) ூ£--ஐ]7ற-. ஐரூற* (கணி. இறைப்‌] 
2 

(29) 54 க்‌ ன்‌ 

(30) ற்‌ _ ்‌ ட 3-0 [கணி. திறைப்‌] 
(31) (ஐ--2*--(2ர4)5-1 | [கணி. இறைப்‌] 


(32) ஸ்‌ - 3 -- 2-8 என்னும்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு இர்வானது, 

2-0 அஆகுமிடத்தும்‌ உ மட, ஆகுமிடத்தும்‌ மறையுமாறு காண்க, 

[கணி. திறைப்‌] 

20 ணம்‌ ட்டம்‌ 

(33) நட்த ர (6௭0) -4 கோசை ௦௫ என்னும்‌ சமன்பாட்டைத்‌ 
ர்க்க. 

ற இன்‌ வே.று வேறான பெறுமானங்களுக்கு குறிப்பிட்ட்‌ தொகைமீட்டின்‌. 
வீச்சம்‌ ற£--)2 - 2 அகுமிடத்து மிகப்‌ பெரிதாகி (4/2) கோசை (24-௦௨) 
ஆகுமெனசக்‌ காட்டூக ; இங்கு தான்‌ 2/0. [லண்டன்‌] 

(34) சசைன்‌ உஎன இட்டு 

ர ர பளு 
8 1 2 கூன்‌ 8-9 கோசை?றஐ-0 


என்னும்‌ சமன்பாட்டைத்‌ தர்க்க. 


௯ 


௦17 67 ௫ 
- (35) 0 7-2 ப-ட25 ஆக, ஜர்‌ இகர லக என்பதன்‌ ஒரு 
தீர்வு (9. என்னும்‌ வடிவமாகுமெனக்‌ கொண்டு சார்பு சி ஐப்‌ 
பெறுக ; & குறித்துத்‌ தொகையிட்டு 7-2 டட (7-2) - என்னும்‌ 
தீர்வை உய்த்தறிக,. 
5 

(11) 2--21.4// ஆ2, சி என்பதன்‌ ஒரு இீர்வு வடிவம்‌ 
ஜ(6) ஆகுமெனக்‌ கொண்டு சார்பு ந்‌ ஐப்‌ பெறுக ; ஐ குறித்து வகையிட்டு, 
ஒர்‌ இரண்டாம்‌ இர்வைப்‌ பெறுக. [லண்டன்‌] 


பலஸினப்‌ பயிற்டுகள்‌ 267 


97 67 கட்டட 
(36) 25? 3 1 ந. 320 என்னும்‌ நிபந்தனையைத்‌ திருத்தியாக்கி 
உற்பத்தியில்‌ மையமும்‌ அலகு ஆரையுமுள்ள கோளப்‌ பரப்புப்‌ புள்ளி 
களில்‌ பெறுமானம்‌ 424 கொள்ளும்‌ 7£ என்னும்‌ ஐ, 3, 8 ஆ௫யேவற்றின்‌ 


விதிதமுறு முழுவெண்சார்பைப்‌ பெறுக. ர்கணி. திறைப்‌] 
(37) ௩52--0 என்னும்‌ லப்பிலாசின்‌ சமன்பாட்டினது ஒரு தீர்வு 

உ௮(4 கோசை ௩0--8 சைன்‌ ௩0) 6“ 1ம2, (2) 
எனக்‌ காட்டுக; இங்கு *) 9, ௨ என்பன உருளை ஆள்கூறுகளும்‌ 
4, 2, 4, ட என்பன எதேச்சை கறி ணுபடுப்‌. [லண்டன்‌] 


(38) , 9 என்பன உ கூறுகளும்‌ ஈ,, 6) என்பன எதேச்சை 
மாறிலிகளுமாயின்‌, 4 ௩7) (ர, டல சைன்‌ % 0) ஆனது 


1 9 
ஐ! 
என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வு எனக்‌ காட்டுக. (லண்டன்‌ ] 


04 030 
(39) ட்‌ 6 3 என்னும்‌ சமன்பாட்டுக்குத்‌ தீர்வுகளை எவ்லாறு 
௦ டல்‌ காணலாமெனக்‌ காட்டி ௨-0 ஆகுமிடத்து 


4 
௨௮௩௨-௮0 அகோசை ்‌ 


0 
ஆகும்‌ வகைபற்றி முற்றாய்த்‌ தீர்க்க. ' [ லண்டன்‌ ] 
(40) 4 / 5310-0 என்னும்‌ சமன்பாட்டுக்கு ௨ இன்‌ ஏறுவலுக்களில்‌ 
இருசாராத்‌ தர்வுகளைப்‌ பெறுக ; சமன்பாட்டில்‌ மாறிகளை உருமாற்று தலால்‌, 
அல்லது வேறுமாதிரி, முற்றிய தீர்வு 
து .சீற*ச, (௪௭. (28) 


என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதப்படலாமென்பதை நிறுவுக 7; இங்கு 4, 2 
என்பன எதேச்சை மர்றிலிகள்‌. 


(41) 2, 6, 2 என்பன 5௨ இன்‌ சார்புகளாக, 
4 2) ரட07௨0 
என்னும்‌ சமன்பாட்டின்‌ முற்றியதீர்வு, 3, என்னும்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட தீர்வு 
தெரிந்தலிடத்து, 
(தன அ -ட1/2 என்னும்‌ பிரதியீட்டாற்‌ பெறப்படலாமெனக்‌ காட்டுக. 
9, 9) என்னும்‌ இரு குறிப்பிட்ட தொகையீடுகள்‌ தெரியப்படுமாயின்‌ , 
முற்றிய தீர்வு 


908 வகையூீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


மட ச 4] 2 (% 0) கே மாறிலி எனக்‌ காட்டூக. 
தமது பெருக்கம்‌ ஒன்று ஆகும்‌ இரு குறிப்பிட்ட தீர்வுகளைக்‌ கொண்ட 
ர 
(5்‌- 1) 24௮1 _ (63 1)9--(ம-1) நூ-0 


என்னும்‌ சமனபாட்டின்‌ முற்றிய இர்வைப்‌ பெறுக. 





ச தனு 
(42) (11-25) ட்ட (6-1 (௩-1)5) ரர அறு--0 


என்னும்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டூக்கு (1--5)2(1 - 9? என்னும்‌ வடிவத்‌ 
தல்‌ ஒரு தீர்வு உண்டு என்பதைக்‌ காட்டுக; இங்கு ற, ஏ என்பன 
தேர்நத மாறிலிகள்‌. இச்சமன்பாட்டை முற்றாய்த்‌ இர்க்க ;) 3௦ என்பது 
௩ என்னும்‌ நோ முழுவெண்ணாயின்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வு உ இல்‌. 
௩ ஆம்‌ படிப்பல்லுறுப்பியாகுமென்பதை உய்த்தறிக, அல்லது வேறுமாதிரி 
திறுவுக. 


(43) 1- ஈ£என்பது, 





, 2 213] 1 ம ஒஃஃ 037 ன 
ஐ(1-ஐ5) ஜட்‌ ஐ (1-2 டிட்கோ -0 
எவனும்‌ சமன்பாட்டின ஒரு குறிப்பிட்ட தீர்வு என்பதைச்‌ சரிபார்த்து 
அதனை முற்றாய்த்‌ தர்க்க. 
தந்த சமன்பாட்டின வலக்கைப்‌ பக்கத்தில்‌ பூச்சியத்திற்குப்‌ பதிலாக 
(12898 எனபது எழுதப்படலாற்‌ பெறப்படும்‌ சமன்பாட்டைப்‌ பரமானங்‌ “ 
கின மாறல்‌ முறையால்‌, அலலது வேறுமாகுரி, தர்க்க, 


க 2, 6 என்பன ஐ இன தந்த சார்புகளாக, 
82? 
4 13 0 - ர ன இல்டை எனனும்‌ சமன்பாட்டின யாதுமொரு 
னு டரா 
ப்‌ ட்ரே 0 என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டின்‌ முற்றிய தீர்வு காணப்‌ 


டதத காட்டுக. 


அத துணைகொண்டு, ல வே ட்‌ வழியாக, 


1-3 க 1(௪- 9)/-0. 


என்னும்‌ சமன்பாட்டைத்‌ தீர்க்க. 


ப ப்ல்வினம்‌ பயிற்சிகள்‌ 200 


(45) ன்‌ என இடுதலால்‌ % ஆனது முழுவெண்ணாகவுள்ள 
09 
27 க _ 2040 எ்ன்னும்‌ சமன்பாட்டின்‌ முற்றிய தீர்வு. 


(4 கோசை ௨-8 சைன்‌ 2)7(ஐ) - (4 சைன்‌ ௨-8 கோசை ௮) ற்‌) 


என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ உணர்த்தப்படலாமென்பதை தநிறுவுக ; இங்கு 
ரீ(9, (ஐ) என்பன உகந்த பல்லு அப்பிகள்‌. [லண்டன்‌] 


(46) மேற்‌£றுகள்‌ 2 குறித்து வகையிடலைக்‌ குறிக்குமிடத்து, ம்‌, 5 
என்பன (ஐ) 7 (ஐ) -- ஜ்‌ (ஐ). --10(2)--0 என்னும்‌ சமன்பாட்டின்‌ 
இரு சாராத்‌ தீர்வுகளாயின்‌, 

ய 97 (ஐ) 82 | 377 (6) 82 
ப 2. (0)? )(00/-9)3 
ஆகுமிடத்து, முற்றியதர்வு .4௨--9௦-- மே ஆகுமென நிறுவுக ; இங்கு 
4, 2, 0 என்பன எதேச்சை மாறிலிகள்‌. 

ஐ என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ தீர்வுகளுள்ள 

(23.8) 9” - ஐ(72-ட்‌26)3' (9253-40) 9: - 80ஷ--0 
என்னும்‌ சமன்பாட்டைத்‌ தீர்க்க. [லண்டன்‌] 


(44) (ஐ 85) மப ப்ந .டி--0 என்னும்‌ சமன்பாட்டின்‌ தஇர்வுக 
ர்‌ ர- ப ்‌ 9) 


ர 


ளாகும்‌ இரு சாராவலுத்தொடர்களைப்‌ பெற்றுக்கொண்டு அவற்றின்‌ ஒருங்‌ 
கற்‌ பிரதேசத்தைத்‌ துணிக. ப 








ம்‌ [(%-ட2) 5 ௬ 
(48) கரடு] ழ்‌, 
03” ரர னல்‌ ப்‌ ரகத்‌ 
ஐ(1 - 2) ட்‌ (1-2 லு _$॥4-0 என்னும்‌ சமன்பாட்டுக்கு 
டடத ] ந்‌ 
அனல்‌ கற மடக1-த542- த ஹி. 
என்னுமிரு தொகையீடுகள்‌ உண்டு என்பதை நிறுவுக. ்‌. [லண்டன்‌] 
(49) தன்‌ மூலியானது ்‌ ்‌ 
3௪ (சைன்‌ ஐ-௩ கலக) 2 (கோசை 5 ட ்‌) 


ஆகும்‌ - வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டை ஆக்குக? இங்கு 4, 8 என்பன 
எதேச்சை மாறிலிகள்‌. ்‌. [லண்டன்‌] 
(50) 288--923/--0 என்னும்‌ சமன்பாட்டுக்கு ஐ இன்‌ சார்பாகவே 
யுள்ள தொகையீட்டுக்‌ காரணி இருத்தற்கு நிபந்தனையைப்‌ பெற்றுக்‌: 
கொண்டு 
(ஷு - 27/75) கடவ. ஊரி) 0 
என்பதைத்‌ தொகையிடுதற்கு அம்முடிபைப்‌ ன்‌. [லண்டன்‌] 


90 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


ர கேணி ம 
(51) ரர ந டடர்ச்ே 





0 
சட மி்மோ ௭02) 2௪ 
என்னும சமனபாடுகளுக்கு ஒரு பொது மூலி உண்டு என்பதைக்‌ காட்டி 
அதனைக்‌ காண்க. 
மம 50 லக ரன தறம 
(52) 1 கட்‌ 675 -79ம--0 என்னும்‌ சமன்பாட்டின்‌ யாதுமொரு தாவு 


[5 4 
(19 - நமே கம 


என்னும்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தொகையடடுக காரணியாகுமென்பதையும்‌ 
மறுதலையாக பினனதான சமனபாட்டின்‌ யாதுமொரு தீர்வு முன்னதன்‌ 
தொகைமீட்டுக்‌ காரணியாகுமென்பதையும்‌ நிறுவுக. 


82 2 2 
அ ட ௮ 
5 சக்கர 


எனத தரப்படூமிடத்து, இச்சமலபாடுகளுள்‌ முதலாவதை முற்றாய்த்‌ 
தொகைம்‌(டூக. [லண்டன்‌] 


அது துணைகொண்டு, 


(533) 2, என்பன 5 இன்‌ சார்புகளாக, 
ழ்‌ 3/ 

கு த ௮ 0 

ஜட நட்ட 

எனனும சமனபாடு 4, ௨ எனபவற்றை எதேச்சை மாறிலிகளாகக்‌ 

கொண்ட $ூ-.4 சைன்‌ (௩௨--௦) என்னுந்‌ தீர்வை எடுக்குமாயின்‌ ம, ட 





ஆஇயவற்றைத தொடுக்கும்‌ தொடர்பைக்‌ காண்க. [லணடன்‌ ] 
(54) டம பாட்டுக்‌ 
ரவ 0-2 எனஜஷும்‌ சமன்பாட்டுக்கு 
௩2-02 
தப என... ்‌ 


எனனும்‌ வடிவத்தில்‌ இரு தொகையீடுகள்‌ உண்டு எனத்‌ தரப்பட்ட 
அதனைத்‌ தீர்கக. [லண்டன்‌ ] 


ரட்ட ம 
(55) தன்‌ தீர்வுகள்‌ ரசி 0740 என்பதன்‌ தீர்வுகளின்‌ வாக்‌ 


கங்களாகும்‌ ஏகபரிமாண வகைமீட்டூச்‌ சமன்பாடு 
0. 51 ர 0 
(க்‌ 52) (ர்ச்‌ $0) 4800-0 


என எழுதப்படலாம்‌ என்பதைக்‌ காட்டுக. [லண்டன்‌] 
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- (56) 32(3-_2) 8--(2- அ) (8-2-0 
என்னுமொத்த வகையிீட்டுச்‌ சமன்பர்டு தொகையிடற்றகவு நிபந்‌தனையைத்‌ 
இருத்தியாக்குமெனக்காட்டி ௮ தனைத்‌ தொகையிடுக. [லண்டன்‌ ] 


(52) _ என்னும்‌ செயலி £ி ஆல்‌ குறிக்கப்பட & ஆனது 25 இன்‌ 


சார்பும்‌ ஜ(0) ஆனது 4 இன்‌ விகிதமுறு முழுவெண்‌ சார்புமாயின்‌ 
ற்றச% தத்த தற) 
என்பதைக்‌ காட்டுக. ்‌ 
இம்முடிபை 1/ம்‌(2) ஆனது 2 இன்‌ லிதமுறு முழுவெண்‌ சார்பாகும்‌ 
வகைக்கு விரிக்க. 
89 
றீ 


என்னும்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ ர்க்க. (லண்டன்‌) 


நூ -126-கோசை ௨ 


மே 
ஒரு தொகையீடு உண்டெனக்‌ காட்டுக. பொதுத்‌ இர்வை உய்த்தறிக. 
(லண்டன்‌) 

(59 742-- 084/-- 1182-0 என்னும்‌ சமன்பாட்டில்‌ 2, 0, £ என்‌ 
பன ௨, 9, & என்பவற்றில்‌ ஒரேபடியிலுள்ள எகலினச்‌ சார்புகளாயின்‌.., 
ஒருமாறி மற்றையிரண்டி லுமிருந்து வேரறாக்கப்படலாமெனவும்‌ இச்சமன்‌ : 
பாடு, தொகையிடத்‌ தருமாயின்‌, இதனால்‌ செப்பமாக்கப்படுமெனவும்‌ காட்டூக , 

(82 -- 329) -- 2(அற22-ட24 - (8* -ட95)5) (௪-1 83) 
ப (மடதி(24- (2412 - (2498-0 
என்பதைத்‌ தொகையிட்டு அதன்‌ தொகையிட்டை அட்சரகணித வடி 
வத்திற்‌ பெறுக. 

(60) நை -டடு--82--0 என்னு ளு சமன்பாடு, தொகையிடத்தகு 
மாயின்‌, 88-0௦ என்னும்‌ வடிவ த்திற்கு ஒடுக்கப்படலாமெனக்‌ 
காட்டுக ; இங்கு [ம என்பது 8 9 என்பவற்றின்‌ சார்பாகவே ஆக, 
௩௮ மாறிலி, ஏ மாறிலி என்பன 


(58) 931௮ - 89௮0 என்பதற்கு உ இல்‌ பல்லுறுப்பியாகும்‌ 








8 0 2 சே ரே 6 
என்பவற்றின்‌ இருசாராத இர்வுகளாகும்‌. ்‌ 
அது துணைகொண்டு அல்லது வேறுமாதிரி, 
(35-25) 82 - ஐ5 8ீ[/-- 2166-0 


என்னும்‌ சமன்பாட்டைத்‌ தொகையிடுக, 


272 வகையீட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


லூ (2-2) -%- 1) ஐ. (14-99-9412 - 89)) ௧-9 
என்பதன்‌ பொதுத்தீர்வாகிய 
5-9 (௩/2 - 39) 73-27) 
என்பதில்‌ 2-3 ஆனது உட்படுத்தப்படாதபோதுலும்‌ அது சமன்பாட்‌ 
டின்‌ ஒரு தீர்வாகுமென்பதை நிறுவுக. 


(௫) டு 3-௯(2)-௯(8) 4 ஆ(59ச 


என்னும்‌ இறிக்காற்றியின்‌ சமன்பாட்டை அவ்வாறு இரண்டாம்‌ வரிசை 
எகபரிமாணச்‌ சமன்பாட்டுக்கு ஒடுக்கலாமெனக்‌ காட்டுக; அது துணை- 
கொண்டு, அல்லது வேறுமாதிரி, எவையேனும்‌ நாலு தொகையீடூகளின்‌ 
குறுக்கு விதம்‌ மாறிலியாகுமெனக்‌ காட்டுக. 


(1) $--௨ தான்‌ ௪, $-௨ கோதா உ என்பன 
0 ம 
ன்ட்‌ ஜூ - 1-3 
என்பதன்‌ தொகைமீடுகள்‌ என்பதை வாய்ப்புப்பார்த்து முற்றிய மூலியை 
உய்த்தறிக. (லண்டன்‌) 
02 ரே 
(63) ர - ம), நலக 


என்பவற்றைச்‌ சாதாரண வழியில்‌ தீர்த்துக்கொண்டுூ முடிபிலிருந்து 4 
என்பதை நீக்கலால்‌ (2, 9) என்னும்‌ புள்ளி ஒருவட்டத் திற்‌ இடக்குமென்பதை 
நிறுவுக. 

அன்றியும்‌ முதற்‌ சமன்பாட்டின்‌ ௨ மடங்கை இரண்டாம்‌ சமன்பாட்டின்‌, 
3 மடங்குக்குக்‌ கூட்டுதலால்‌ இதனை நிறுவுக. 

(இச்சமன்பாடுகள்‌ ம என்னுங்‌ கோணவேகத்தோடு ஒரு வட்டத்தை வரை 
யும்‌ ஒரு புள்ளிமினது அச்சுக்களுக்குச்‌ சமாந்தரமாகத்‌ துணித்த வேகங்‌ 
களைத்தரும்‌.] 


(64) 9₹6-)-23 என்னும்‌ வளையிகளின்‌ நிமிர்கோணக்‌ கடவை 
களைக்‌ காண்க. 


அவை ௪23 (3 கோசை 20) என்னும்‌ தொகுதிக்கு ஒடுங்குமென்‌ 


பதை நிறுவுக. (செபீல்ட்‌) 
(65) 1, ௬, ௩ என்பன மாறிலிகளாக, 
02 
“ந 19- ஈட, 
01 


7 அர௪ - ஆர, 
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டா 
பதர எட 


டி 


22 [மீழு/* [822 
யின்‌, 7 ப ஐடைட்மப2, (- ப்‌ ட்‌ 

தழ மம்‌ த டக உழு 2) (2) (2) (ம) 
என்பனவெல்லாம்‌ மாறிலியாகுமென்பதை திறுவுக. இம்‌ முடிபுகளை 
விளக்கிக்‌ காட்டுக. 

(66) .4 என்னும்‌ உற்பத்திக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ ஒரு தளவளையியினது 
2 என்னும்‌ யாதுமொரு புள்ளியில்‌ 4:47 என்பது நிலைக்கூறும்‌ ௮/7 
என்பது உபதொடலியுமாயின்‌ 284 என்னு முக்கோணியின்‌ பரப்பளவு 
4277 என்னுந்‌ துண்டத்தின்‌ பரப்பள்வினது ௩ மடங்காகும்‌ ; அதன்‌ 
சமன்பாடு 21-75 ஐ எனக்‌ காட்டுக. 

ஐ. அச்சு பற்றிய 42777 என்னுந்‌ துண்டத்தின்‌ சுற்றலால்‌ வரையப்படும்‌ 
கனவளவு 21441 என்னு முக்கோணியின்‌ சுற்றலாற்‌ பிறப்பிக்கப்படும்‌ 
கூம்புக்‌ கனவளவுக்கு ஒருமைவிலதம்‌ கொள்ளுமெனக்‌ காட்டுக. 

(67) (28-95) (ற-)5--1 427 என்னும்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டை 
ஐ கோசை 9, ஏ சைன்‌ 09 ஏன்னும்‌ பிரதியீடுகளால்‌, அல்லது 
வேறுமாதிரி, தர்க்க. 

அன்றியும்‌ தனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வு கண்டு முடிபுகளை கேத்திரகணித முறை- 
யில்‌ விளக்கிக்காட்டுக. 

(68) 9-4 என்பதைப்‌ புதிய சார்மாறியாக எடுத்தலால்‌ 
(24-ழ- கேஜ*-4ஷ்ச்‌ 1 -20) 
என்னும்‌ சமன்பாடு களெரோலின்‌ வடிவத்‌ இற்கு ஒடுக்கப்படலாமெனக்‌ 
காட்டுக : அதனைத்‌ இர்த்துக்‌ கொண்டு தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வு இரு செங்கோண 
௮ இபரவளைவுகளைக்‌ குறிக்குமெனக்‌ காட்டுக. 

அன்றியும்‌ இத்தீர்வு, தந்த சமன்பாட்டைத்‌ தஇிருத்தியாக்குமென்பதை 
வாய்ப்புப்‌ பார்க்க. 

(69) தமது வளைவாரையானது ஒரு நிலையான நேர்கோட்டால்‌ செவ்வ 
னில்‌ வெட்டப்படும்‌ நீளத்திற்குச்‌ சமனாகும்‌ வளையிகள்‌ வட்டங்களாகவோ 
சங்லவியங்களாகவோ இருத்தல்‌ வேண்டுமென்பதை இறுவுக. 

(70) 4--ஐ- ற ஈற* என்னும்‌ சமன்பாட்டைத்‌ தஇர்த்து, தனிச்சிறப்பு த்‌ 
இர்வு காண்க ; ஒரு வரிப்படம்‌ தருக. - 


(71) ஒரு தளவளையியானது தனது ற என்னும்‌ வளைவாரை வளையியிற்‌் 
கும்‌ ஐ- அச்சுக்குமிடையேயுள்ள 9 என்னும்‌ செவ்வன்‌ வெட்டுத்துண்‌ 
டோடு ற-௦” என்னுந்‌ தொடர்பால்‌ தொடுக்கப்பமமாறு உள்ளது. 
வளையியின்‌ குழிவு ஐ- அச்சுக்கு அப்பாலே இருப்பப்பட்டுள்ள தாயின்‌ 


வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


9-0 சைன்‌? மீ-ட்ட்‌ 
எனக்‌ காட்டுக, இங்கு ஜ்‌ ஆனது 0௨ பற்றிய தொடலிச்‌ சாய்வு. $-0 ஆகும்‌ 


வகையில்‌ ௨ இன்‌ பெறுமானத்தை ம்‌ இனது சார்பாகப்‌ பெறுக ; வையி 
யின்‌ உருவைப்‌ பரும்படியாக வரைக. 


(72) ஒரு வளையிக்‌ குடும்பத்தின்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடு 7, ர”, 9, 9 
என்னும்‌ இருமை முனைவாள்கூறுகளில்‌ தரப்படுமாயின்‌ : நிமிர்கோணகச்‌ 
கடவைகளின்‌ வகையமீட்டூச்‌ சமன்பாடு 8, மீர்‌ * 80, ர ஜீ0ி' என்பவற்றிற்‌ 
குப்‌ பதிலாக முறையே 7 ரீ9), 7" மீ9£,-8, -ம்‌” என்பன எழுதலாற்‌ 
காணப்படுமெனக்‌ காட்டுக. 


௦ ஆனது மாறும்‌ பரமானமாக, 

ஈட 

ச்‌. 
என்னும்‌ வளையிகளின்‌ நிமிர்கோண கடவைகள்‌ காண்க. 


(73) ஒரு வளையியின்‌ 27 என்னும்‌ புள்ளியிலுள்ள செவ்வன்‌ ஒரு நிலை 
யான நேர்கோட்டை 6 என்னும்‌ புள்ளியிற்‌ சந்திக்க 70 இனது நடுப்‌ 
புளளியின்‌ ஒழுககு, அத்நிலையான நேர்கோட்டோடூ கோதா “1 8 என்னுங்‌ 
கோணத்திற்‌ சாயும்‌ ஒரு நேர்கோடாகும்‌. 7? இன்‌ ஒழுக்கு ஒரு பரவளைவு 


என்பதைக்‌ காட்டுக. 


(5) 3 (ஐ-1) ற என்னும்‌ சமன்பாட்டைத்‌ தீர்க்க ; ற - பிரித்துக்‌ 


காட்டி, சமனபாட்டின்‌ தர்வாகப்‌ பொதுத்‌ தர்வாலே தரப்படும்‌ வளையிக்குடும்‌ 
பததின சூழியாகுமெனக்‌ காட்டுக. 


(5) 3-4 என்னும்‌ பரவளையியினத கூம்பிகளின்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன * 
பாட்டைப்‌ பேற்று அதனைத்‌ தொகையிடுக, தனிச்சிறப்பின்‌ இயற்கை என்ன? 


(6) ஒர பாப்பின செவ்வனகள்‌ எல்லாம்‌ ஒரு நிலையான நேர்கோட்டைச்‌ 
சந்திக்குமாயின்‌ அப்பரப்பு ஒரு சுற்றற்‌ பரப்பாதல்‌ வேண்டும்‌ என்பதை 
நிறுவுக. 


(27) றற. ரு 4/ (25-15) என்னும்‌ பகுதி வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்‌ 
டைத்‌ தொகையிடுக. 

துணை த்தொகையீடுகள்‌, பொதுத்‌ தொகையீடு ஆயெவற்றின்‌ கேத்திர 
- கணித விளககம்‌ தருக. 


95 02 
(78) ச்‌ (ஐ-ட 29) ள்‌ ஆ (4--2ஐ) ச ல 3 


என்னும்‌ வகையீட்டுச்‌ சமனபாட்டைத்‌ கதொகையிடுக, 

ப 2-0 என்பதற்குச்‌ *மாந்தாமான யாதுமொரு குளத்தாலாய வெட்டு 

(4) ஒரு வட்டம்‌ (14) ஒரு செங்கோண அ திபரவளைவு, ஆகுமாறுள்ள குறிப்பிட்‌. 
தீர்வுகள்‌ காண்க. 
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(29) ௨ 8 என்பன பரமானங்களாக, 
25-55-6252) ஜே -ட 18-28 -ட4ு-0 
என்னும்‌ சமன்பாடுகளால்‌ ஒரு வளையிக்‌ கும்பம்‌ குறிக்கப்படும்‌. 


இவ்வளையிக்‌ குடும்பம்‌ ஒருபரப்புக்‌ குடும்பத்தால்‌ : நிமிர்கோண முறையில்‌ 
வெட்டப்படுமென்பதை நிறுவி இக்குடும்பத்தின்‌ சமன்பாடு காண்க. 


(80) (609 -- ௧௨5)ற -- (௧02 -- 692)7-- 225 - 2) 
என்பதைத்‌ தீர்த்து அதன்‌ தீர்வு இரு தந்த கோடுகளைச்‌ சந்திக்கும்‌ 
கோடுகளாற்‌ பிறப்பிக்கப்படம்‌ யாதும்‌ பரப்பைக்‌ குறிக்குமெனக்‌ காட்டுக, 
81) (002, 2, 8 என்பன மாறிலிகளாக, 


27 
ப்ரா 77 இ 
என்பதைத்‌ தீர்க்க. , 

[இது 8 என்னும்‌ மாறா வோல்ற்றளவு காரணமாக .& என்னும்‌ 
தடையும்‌ 1 என்னும்‌ தற்நூண்டுகைக்‌ குணகமும்‌ கொண்ட கம்பியில்‌ 
உள்ள 1 என்னும்‌ மின்னோட்டம்‌ பற்றிய சமன்பாடு.] 

(ய) (0 ஆகுமிடத்து 7-7) ஆயின்‌ எதேச்சை மாறிலியின்‌ பெறு 
மானம்‌ துணிக. 

(1ம்‌) / பெரிதாயின்‌, 7 இன்‌ ௮ண்ணளவு பெறுமானம்‌ யாது? 


[உறுதி ஒட்டங்கள்‌ பற்றி ஒமின்‌ லிதி.] 
727 ்‌ 2 இமம்‌ 
(82) 4 ர்‌ . 77-89 கோசை ற/ என்பதைத்‌ தீர்க்க. 


[இக்குறியீடுகள்‌, 4 கோசை ற என்னும்‌ வோல்ற்றளவு மின்னிய 
லிலுள்ள அதேபொருள்‌ கொள்ளும்‌. இிரப்புசார்பு சீக்சரமாகப்‌ புறக்‌ 
கணிச்கத்தக்கதாகும்‌, அதாவது ஒட்டத்தின சுயாதீன அலைவுகள்‌ தணிக்கம்‌ 
படும்‌.] 

(83) 155 பற டம கோசை ற$ என்பதன்‌ குறிப்பிட்ட 
தொகையமீடு காண்க. 

[இது தருவது ஒர்‌ இலைடன்‌ சாடியின்‌ பூச்சுக்களைத்‌ தொடுக்கும்‌ சுற்றில்‌ 
9 கோசை ற்‌ என்னும்‌ ஆவர்த்தன மின்னியக்கவிசை தாக்குமிடத்து 
ஒரு பூச்சிலுள்ள ட என்னும்‌ ஏற்றமே. குறிப்பிட்ட தொகையமீடு 
சுயாதன அலைவுகளைத்‌ தனித்தபின்‌ ஏற்றம்‌ _தரும்‌.] 


976 வகையீட்டு?்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


(84) ஆனது 
உட3% 16-37 
7... இட 


என்னும்‌ இருபடிச்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு மூலமாக ஆனது 


2 
7 லற (2-௯ -0 


என்பதாலே தரப்படுமாயின்‌, 
மாறிலியாதற்குப பதிலாக அஆவர்த்தனமாகுமென்பது குவிர, ஏற்றுக்‌ 
- கேள்வி 


9 94 106௨-30, 7 
பா மாத அமரலாம்‌ 


2 


27 -இஐ- 9/0 


என்னும்‌ சமன்பாடுகள்‌ 3-8 என்னும்‌ பரீட்சைத்‌ தீர்வால்‌ திருத்தியாக்‌ 
கப்படுமெனக்‌ காட்டூக. ( 


அது துணைகொண்டு வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளின்‌ இரு தீர்வுத்தொடை 
கள்‌ 


மற -4.46 
3 9-2 3௨! ஆ, 
பொதுத்‌ தீர்வு 
ற 422-061, 
4428-1326! 
ஆகுமென்பதை நிறுவுக. 


ஸ்‌ 
(85) 7 3 222 - 8/0) 


02 த்‌, 
ம -- 2 3 18௨--104/--0 


என்பவற்றைக்‌ தீர்த்தற்கு ஈற்றுப்‌ பயிற்சியின்‌ முறையை வழங்குக, 


[இவ்வகைச்‌ சமனபாடூகள்‌ இரு சுயா£னப்‌ படிகளுள்ள தொகுதிகளினது 
சிற்றலைவுப்‌ பிரச்சனைகளில்‌ நிகழும்‌. 4-8 (அல்லது ஏ - 5௦) என்பதாலே 
தரப்படும்‌ இயக்கம்‌ தலைமை அல்லது செவ்வன்‌ அதிர்வுவகை எனப்படும்‌. 
அது தெிவாக தொகுதிமின்‌ பகுதிகளெல்லாம்‌ இசைமுறையில்‌ ஒரே 
ஆவர்ததனத்தோடும்‌ தரே அவத்தையோடும்‌ இயங்குமாறுள்ளது. 5,3 
எனபவற்றிற்குப்‌ பதிலாக 4-9, 4/--5ஐ என்பன புது மாறிகளாக எடுக்கப்‌ 
படுமாயின்‌ அவை தலைமை அல்லது செவ்வன்‌ ஆள்கூறுகளெனப்படும்‌.] 
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(866 2, 44, 77, 2, ட என்பன நர உ30 ஆகுமாறு நேர்‌ எண்க 
ளாயின்‌ 


ரஸ ரீ] 
ட ர ற ம்‌ எல. 
மே ர்‌ 


என்பவற்றால்‌ வரையறுக்கப்படும்‌ 2, 3 என்பன, $4 ஆனது அதிகரிக்க 
வரையறையின்றிக்‌ குறையுமென்பதை நிறுவுக. 

[உ.424--நன்‌, நல 9ல்‌! எனக்‌ காட்டக; இங்கு ௪, 6 
என்பன மெய்யும்‌ மறையும்‌ ஆகும்‌. இச்சமன்பாடுகள்‌ தம்முள்‌ தாக்கும்‌ 
இரு மின்சுற்றுக்களினது சுயாதீன அலைவுகளைத்‌ தரும்‌. 4, 28 என்பன 
தற்றாண்டுக்‌ குண்கங்கள்‌. 37 ஆனது தம்முள்‌ தூண்டுகை. 2, 8. 
என்பன தடைகள்‌.] 


ர 4 டர தறி! 
(87) ம்‌ த னை ந சைன்‌ றர 
2 0 
47 4௮2-290 


என்னும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடுகளின்‌ குறிப்பிட்ட தொகையீடூகள்‌, முதற்‌ 
சமன்பாட்டில்‌ [. என்னும்‌ உறுப்பை விலக்க // இற்குப்‌ பதிலாக 


] 
ம்‌ ட்‌ என எழுதுதலால்‌, மாறாவென்பதை (தீர்வுகளை முற்றாகச்‌ 


செய்யாது) காட்டுக. 

[குறிப்பிட்ட தொகையீடுகள்‌ 4 சைன்‌ (ற்‌- %) என்னும்‌ வடிவம்‌ 
கொள்ளுமென்னும்‌ உண்மையிலிருந்து இது உடனடியாகப்‌ பெறப்படும்‌. 

தம்முள்‌ தாக்கும்‌ இரு சுற்‌ றுக்களில்‌ 6 என்னும்‌ கொள்ளளவு உள்ள 
தடுக்கயைக்‌ கொள்ளும்‌ முதன்மை ஆனது ஓர்‌ ஆடல்‌ மின்னியக்கவிசை 
யாலே தாக்கப்படுமிடத்து இச்சமன்பாடுகள்‌ ஒட்டங்களைத்‌ தரும்‌. தற்நூண்‌ 
டுகையை அதிகரித்தலால்‌ ஒடுக்கிமின்‌ விளைவு ஈடுசெய்யப்படலாமென்பதை 
இப்பயிற்சி காட்டும்‌.] 


துப ததத கி 
(88) க்‌ 1247 - சங்கு 
02 3] 


18 ழ்‌ ம்‌ 1 ௮ 0 
ஆ 778-175 என்பது மிகச்‌ சிறிய நேர்க்‌ கணியமாயின்‌ ஈ பற்றிய சார்பு 
மிக லிரைவான அலைவைக்‌ குறிக்குமெனக்‌ காட்டுக. 

(அடைத்த தகொண்ட ஒரு தூண்டற்‌ சுருளிவ முதல மைச்‌ சுற்றிலுள்ள ஒடுக்க பற்றிய 
ேலியின அலைஎீறக்கக்‌ கொள்சையில்‌ இச்சமலவ(பாடுகள நிகழும்‌. முதனமை ஓட்ட. இழி 
வாகுமிடதது தண ஒட்டம்‌ உயர்வாகு மெனபதை இரண்டாம சமன்பாடூ சாட்டுதலைக்‌ 
கவனிக்க, ெேரயின ' காத்தவீயலும்‌ மின்னியலும்‌ " பிரிவுகள்‌ 489, 490 பார்க்க.] 


96 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


(89) கட -௨(௨-&)--ம கோசை றர, 
1 ௮ - 42--ந- 2) 

என்னும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடூகளின்‌ குறிப்பிட்ட தொகையீடுகள்‌ 
ஐ 52 கோசை றர, 
3 ப்பட்‌ கோசை ற॥ 


என எழுதப்படலாமென்பதை நிறுவுக ; இங்கு 6--ஈழற*- ௨, இறர- 
(8-4). 

அது துணைகொண்டூ ௪, & என்பன ற இனது இரு விசேட பெறுமானங்‌ 
களுக்கு முடிலில்லாதனவாகுமென்பதைக்‌ காட்டுக, - 

[இசசமன்பாடுகள “'மீள்தன்மை இரட்டை ஊசல்‌ ” அலைவுகளைத்‌ தரும்‌. 9, 28 என்னுந்‌ 
இணிவுகள தரே இடைக்கோட்டில்‌ இயஙகுமாறு ஒழுங்குபடுத்தப்படும்‌. ஒரு விலலானது 
28 என்பதை இககோட்டின ஒரு நிலையான புளளிக்குத்‌ தொடுகக; வேறொரு விலலானது, 
ஈட என்பதை ரீ இறகுத்‌ தொடுக்கும. ஓர்‌ ஆவர்த்தன விசை ர இல்‌ தாக்கும்‌ ; தீர்வு காடவேது 
இரு இணிவுகளும ஐ மினது இரு லிசேட பெறுமானந்களுககுத்‌ தமது வீச்சம்‌ மிகப 
பெரியனவாகும வலிந்த அதிர்வுகளை நிறைவேறறும என்பதே. மீணடம இதுவே ” மருவிசை ” 
என்னுந்‌ தோற்றப்பாடு. இவ்வகையில மருவிசை தரும்‌ ஐ இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ ஒரு இணிவு 
மட்டுமே இருககுமிடத்து உளள பெறுமானங்களலல என்பதைக கவனித்தல்‌ முக்கியமாகும்‌. 
இ௫ ஒரு சுழல்‌ சககரத்‌ தணடின்‌ “ சழலல்‌ ”” பற்றிய தர்க்கத்திற பிரயோடக்கப்‌ படலாம்‌. 
சோடொலா என்பவரின்‌ “* கொதி நீராவிச்‌ சுழல சக்கரம்‌ '' பராக்க.] 


(90) 27--7, ஈஉ--0 ஆகவுள்ள 
28 மற4 - 84 ரரற5-.- 21 9-0 


கோட 10) 4௩ டதத - 212) 9, 


04 
என்னும்‌ ஒருங்கமை சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வானது, 
4 மிழ்‌ மிழ்‌ 
உகர சத 9 
ஐ;5,ற என்பன ஐ இல்‌ உள்ள இருபடிச்‌ சமன்பாட்டின்‌ மூலங்களாயின்‌ 
09 ர்‌ என்பன ஒவ்வொன்றும்‌ /ற.,, ற; என்னும்‌ ஈர்‌ எளிய இசை 


அலைவுகளால்‌ ஆக்கப்படுமெனக்‌ கூறி உணர்த்தப்படலாம்‌ என்பதைக்‌ 
காட்டுக. 





(5 என்னு ந திணிவும 2ஈ என்னும நீளமுமூளாள கோல ஒன்று ஒரு நிலையான 
புள்ளியிலிருந்து ருயாதீனமாகத்‌ தூக்கபபட அதன அடியிலிருந்து /ரீ என்னுத தஇிணிவும்‌ 
209 எனனும்‌ நீளமூமுளள வேறொரு கோல தூகஃபபடடு இரு கோலகளறும ஒரு நிலைககுத்து தி 
தளத்தில்‌ ஒர்‌ இரடடை ஊசலாக ஊசலாடுமிடத்து நிலைககுத்தோடு அவற்றின்‌ சாய்‌ வுகளை - 
இசசமனடாடுககா தரும. குறிககபபடும ஈர்‌ அலைவுகளும தலைமை (அலலது செவ்வன்‌) 
அலைவுகள்‌ எனபபடும்‌. பல அற்றலைவுப்‌ பிரரினஙகளில இவை போனற சமனபாடுகள்‌ வரும்‌. 
இவை பற்றிய ஒரு விவரமான தாககம்‌ றவுதின்‌ * கயா விறைப்பு இயக்கவியல '” என்னும்‌ 


நூலில்‌ ச்‌ உளள சமனபாடூ சம மூலஙகள கொள்ளும்‌ வகையை விசேடமாகக்‌ குறித்துத்‌ 
தரப்படும்‌. 


பலவிணப்‌ பயிற்டிகள்‌ 219 


ர மீ 
(91). ர 22௮0, 


634 
053 
[இச்‌ சமன்பாடுகள்‌ நிலைக்குத்திலிருந்து மிகத்‌ தூரமாக ஊாசலாடாத்‌ சுழிப்‌ பூசற 
குண்டினது இயக்கத்தைத்‌ தரும்‌. விடை 
௨-4 கோசை (ஐர- 6) 18 கோசை (94 தி, 
9-4 சைன்‌ (ஐர்‌ - ௦) சைன்‌ (ரர - 9) 
ஹஃ4/(42-- 2, ரே -/ 245) -௬்‌. 
தொடக்க நிபந்தனை 8-0 ஆகுமாறு இருப்பின்‌ ஒரு வட்டத்தில்‌ ற என்னுங்‌ கோண 
வேகமூளள இயக்கத்தைப பெறுவோம்‌ ; 4--0 ஆயின்‌ ஒரு வட்டத்தில ர என்னும 


எப போக்குக்‌ கோண வேகமுள்ள இயக்கம்‌ பெறுவோம்‌. 


இவை போன்ற சமன்பாடுகள்‌ (காந்தப்‌ புலததால்‌ இருசியக்கோடு மும்மைபபடுதலாகய 
சேமான்‌ (கஉஸகறப்‌ விளைவு விளககத்தில்‌ சற்றும்‌ அயன்களின்‌ பாதைக்கு உண்மையாகும்‌. 
இரேயின்‌ “ காந்தவியலும்‌ மின்னிமலும்‌, ”, பிரிவுகள்‌ 565-669 பார்க்க.] 


02 22 ப 
(92) 2-0, 3 0]. கர்ச--2-௭௦ 


27 
வவ ப்‌ சக 
ர்‌ ட 03 0. 


என்பன தரப்பட ௨ பற்றி ஒரு வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாடு பெறுக ; இங்கு ஈ, 


ம்‌, ௨ என்பன மாறிலிகள்‌. அது துணைகொண்டு 8-0 ஆகுமிடத்து 


2 


ே 


்‌ து த்த ஈர) 





2-0 

[2 

என்பதை நிறுவுக. 
[பெள திக இரசாயனவியலில 

ஆக்கி இது பின்னர்‌ 0 என்னும மூன்றாம்‌ ப 

்‌ என்னும்‌ எந்த நேரத்திலும்‌ ஐ, 9, 8 என்பன 

செறிவுகளாகும.] 


(98) ஒரு சுயாதீனப்‌ படியுள்ள 
குனக்கு இணைக்கப்படும்‌ வேறு யா 
விளைவு 


4 என்னும்‌ பதார்த்தம்‌ 2 எனனும்‌ மததிய பதராத்தத்தை 
தார்த்தமாக மாறுமிடத்து இச்சமனபாடுகள்‌ வரும்‌. 
மூறையே 4, 2, 0 என்பவற்றின்‌ 


எளிய இயக்கலியற்றொகுதி ஒன்றால்‌ 
துமோர்‌ இயக்கலியற்றொகுதியில்‌ ஆய 


ஐ-ட 2-1 “ஐ --2 
என்னும்‌ சமன்பாட்டாற்‌ குறிக்கப்படும்‌. அருட்டும்‌ அலைத்தொகுதி 4-4 
கோசை ர்‌ ஆகுமாறு ௨ ுதியாக்கப்படுமாயின்‌ மருவிசையைப்‌ பெறு 
தற்கு ற யின்‌ பெறுமானம்‌ கண்டு ம ஆனத ஒரு குறித்த பெறுமானத்தை 
அ இகரிக்குமாயின்‌ மருலிசை இருக்க முடியாத என திறுவுக. இருவகை 
களையும்‌ எடுத்துக்‌ காட்டும்‌ வளையிகளை வரைக. 


280 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


(94) 548 ஆகுமிடத்து 

2-ட 912 -ட 12-௨0 என்னும்‌ வகையீட்டூச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ தீர்க்க, 

சிற்றலைவுகளை ஆக்கும்‌ ஒர்‌ ஊசலின்‌ வகையில்‌ ஒரு முழு அலைவு 
நோம்‌ 3 செக்கனாகி, வளியாலாய கோண அமர்முடுகல்‌ :0&% (ஊேசற்‌ 
கோண வேகம்‌) என எடுக்கப்படுமாமின்‌, 1 ஆகும்‌ லீச்சம்‌ 10 முழு அலைவு 
களில்‌ ஏறக்குறைய 40' இற்கு ஒடுக்கப்படும்‌ எனக்‌ காட்டுக. 

[மட)(8 2 14242] 


(95) ஒரு தொகுதியினது இயக்கம்‌ உ என்னும்‌ ஒன்றி ஆள்கூற்றைச்‌ 
சாரும்‌; யாதுமொரு கணத்தில்‌ அதன்‌ சக்தி $ஈஷ”- 22 என்னுஞ்‌ 
சூத்திரத்தால்‌ உணர்த்தப்படும்‌ ; அதன்‌ சக்திமினது உராய்வுத்‌ தணிப்பின்‌ 
நேர-வீதம்‌ 3125. அதன்‌ சுயாதீன அலைலின்‌ ஆவர்த்தனம்‌ (30) ஆனது 


வ 
1 ரூ.16 0 


4 கோசை றம்‌ என்னும்‌ வகையின்‌ குழப்பு விசையால்‌ தாங்கப்படும்‌ 
வலிந்த அலைவு ஐ£--8/௩ - %2/8ஈம அகுமிடத்து மிகப்‌ பெரிதாகுமென்‌ 
பதையும்‌ இப்பெரிய $7 அலைவின்‌ வீச்சம்‌ .4ஈஈ;/ச&௨ ஆ, அதன்‌ அவத்தை 


லிசைமினது அவத்தையைக்‌ குறித்து தான்‌ 1- (4-2) என்பதால்‌ பின்‌ 
னிழுகுமென்பதையும்‌ நிறுவுக. 


ஆகுமென்பதை நிறுவுக. 


மே 
(96) 2 2) என்னும்‌ பிரதியீடு 
638 884 
தாகி 65 டு 
ர? 
சத 422] 
என்னும்‌ ஏகபரிமாண வடிவத்திற்கு ஒடுக்குமெனக்‌ காட்டுக. 
$--0 அஆகுமிடத்து 3 0; 8-2 என்னும்‌ நிபந்தனைகளோடு 


036 0972 
8-6) ஜ்‌ 2  (- 39 


என்ப த 


படட 88 878 
என்பதிலிருந்து, 81 நக என்பவற்றைப்‌ பெறுக. 


083 ர 
(ப) “9-௯. 


0 ர 
8/5 9 
1இத பினவரும்‌ இயககலியற்‌ பிரசினததின்‌ நர்வைத்‌ தரும: “ ஒரு சடைத்தளத்திறி 


சுருட்டப்பட்ளோள தரு சர்ச சககிலியி ௪ ஒரு மூனை தளத்தின்‌ மேல்‌ உ என்னும்‌ உயர,த்தி 
ள்ள ஒர்‌ இலேசான ஒப்பக்‌ கபபி 200ற்‌ செல்லும்‌ ; தொடக்கத்தில்‌ நீளம்‌ 28 மற்றைப்‌ 


பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 991 


பக்கத்திற்‌ சுயாதீனமாகத்‌ தூங்கும்‌. இயக்கம்‌ ஒருசீராய்‌ ஆராமுடுகல்‌ கொளளுமெனபதை 
_ நிறுவுக ”. லோனியின்‌ “ ஒரு துணிக்கையினதும்‌ விறைப்பு உடல்களினதும்‌ இழுக்கவிமல்‌ 


பக்கம்‌ 131 பார்க்க.] 


9 
(97) 7-௦ ஆகுமிடத்து ட 2 77 கோசை 9 என்பதும்‌ *--௦0 ஆகு 


0 ்‌ 
ழும்‌. 0 என்பதும்‌ தரப்பட 


0 
0 [98 1] 9 08 
9 ச 
(2)... [சைன்‌ 9:)-0 
07 ள்‌] *்‌ சைன்‌ 0 90 ன்‌) 
என்னும்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வை 
ழ்‌ 70 கோசை 0 
என்னும்‌ வடிவத்துற்‌ காண்க. 
[ஆரை சகொண்ட கோளமொனறு முடிலிலியில்‌ ஓயலிலிருககும்‌ ஒரு திரவத்திறகூடாஃ 
ஒரு நேர்கோட்டில்‌ 177 என்னும்‌ வேகத்தோடு இயஙகுமிடத்து ம்‌ ஆனது வேக அழுத்தமாகும்‌. 
ராம்செயின * நீர்ப்‌ பொறியியல்‌ * பாகம்‌ 17, பக்கம்‌-162 பார்க்க.] 


(98) ௨-0 ஆகுமிடத்து மறைந்து ௨-6 ஆகுமிடத்து 4 'கோசை (றல) 


லிற்கு ஒடுங்கும்‌ 
0... 0 
98” 92 


என்பதன்‌ ஒரு தீர்வைக்‌ காணக. 

[இது தருவது தன்‌ இருமுனைகளிலும்‌ நிலையாக்கப்பட்டுத்‌ தன்‌ ததத 
புள்ளியொன்று .॥ கோசை (2! ல) என்னும்‌ ஆவர்த்தன இடப்‌ பெயர்ச்சி 
யோடு இயஙகும்‌ ஈர்க்கப்பட்ட இழையினது ஒரு பாகத்தின்‌ வடிவமே. 
சிந்திக்கப்படும பாகம்‌ தந்த புள்ளிக்கும்‌ ஒருமுனைக்குமிடையே உள்ளது; 
ராம்சேயின * நீர்ப்‌ பொறியியல்‌ * பாகம்‌ 17, பக்கம்‌ 818 பார்கக.] 


0 0ம்‌ 222 
(99) ர 38 ௦2 3 ]- ம்‌ 23 
என்பதன்‌ தீர்வை ம -- ரீ (08 ஐ 7(6--7) என்னும்‌ வடிவத்திற்‌ 


பெறுக. 


[வளியில ஐர்‌ ஓலிக்கோள முதலி. வேக-அழுத்தம்‌ 6 ஆகும. ராமசே, பக்கம 315 பாரக்க.] 


ஜ்‌ 
(100) 9-- -% ஆகுமிடத்து 2 0 ஆகி 


9-0 ஆகுமிடத்து ற்‌ ஆனது கோசை ரா) யைப்‌ போல்மாறும்‌ 


வண்ணம்‌ 
0. 93 
ல்‌! ர்‌ 
இன்‌ ஒரு தீர்வைப்‌ பெறுக. 


[ந்‌ ஆனது, நிலைக்கூத்துப்‌ பக்கங்களும்‌ ம்‌ 
வாயிலுள்ள அலைகளின்‌ வேக--௮(ழ த்தமாகும்‌. 


டு 





என்னும்‌ ஆழிமுி முள்ள கால 
ராம்சே பக்கம்‌ 265 பார்க்க.] 


98௮ ஊகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


2 7: 
(101) 2 - த றற 0, 
3 ளே 


ம்‌ - 30 
ஜை 29 
என்னும்‌ ஒருங்கமை வகைமீட்டூச்‌ சமன்பாடுகளினது தீர்வை 
02 6 
2) 3-0, 7 டு ட்‌ 0 
என்னும்‌ தொடக்க நிபநத்தனைகளோடு 


்‌ “ஜங்க்‌? 4 ((-9௪- 172) 


என்னும்‌ வடிவத்திற்‌ பெறுக; இங்கு 2 றது, ஏர கற பரலி. 
இததீர்வு ௨, 8௩/ர என்னும்‌ ஆரைகள்‌ கொண்ட ஈர்‌ ஒருமைய வட்டங்களுக்‌ 


இடையே கொள்ளப்படும்‌ உட்சக்கரப்போலி ஒன்றைக்‌ குறிக்குமென்பதைக்‌ 
காட்டுக, 


(இப்பயிற்சி புவியின்‌ சுழற்சியை மெய்ப்பிக்கும்‌ மஃபாக்கலின்‌ ஊசற்‌ 
பரிசோதனை பற்றிய அறிமுறை தரும்‌.) 


20 77% 
(1௦2) ர்‌ ம ௭3 -. 38002 


என்னும்‌ அமின்சுதைனின்‌ கோளலியக்கச்‌ சமன்பாட்டின்‌ அண்ணளவுத்‌ 
ர்வு ஒன்றைப்‌ பின்வருமாறு பெறுக : 


(ஐ 8 ஙுமீ என்னும்‌ சிற்றுறுப்பைப்‌ புறக்கணித்து 
3 ன (1 சகோசை (6 -௰)) 
என்பதை நியூற்றனின்‌ இயக்கலியலிலுள்ளது பேரற்‌ பெறுக. 
(6) ௨ இன்‌ இப்பெறுமானத்தை 84 என்னும்‌ சிற்‌ இறுப்பிற்‌ பிர 
இயிட்டு 


83 ர. ஒரம்‌. 6 
மில 
ன 





௦ (1--கோசை 2 (ம-௰)7 


என்பதைப்‌ பெறுக. 


(0) இவ்வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ வலக்கைப்‌ பக்கத்திலுள்ள உறுப்புக்‌ 

0725 டம்‌ 
கள எல்லாவற்றையும்‌, 7/8”, ட 6 கோசை (மீ -௰) என்பவற்றைத்‌ 
தவிர்த்து புறக்கணிக்க. கோசை (ம்‌ -ல) கொள்ளும்‌ உறுப்பு வைத்துக்‌ 
கொள்ளல்‌ வேண்டும்‌ ; அது நிரப்பு சார்பின்‌ அதே ஆவர்த்தனம்‌ உடைய 
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தானமையால்‌ தொடர்ந்து அதிகரிக்கும்‌ குறிப்பிட்ட தொகையீடு தன்று 
ஆக்கும்‌ (அத்தியாயம்‌ 111 இன்‌ பலலினப்‌ பயிற்சி 36 இலுள்ள மருவிசைப்‌ 
பிரசினத்தைப்‌ பார்க்க.) 

அது துணை கொண்டு 


ய்‌ 91%? 
ம-- ட (14௪ கோசை (6-௪) ஏறி சைன்‌ (ம்‌ - ௰)) 
70 
எ (16கோசை (ம-ம-84)) அண்ணளவாக, 


9ம்‌. ்‌ 
எனப்‌ பெறுக ; இங்கு €- ட ற்‌ ஆட எீ என்பது புறக்கணிக்கப்படும்‌. 


[இம்முடிபானது, கோள்‌ ஒரு மூறை சுறறுமாறு இயங்குமிடத்து (8 -மூ -8--0 என்பதால 
2. 87% 
தரப்படும்‌). எலல ண்மையானது ௩ எனபதால்‌ தரப்படும்‌. சுறறற்‌ பின்னததிறகூடாக 


ந்‌ 
முன்னேறும என்பகை நிரூபிக்னெறது. மாறிலிகளுககு எண்‌ பெறுமானங்கள்‌ தொடுககப்‌ 
படுமிடத்து ௮மினசதையின்‌ கொள்கை புதனினது எல்லணமைமின்‌ இயக்கம பறறிய 
நோக்கிய மூடிபுகள்‌, கணித்த முடிபுகள ஆயைவறறிற்கிடையேயுள்ா யாவரும்‌ ௮றிநக 
இசைவின்மையை நீகறும்‌.] 


(103) (௪, 9, ௨, 2) என்பது ஐ, ந, ௨, 3: என்னும்‌ மாறிகளின்‌ ஒரு 
சார்பு. &, 7 என்பன 
8 த 
4 - 2! 9 த ௭ 01 
என்னும்‌ சமன்பாடுகளால்‌ வரையறுக்கப்படும்‌. இச்சமன்பாடுகளிலிருந்து 
ற, 49 என்பவற்றை 2, 7, ௨, ஆகியவற்றின்‌ சார்புகளாகதி இர்க்க முடியு 
மாயின்‌ 72, 7, 5, 9) என்பது 
௨-3 1 
என்பதை முற்றாக &, 7, 8, ஆஇூயவற்றின்‌ சார்பாக உணர்த்துதலாற்‌ 
பெறப்படும்‌ சார்பாகுமிடத்து : 


027 

அண அரன்‌ னல்‌ கண இபத ஆய்க்பு க அ அர௭௫ ] 9 
ப்‌ ப (1) 

ப அட்ட அதத க்கக்‌ (2) 

2௪ 0 


என்பவற்றை நிறுவுக. 


ர்றியுப கு அ வபா (3) 
அன்றியும்‌ த்‌ த ரகம்‌ 


994 வகையீட்டூச்‌ கமண்பாடுகள்‌ 


என்னும்‌ சமன்பாடு : 
82 0 ப 
ப்‌ கைக கக்‌ ௦ ௫ ௪ *. ௨.1 ௬ % 4 ௬ ௬. ௩ ஓ உ.டி ந ஈட (4) 


என்பதற்கு உருமாற்றப்படும்‌ என்பதை நிறுவுக. 

(இதுவே இயககவியலில ுமிறற வின உருமாறறம்‌. (8) என்னும்‌ சமன்பாடான ழு 
பொதுமைபபடுத்திய ஆள் கூறுகளில்‌ ஒரு சிறபபு வகையான லகிராஞ்சிய இயமமச்‌ சமன்பாடு, 
ஹமிறதறன இதனை (1), (1) என்னும்‌ சமன்பாட்டூச்‌ சோடியால இடமாறறம்‌ செய்கிறா, 
றவுதின *ஆரம்ப விறைப்பு இயக்கவியல்‌*, அத்‌இயாயம 111 ஐப்‌ பார்க்க. இவ்வுருமாறறம்‌ 
அத்தியாயம 311 டன முடிலிலுளள பலபினப பயிற்சி 21 உடன்‌ ஒப்பிடப்படல வேண்டும : 
அங்கு இருமைத்கோடபாட்டால ஊனறிலிருநது ஒன்று பெறபபடும்‌ இரு பகுதி வகையீடடுச 
எமன்பாடும்ப பெறறு ரளோரம்‌.] 


(0. 92 
004 ்‌ (ட டவலை 2. இடறி அமல மிங்‌ 


எனனும்‌ ஹமிற்றனின்‌ பகுதி வகையீட்டூச்‌ சமன்பாட்டுக்கு யக்கோபியின்‌ 


முறை (பிரிவு 140) பிரயோ௫ிக்கப்படுமிடத்து, ஹமிற்றனின்‌ இயக்கச்‌ சமன்‌ 
பாடுகளாகிய 


௦ 07 8; 957 கு | 
ன ன்‌ அ ட வ றர 71) 4) 
88 றெ,௰்‌ 9. 
என்பவற்றிற்கு வழிகாட்டுமெனக்‌ காட்டுக. 
(றறேகஃிவ “பகுப்பு இயக்கவியல்‌, 2 ஆம படிப்பு, பிரிவு 142 பார்க-.] 
(105) 





0) ௨,92௨ (6,9,2) 6. என்பன 
்‌ 02 ம] 02 


மககள... அழதயவயயாரா வையக யாககளியளுயயாகயா.... யவவாகுவது.. அையவுள்ையுமையயு வையை யாதவை ச்சை 


றஐ(45) ர.) 1(2,4.2) 


எனனும்‌ வகையீட்டூச்‌ சமன்பாட்டுத்‌ தொகுதியின்‌ எவையேனும்‌ இரு 
தொகையீடுகளாயின்‌ 


1909 1 6௦9 1 9019) 


ஆகுமென்பதை நிறுவுக. 


(17% ஆனது தொகுதியின்‌ பெருக்கயெனப்படும்‌.] 


௬ 0 0 0 

1) ௩ ஆனது ன்‌ (8) தவி 32 ட. 
எனனும்‌ பகுதி வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ திருத்தியாககுமெனகி 
காட்டுக. 
(ய) ஈ(ு, 9, 5) என்பது தொகுதி 


மின வேறு யாதுமொரு பெருக்கி 
யாயின்‌ ப 


0/௩ 2/௩ 0 
உ (வு -%(3) டர்‌ 


னைத காட்டுக ? அது துணைகொண்டு சர்வசமனாக. 
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0(%/95,30,9) 

9(5,3,8) 
ஆகுமெனவும்‌ இக்காரணத்தால்‌ ௩/௩ ஆனது ம, 9 என்பவற்றின்‌ 
சார்பாக ௩/௩ - ௦ என்பது தொடக்க வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுத்‌ தொகு 


திமினது ஒரு தொகையீடாகுமெனவும்‌ காட்டுக. 


(எ) ௨௪, 9, 2) - 8 என்பதிலிருந்து 2 - ரீ (ஐ, 9, 6) ஆகுமாறு 
இற்குத்‌ தர்க்க முடியுமாயின்‌ 2 இன்‌ இப்பெறுமானத்தை 5, ஐ, ஏ, 7, 7 
என்பவற்றிற்‌ பிரதியிட்டுப்‌ பெறப்படும்‌ &, 9, 8 ஆயேவற்றின்‌ சார்புகளை 
72), 2, 77 என்னும்‌ பேரெழுத்துக்கள்‌ குறிக்குமிடத்து 1” (ஐ, 3, 8) 


ர 0! 
6 என்பது ்‌ ம ன்‌ என்பதன்‌ ஒரு தொகசையீடாகுமென்று நிறுவுக. 
ரம 97 0 
அன்றியும்‌, 8-- 704௪-2719) / ்‌ ஆகுமாறு 442- - 3 3 


0 3௯ 
ளெ 0௧ 
பற்றி உணர்த்தப்படும்‌). 
ு - ௨ என்னும்‌ 'யாதுமொரு தொகையீடும்‌ ௩ என்னும்‌ யாதுமொரு 
04 
பெருக்கியும்‌ தெரியப்படுமாயின்‌ 4 (042 - 289) ] 2 என்பது ஒரு 
நிறை வகையீடா? ௩ ஆனது & (8, 3 2) என்பதால்‌ இடமாற்றம்‌ செய்‌ 
யப்படுமிடத்து தொகுதியின்‌ ஒரு தொகைமீட்டுக்கு வழிகாட்டுமென்பதே, 
இது தெரிலிப்பதாகும்‌. 
இத்தேற்றத்தின்‌ நிறுவல்‌ பற்றி விற்றேக்கரின்‌ -பகுப்பு இயக்கலிமல்‌' 2 ஆம்‌ 
பதிப்பு, பிரிவு 119 பார்க்க. பொதுத்‌ தேற்றமொன்று : 
ச க றர. மே 


08 
270- ஆகுமெனவும்‌ நிறுவுக (இங்கு 5 ஆனது 5, 9, 8 என்பன 


ர அத ரட்‌ ட்‌, 
என்னும்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுத தொகுதியின்‌ (௩ - 1) தொகையீடுகளும்‌ 
யாதுமொரு பெருக்கயும்‌ தெரியப்படுமாயின்‌ வேறொரு தொகையீடு துணி 
யப்படலாம்‌ என்பதே. இது பொதுவாக மக்கோபிமின்‌ ஈற்றுப்‌ பெருக்கத்‌ தேற்றம்‌ 
எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌. 

இத்தேற்றம்‌ சற்றே முக்கியமாகும்‌ இயக்கலியலில்‌ (விற்றேக்கர்‌, ௮ த்தியா 
யம்‌ % பார்க்ச) சற்றுப்‌ பெருக்கி ஒன்று ஆகும்‌. 
ப மீல்‌ ந. ட 82 
ப தடு கேத நூ 
பெருக்சகியெனவும்‌ த திக (எழு, 
தொகையீடு எனவும்‌ காட்டுக. 





என்பவற்றிற்கு ஒன்று ஒரு 
3, 2) 8 என்க,] என்பது ஒரு 


280 வகையீட்டுச்‌ சமன்மாடுகள்‌ 
இவ்வகையில்‌ 
0ம 
77 (0௨ - 19) / 3 ரு | - 329 - டசி) 


எனக்‌ காட்டி அது துணைகொண்டு ப பழத்‌ என்னும்‌ இரண்டாம்‌ 
தொகையமீட்டைப்‌ பெறுக, 


(106) ௪, 8, என்பன மாறிலிகளாக 


யூ ௮ | எரு 6 ஆயின்‌ 
(4202) அசத்டு/0)-உம்‌ (6)7(2) 


்‌ | எத 10/0 -ழ்‌6700)2 
எனக்‌ காட்டு. 


பின்னர்‌ அது தணேகொண்டு, 


2070-4104) 


ழ்‌ (6)7(5)-0--88(௪)1() 
ஆமின்‌, ந ஆனது 


ரீ 3 
பவ பப்லு 
என்னும்‌ வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ இருத்‌ இயாக்குமென நிறுவுக. 


இம்முறையைப்‌ பிரயோூத்து 


ள்‌ 037 
ட்ப ப 


என்னும்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வாக, 3௨0 ஆகுமிடத்து வலிதாகும்‌. 


94] ௪ ரர்‌ ட்‌ ர 
வ 1) 1 7-1) 


என்பதைப்‌ பெறுக, 


2௮0 ஆகும்‌ வகைக்கு ஒத்த நீர்வை, முதற்றொகையட்டில்‌ எல்லைகளை 
9) -1 என்பனவற்றிற்குப்‌ லலத 1, ஐ என்பனவாக எடுத்தலாற்‌ 
பெறலாகும்‌. 


1பமிந்கெளா 106-108 எனபன, வகைய£டடுச்‌ சமனபாடுகளின்‌ இரவுகளை வரையறுத்த 
தொகையீட்டு வடிவத்திற்‌ பெறும்‌ மிக முக்ய முறைகள லவறறைத தரும்‌.] 
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ரூ ஈய/24/(20) 
(107) ஒர ----- 1 8 *2ீத 
47790 
என்பது 8-0 .ஆகுமிடத்து ௨ இன்‌ நேர்ப்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்‌ 
கும்‌ ஈட-- 17 என்பதற்கும்‌ 2 இன்‌ மறைப்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்‌ 
கும்‌ ஈட - 77 என்பதற்கும்‌ ஒடுங்கி, 
0: 0 
உ... 
01 ல்‌ 
என்பதன்‌ ஒரு தீர்வாகும்‌ என வாய்ப்புப்‌ பார்க்க, 

[எலலாத்‌ இசைகளிலும்‌ முடிவிலிககு விரியும்‌ ஒரு இண்மத்தின வெப்பநிலை தொடக்கத்தில்‌ 
ஒரு குறித்த தளமலஐ-0 இன்‌ இரு பககஙகளிலும்‌ ஆ 77, ௦ - 7 என்னும்‌ வேறு வேறான 
மாறாப பெறுமானங்கள்‌ கொளரமென்னும எடூகோளின்படி, தளத்திலிருந்து ௨ 
எனனுந தநூரததில்‌ ர என்னும்‌ நெரதஇல்‌ வெபபதிலை 7 ஆகும்‌. 

கெலலின எனபவா... உ. பற்றிய இகரகோவையைப புவியின வயதை மதிப்பிடுதற்கு 
உபயோசிததாா (தோமசலா, செமிற ஆியோரின “ இயற்கை மெய்யியல ”, பினனிணைபபு 29 
பராகக). பாறைகளினது கிளாமின பிரிந்நதறநிதலால வெபபம தொடாந்து பிறபபிககப்படும 
எனனும்‌ வெளியீடு டுப்பிரசினத்திற புதிய சிக்கலை உண்டாககும்‌.] 


0 9 9 பக்ரா ப டல்‌ 
(108) (ஐ) வு 7-0 என்னும்‌ மாறாக்‌ குணகங்கள்‌ கொண்ட 


ஏகபரிமாணப்‌ பகுதி- வகைடீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுக்கு, , 1, 33 என்பன 


(1, ௩௫) -0 ஆகுமாறு எவையேனும்‌ மாறிலிகள்‌ அல்லது 5, 4 
என்பவற்றின்‌ சார்புகள்‌ ஆயின்‌, 


என்பது (எல்லைகள்‌ ஐ, ந,8 ஆூயவறிறைச்‌ சாராத எவையேனும்‌ எதேச்‌ 
சைக்‌ கணியங்களாக) ஒரு தீர்வு ஆகுமென்பதைக்‌ காட்டுக, 
த ந ச பட அல்ல என்னும்‌ % சாரா மாறிகளும்‌ க ந 2: 
(௩-1) பரமானங்களும்‌ உள்ள வகைக்கு இத்தேற்றத்தை விரிக்க. 
1 | (2 கோசை ற சைன்‌ 64-௪2) ரீ (ச) மே 


என்னும்‌ 


:.. என்பதன்‌ ஒரு இர்வாகப்‌ பெறுக. 
ம்‌! ற 0 ்‌ 


00௦0 ட ப ப 
(5) (ஆக) “0 என்பது மாறாக்‌ குணகங்கள்‌ கொண்ட ஒர்‌ ஏகவி 
னமான  ஏகபரிமாணப்‌ 
ர்வு ததத 2, 1) 80 ஆகுமெனக்‌ காட்டுக ) 
எவையேனும்‌ எேேச்சைக்‌ கணியங்க 
0 ஆகுமாறு எவையேனும்‌ மாறிலிகள்‌ 


என்ப கு 


பகுதி வகையமீட்டுச்‌ சமன்பாடாயின்‌,  ஒ௫ 


இங்கு எல்லை 


கள்‌ ஐ, 9, ௨ எனபவற்றைச சாராத 
ளாக, 1, ௩ என்பன (8, 7, %) - 
அல்லது '௫ இன்‌ சார்புகளாகும்‌. 


288 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


இத்தேற்றத்தை ௩ சாரா மாறிகளும்‌ (௩-2) பரமானங்களும்‌ உள்ள 
வகைக்கு விரிக்க. (8. 77088, ” கணித தூதன்‌ '” (1914) பார்க்க.] 


்‌ செ 

7] ரீ(ரகோசை /-டமு சைன்‌ 4-( 85, 4) 84 
0 
017 2877 87 


வெளயுர்‌ 


என்பதை ள்‌ த. ்‌்‌ வல 2 0 என்பதன்‌ ஒரு தீர்வாகப்‌ பெறுக, 


[லப்பிலாசின்‌ சமன்பாட்டுக்கு விற்றேக்கரின்‌ தீர்வு.] 


பீ] லன ர அங்கால டல்‌ 
(109) வா 9 என்னும்‌ வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டில்‌ 


ம. நே 

1/0 ட்‌ 2 4 லவ 

என்னும்‌ பரீட்சைத்‌ தீர்வைப்‌ பிரதியிடுதலால்‌ 
0111 2 98 

ரது தர க மபர்‌ சட்டுவம்‌ 
என்னுந்‌ தொடரைப்‌ பெறுக. 
இத்தொடர்‌ ௨ இன்‌ பெறுமானஙகள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ விரியுமென்பதை 
நிறுவுக. 


- 2 00 
என்னும்‌ குறிப்பிட்ட தொகையீட்டைப்‌ பெற்றுப்‌ பகுதிகளாக மறிதத்து 
செதொகையிடலால்‌ ப 
5 2 
_.. [௪ 01 1 2! ட ௫! _.. (௩-1) 
6 ண்கள்‌ ௮ ப பலத்த படம்‌ 4 சடா * ன்‌ ஜர்‌ 
ஐ ௮௦0 
என்பதைக்‌ காட்டுக. 


அது துணைகொண்டு, உ ஆனது மறையாயின்‌ குறிப்பிட்ட தொகையீட்‌ 
டுக்குப்‌ பதிலாக தொடரினது ௩-1 உறுப்புக்களை எடுத்தலாற்‌ பெறப்படும்‌ 


வழு (௩-1) ஆம்‌ உறுப்பின்‌ எண்‌ பெறுமானத்திலும்‌ சிறிது என 
நிறுவுக. 


[௮த்தகைத்‌ தொடர்‌ அணுஞ கோட்டுத்‌ தொடா எனப்படும்‌. புரோமிச்சின “ முடிவில்‌ 
தொடா ” பிரிவுகள 180-139, ௮ல்லது இரண்டாம பஇப்பு, பிரிவுகள்‌ 100-118 பார்கக.] 


110. (5) என்னும்‌ சார்புத்‌ தொடரி 


ந2)௧-6(, ய, (6, 5, ௨ என்பன மாறிலிகள்‌], 


9-0 -ஐ2(97, (04 


பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 990 
என்பவற்றால்‌ வரைய அக்கப்படுமாமின்‌ 
02 
வர சித பி 


ஆகுமெனக்‌ காட்டுக. 
அது துணைகொண்டு, முடிவில்‌ தொடர்கள்‌ பற்றிச்‌ சில செய்கைகள்‌ 
முறைமையாயின்‌; 


அந) ஆனது 


ரர 
723 ஏ 77(2)-0 என்பதன்‌ ஒரு தீர்வெனக்‌ காட்டுக. 

[விற்றேக்கர்‌, வாற்சன்‌ அியோரின்‌ தற்காலிக _பகுப்பு, பககம 189 பாக்க. ௮ங்கு இத 
1றையால இரணடாம வரிசை எசபரிமாண வகையீடசச சஎமன்பாட்டைக்‌ குறித்த உண்மைத்‌ 


$தற்றத்தின்‌ நிறுவல்‌ தரபபடூம. ] 
ரீ 
111) 4 ஆனது ர என்பதைக்‌ குறிக்க 
ரீ) ௧௪-82) 9-0 
02) 2-டழ்‌(ம) 9-0 
என்னும்‌ மாறாக்‌ குணகங்கள்‌ கொண்ட ஈர்‌ எகபரிமாண ஒருங்கமை வகை 
பட்டுச்‌ சமன்பாடுகளினது தீர்வு, 11 ஆனது 
/ம)ம்‌(2) ௮ 77(ம)6(2))7--0 என்டதன்‌ முற்றிய மூலியாக, 
ஐ-2(2)7, 
8 -- 7), 
என எழுதப்படலாமென நிறுவுக. 
அது துணைகொண்டு ரீ, 77, ஜ்‌, ம்‌ என்பவற்றின்‌ 9 பற்றிய படிகள்‌ 
முறையே ற, ர, , 89 என்பனவாயின்‌ தஇர்வில்‌ வரும்‌ எதேச்சை மாறிலி 
களின்‌ தொகை பொதுவாக ற, ரர என்னும்‌ எண்களுட்‌ பெரிய 
தாகுமெனவும்‌ ஆனால்‌ ற-5-ர-(? ஆகுமாயின்‌ எதேச்சை மாறிலிகளின்‌ 
தொகை சிறிதாகலாம்‌ எனவும்‌, 
(2-1) 2-0, 


து போல்‌ பூச்சியமுமாகலாமெனவும்‌ காட்டுக. 


லாத பொதுக காரணி கொள்ளுமிடத்து வருவதுபோல்‌ 
ட ச 

வேறுவேறான எதெச்சை மாறிவிகவின இ 
பொதுத்‌ இர வாகாது என திறுவப்‌ 


என்னும்‌ சமன்பாடுகளிலுள்ளி 

(2), எம்‌) எனபன மாறிலியல 
ஐ, நூ எனபவற்றிற்கு ஒருங்கு சோந்து பெறபபடும்‌ 
தொகை 7 யிற்கு உளளதிலும சிதிதாமின இது மிஃப 


படலாம. | 


900 வகையிட்டுச்‌ சமன்பாடூகள்‌ 


(112) (௧) (ஐ), 3 (௦) என்பன 2 (6) 9) --9(2)4-0 என்னும்‌ 
முதல்‌ வரிசை ஏகபரிமாண வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ எவையேனும்‌ 
இரு இீர்வுகளாயின்‌ (28) - ஊ/ம£--0 ஆகுமெனவும்‌ இக்காரணத்தால்‌, 
௩ என்பது மாறிலியாக, ௦-8 ஆகுமெனவும்‌ நிறுவுக. 

(9) 9--ம(௮,39--9 (௮), 9-௦ (6) என்பன 
22 %--0(2)9)42(2 0-0 
எனனும்‌ இரண்டாம்‌ வரிசை ஏகபரிமாண வகைமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ 
எவையேனும்‌ மூன்று தீர்வுகளாயின்‌, 


25, _9ம.)--09 (மு) - ௦00), 


சி ட (9, அடு 09 (0) - மம -0 


என்பவற்றை நிறுவுக. 
அது துணைகொண்டு ம--௦௨-ட0௦ எனக்‌ காட்டுக. 
[படிப்படியாக இம்மாதிரி முன்‌ செனறு (3நு போனற வடவம கொண்ட ௩ ஆஸ்‌ வரிசை 


வகையீடடுச்‌ சமனபாட்டுக்கு ஏகபரிமாண முறையாயச்‌ சாராத தொகையீடுகள்‌ ௩ இன்‌ 
மேற்பட முடியாதெனக காட்டலாம்‌,] 

(113) ம, 5, என்பன ௨ இன்‌ எவையேனும்‌ மூன்று சார்புகளாகுக்‌. 
॥/28-06௦--0 எனபது சர்வசமனாய்‌ மறையுமாறு ௫, ம, 6 என்னும்‌ 
மாறிலிகள்‌ காணப்படலாமாயின 


14 47 ப்ச்‌] 
ந உ 1)1/-0 
12 நெ. 11 


எனபதை நிறுவுக ; மறுதலையாக (“ரொன்ஸ்ூயன்‌ ”-என்னும்‌) இத்துணி 
கோவை மறையுமாயின்‌ இச்சார்புகள்‌ எகபரிமாண முறையாய்ச்‌ சாராதன 
என்பதையும்‌ நிறுவுக. 

இம்முடிபுகளை % சார்புகளுள்ள வகைக்கு விரிக்க. 

[துணிகோவையில 4, 10, ட என்பவறறை முறையே 3, மூட 9) எனபவறறால இடமாற்றம 
செயதலால ஆக்கபபடும இரணடாம வரிசை வகையிடடு௪ சமனபாடடை எடுததுச்‌ அிந்திகக. 
அததகைச சமனபாடட்ககு ஏஃபரிமாணமாயச சாராத தொகையீடுகள்‌ இரணடின மேல 
இருத்தல்‌ முடியாது. 

 ரொன்லயேன ” எனபது 


ஆரமபத்தில்‌ நுணிகோவையைப பழறி 
ஒருவராகிய “' கோனே ரொனளக ” என்பவரைக குறித்துப்‌ பெயரிடப்பட்டது. ] 


(114) 2 ௭௪0-1/) 


எழுதியோருள்‌ 


என்பது 


ட க 
88/4 4 த்க(2- ட) 


என்னும்‌ பகுதி வகையமீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ திருத்தியாக்குமென நிறுவுக. 


பலனவினப்‌ பயிற்கெள்‌- 291 


அது துணைகொண்டு .7,(2) ஆனது 
6206-1) _ நா ஏ, (2) 
௬ ற 


என்னும்‌ விரியில்‌ 4” இனது குணகமாக வரையறுக்கப்படுமாயின்‌, 9/-- ீ(2) 
என்பது 
03. மீ 
ல்‌ 2 ஐடி 
ற அரக ட்‌ (5-0 


- என்னும்‌ பெசலின்‌ %: ஆம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ திருத்தியாக்கு 
மென திறுவுக. . 
[முடிவில்‌ தொடா குறித்த செய்கைகளைப்‌ பற்றிச்‌ சிந்தனை வேண்டும்‌], 
(115) ஷூ ஆனது ஐ இன்‌ ஒரு சார்பைக்‌ குறிக்க, 8 ஆனது ௨, என்பதை 
ஊட இற்கு மாற்றும்‌ செயலியாயின்‌, பின்வரும்‌ முடிபுகளை நிறுவுக : 
(0) 82ீ-௨.8ீ, அதாவது (8-௦) 8-0. 
(1) அர்‌ -௨5.லீ. 
(1) 8(2௨5)--ஈ(ஊ௯௧5)--8.8£, அதாவது (8-௨) (2ஈ£)--ஈ.ஈ£. 
(7) (8ீ-௦)5(22)--0. 
௫) (ஒஹீ£-டற9--ற9- (ஐ0்‌--ற;2-றஜ2”, கள்‌ மாறிலியாயின்‌. 
(ஈழ) 4, என்பன எதேச்சை மாறிலிகளாக, ௧, 8 என்பன ற(ர௩”-1- 27% 
_-ஐ-0 என்னுந்‌ துணைச்‌ சமன்பாட்டினது மூலங்களாயின்‌ 8, -.4ஜ£-- 26” 
என்பது 
ற உப 1 4 ல 0 
என்னும்‌ ஏகபரிமாண வித்தியாசச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு, அதாவது 
(ஐீ?-டஐ-ட்ற)ய,--0 (பிரிவு 8 பார்க்க). இந்த முறையால்‌ (28 
-58-_2.ட,-0 என்பதைத்‌ தீர்க்க. 
ற்‌ மூ (4-௦ என்பது (இி5-3க8--௨0ய--0 என்பதன்‌ 
ஒரு தீர்வு. 
இங்கு ர£- 38%--௨8--0 என்னும்‌ துணைச்‌ சமன்பாட்டுக்குச்‌ ௪ம்‌ 
மூலங்களுண்டு. (பிரிவு 84 பார்க்க.) , 
(ம) 2, 9 என்பன எதேச்சை மாறிலிகளாகுமிடத்து ஐ-117 என்பன 
ஐு-டறரு-டஐ;--0 என்னுந்‌ துணைச்‌ சமன்பாட்டின்‌ மூலங்களாகி 
ஐஃட$ர-7 (கோசை 0-4 சைன்‌ 9) ஆயின்‌, 
(ஐ85-- ற ஐய, 0 
என்பதன்‌ ஒரு தீர்வு 
ூ-ர£ 2 கோசை ௨0-09 சைன்‌ ஐ09). 
(பிரிவு 26 பார்க்க). இந்த முறையால்‌ (85- 28-ட4)யூ,--0 என்பதைத்‌ 
தீர்க்க. 
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(௩) மாறாக்‌ குணகங்கள்‌ கொண்ட எஏகபரிமாண வித்தியாசச்‌ சமன்பா 
டாய (ய, (ஐமி”-ஐ” 1-4... ஐ மறறம 72) என்பதன்‌ 
பொதுத்‌ தீர்வு ஒரு குறிப்பிட்‌. தொகைமீட்டினதும்‌ நிரப்பு சார்பினதும்‌ 
கூட்டுத்தொகை ;. இங்கு பின்னையது, வலக்கைப்‌ பக்கத்தில்‌ வரும்‌ ஐ 
இன்‌ சார்புக்குப்‌ பூச்சியத்தைப்‌ பிரதியிட்டுப்‌ பெறப்படும்‌ சமன்பாட்டின்‌ 
தீர்வு (பிரிவு 29 பார்க்க). 4 

(3) 4(௦)-50 ஆமின்‌, ஈ”/.(ம) என்பது 

(2), ்‌ 
என்பதன்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையீடு (பிரிவு 85 பார்க்க). 
இந்த முறையால்‌ (45-88 - 9)ம,-2” என்பதைத்‌ தீர்க்க. 


[லித்தியாசச சமன்பாடுகளும்‌ வலையீடடுச சமன்பாடுகளும்‌ பற்றி வேறு ஒப்புக்கள்‌ 
பூலின “ முடிவுள்ள வித்தியாசங்கள்‌ '' ௮த்தியாயம 31 டல்‌ காணபபடும்‌.] 


(116) பிரிவு 53 இனது முறையை 
9--னி(2) 472) 


என்னும்‌ லகராஞ்சியின்‌ சமன்பாட்டுக்குப்‌ பிரயோ௫க்குமிடத்து, பொது 
வாக, (4(ற)--ற ஆகும்‌ களெரோவின்‌ வடிவத்துக்கல்ல, 
£-2ழ(2)--ழ்‌(0), 
3--2சி(ஐ)ம(ஐ) -- 7(ஐ)ம்() 4-7) 
என்னும்‌ பரமான வடிவத்திலுள்ள முற்றிய மூலியே எனக்‌ காட்டூக. 
அது துணைகொண்டு 6, 0, % எனபன 6 இனது ௨, ட, டூ என்னும்‌ 
பெறுமானஙகளுக்கு ஒத்தனவாய்‌ இம்ஹலியில்‌ அடங்கும்‌ எவையேனும்‌ 
மூன்று வளையிகளும 2 (ஐ), நி, (29, 3), 2%(௯, 99) என்பன முறையே 
பே. ஜே நே என்பவற்றின்‌ மீது தொடலிகள்‌ சமாந்தரமாகுமாறுள்ள 
புள்ளிகளுமாயின 
20/6 -௨)-(% - 2]ி/(% - 0) (நூ - 90/(% - 95) 
எனக்‌ காட்டுக ; அதாவது 4), 2, 2% என்பன ஒரே நேர்கோட்டிலுள்ள 
னவாகி இப்புளளிக௦ ஒவ்வொன்றும்‌ தம்‌ வளையி வழியே, ஒத்‌ க தொடலி 
கள்‌ சமாந்தரமாகுமாறு, இயங்குமிடத்து 2) 2); 2) 2) என்னும்‌ 
விகிதம்‌ மாறிலியாகும்‌. [ஆயின்‌ முற்றிய மூலியில்‌ உட்கொள்ளப்படும்‌ 
இரு வளையிகள தரப்பட்டவிடத்து மற்றை வளையிகளின்‌ எத்தொகையையும்‌ 
கேத்திரகணிதக முறையாக அமைக்கலாம்‌.] 


117. தனது யாதுமொரு புள்ளியில்‌ தன்‌ வளைவு ஆரையானது தனக்‌ 
கும்‌ ஒரு நிலையான நேர்‌ கோட்டுக்குமிடையே வெட்டப்படும்‌ குன்‌ செவ்வன்‌ 
நீளத்தின இரு மடங்காகும்‌ ஒரு தள வளையி, இந்நேர்கோட்டை அடியாகக்‌ 
கொண்ட சக்கரப்போலியோ இந்நேர்கோடு செலுத்தலியாகக்‌ கொண்ட 
பரவளைவோ ஆதல்‌ வேண்டும்‌ என நிறுவுக, 
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118, ஒரு வளையி 0-% தான்‌ ம்‌ என்னும்‌ உடைமை கொண்டது : 
இங்கு ற ஆனது வளைவு ஆரையும்‌ ம்‌ ஆனது தொடலி ௨- அச்சோடு 
ஆக்கும்‌ கோணமுமாக, 4 நேராகும்‌. இவ்வளையியிற்கு ர 

நஃ-% (1- கோசை 9), --% (மட (௪௧ 9-ட தான்‌ 9) - சைன்‌ 0) 
என்னும்‌ சமன்பாடுகளாலே - தரப்படும்‌ களை ஒன்று உண்டு எனக்‌ காட்டுக 7 
இங்கு 0309-1; ஆக, உற்பத்தி 9-0 என்னும்‌ புள்ளியில்‌ எடுக்கப்‌ 
படம்‌; இப்புள்ளியிலிருந்து இக்களையின்‌ வழியே அளக்கப்படும்‌ வில்‌ நீளம்‌ 
8 ஆயின்‌ 

க 
இத்‌ மட ட 


எனக்‌ காட்டுக. 


0 
119. ஐ-0, 1/0 ஆகுமிடத்து க (ஒரு மாறிலி) ஆகுமாறும்‌ 


௧-0 ஆகுமிடத்து ்‌ இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ எல்லாவற்றிற்கும்‌ 2௮0 
ஆகுமாறும்‌ 
913 0. 

என்னும்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வை (2) சைன்ஈம்‌ என்னும்‌ 
வடிவத்திற்‌ பெறுக, 
020 
| 02 ட ஜே 

னைகளைத்‌ இருத்தியாக்கும்‌ ஒரு தீர்வைப்‌ பெறுக : 

(1) 4-0 ஆகுமிடத்து 2--சைன்‌ 5 
(ம) 2-0 அல்லது ஈ ஆகுமிடத்து 2-0 
(0 9%:0, ௯௦0 ஆகும்‌ 5, தளப்‌ பிரதேசத்தில்‌ எங்கேனும்‌, 
2 முடிவில்லாத தாகரது. 

121. 22) 9,7, என்பன ௨ இன்‌ சார்புகளாக, பிற்குறிகள்‌ -2 குறித்து 

வகையிடல்களைக்‌ குறிக்குமாயின்‌ பகுதிகளாக இருமுறை தொகையிட, 


| 10கே7 ரெ -ட 729)82 -- 2(19/1 “ஜெ -9(22)) 91 (22)2 - (0925), -1- 18) 


120. 0 என்னும்‌ சமன்பாட்டூக்குப்‌ பின்வரும்‌ நிபந்த 


எனக்‌ காட்டுக. 


29 - ரெட்ட 2-0, (2299 - (92); -/-222--0 
என்னும்‌ இரு சமன்பாடுகளுள்‌ ஒன்றன்‌ 'யாதுமொரு தொகையீடு மற்றை 
யதன்‌ தொசையீட்டுக்‌ காரணியாகுமாறு உள்ளன்‌ என்பதை உய்த்தறிக. 


[அ .த்தகைச்‌ சமன்பாடுகள்‌ ஒன்றுக்கொன்று உடன்மாட்டு எனப்படும்‌.] 
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ம ஆனது 5 என்னும்‌ செயலியைக்‌ குறிக்குமாயின்‌ 
றற) (2-டரு)]19-0 என்னும்‌ சமன்பாட்டின்‌ - ஊடனிழூட்டு 
. (மி-ர2) (ம -ற(2))2-0 ஆகுமெனச்‌ காட்டுக. 

இதனை 9%- (௨-5 (மோ 25)ஏ--0 என்னும்‌ சமன்பாட்டில்‌ சரிபிமை 
பார்க்க. [இங்கு ஐ(2) 5, ர(2) -2.] 


0 1 03 ்‌ ்‌ ௫ 
3-3 ௮ என்பதன்‌ பொதுத்தர்வு. 


செயலியைக்‌ காரணிப்படுத்திச்‌ சமனபாட்டை 


ன ராகா யாய 
ட. லெ ௨00 (கர) 4 10 2௨ ௨௦/5 
என எழுதலாம்‌. 
ஆகவே (பிரிவு 34 பார்க்க) தொடக்கச்‌ சமன்பாடு 
ர 18) 918 
8௨௦ ஜே க்‌ 
என்னும்‌ இரு லஉராஞ்சி ஏகபரிமாணச்‌ சமன்பாடுகளுள்‌ யாதுமொன்றினது 
எத்தொகையமீடடாலும்‌ திருத்தியாக்கப்படும்‌. 
இவற்றுள்‌ முதலாவதற்குத்‌ துணைச்‌ சமனபாடுகள்‌ (பிரிவு 128) 


இரு சாராத்‌ தொகையீடுகள்‌ 


3$0,ஐ-ர1/--0 ஆகும்‌. 
பொதுத தொகையீடு ரீ - மம்‌. 
இதே மாதிரி இரண்டாம்‌ ஓூராஞ்ூச்‌ சமன்பாடு, (2-6) ஐத்‌ 
தரும்‌. இவை இரண்டும்‌ தொடக்க வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுத்‌ தொகை 
யீடுகள்‌. இது ஏகபரிமாணமாதலால்‌ ஒரு மூன்றாம்‌ தொகையீடு ஈர்‌ 
எதேச்சைச்‌ சார்புகளைக்‌ கொள்ளும்‌ 
$ர7(2- ஐ)-- (ஐ ௧௦) 
எனபது ; இரண்டாம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாட்டுக்கு மிகப்‌ பொதுவான, தீர்வை 


எதிர்பார்க்க முடியாது. 


இபது போன்ற முறை பிரிவு 145 இன்‌ சமன்பாட்டுக்கும்‌ பிரயோ௫க்கப்‌ 
டலாம்‌. 
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பரிமாண முறை (0. 11. சிறினிவாச ஐயங்கார்‌) 
ஐஃரீ(ற, ௪)/2(2, ௦), 9-2) 6) [ம(2, 8) எனப்‌ பிரதியிட ஒரு பகுதி வகை 
ப£ட்டூச்‌ சமன்பாடு ஒரு சர்வசமன்பாடு ஆகுமாயின்‌ இக்கோவைகளை 
ரீக-.றே- ரன்‌ என்பதோடு இணைத்து 


6 8)82-- | (2, 182-- | (9), ஈ)88-05 


என்னும்‌ முற்றிய தொகையீட்டைப்‌ பெறுதற்கு உபயோக்கலாம்‌. 
உதாரணமாக ௯ஊ(ஐ--ர) 234 என்னும்‌ சமன்பாடு, ற (6₹--௦)/25, 
ர (2-௦)/2 ஆயின்‌, ஒரு சர்வசமன்பாடாகி 22-88 -ட - 80-0௦ 
என்பதைத்‌ தரும்‌. 

இந்த மூறை நியம வடிவங்கள்‌ 7, 111 (பிரிவுகள்‌ 129, 191) ஆகிய 
வற்றிலுள்ள சமன்பாடுகள்‌ எல்லாவற்றையும்‌ தியமவடிவம்‌ 11 இலுள்ள 
சமன்பாடுகள்‌ சிலவற்றையும்‌ எடுத்தாளும்‌. 


15988 5529 (69/3) 


பயிற்ச வினாக்களுக்கு விடைகள்‌ 


௮த்இயாமம்‌ 7 
பிரிவு 5 
9, மழ 

(1) லி ந 0 மை ச்‌ 

3 7842 நே. [ஸூ 
ல அ ம 1 ர ஐ... ண்‌ 
3) 905 (அ. (4) 9 (3 ட்‌ 
(5) ஒரு வடடததின தொடலி, தொடுகைப்‌ புள்ளியை மையத்துடன்‌ தொடுக்கும்‌ கோட்டுக்குச 


செஙகுத்தாகும்‌. 
(6) யாதுமொரு புள்ளியிலான தொடலி அகீகோடேயாகும்‌. 


(1) வளைவு பூச்சியம்‌. 


பிரிவு 8 


3. ஐ. ஐா* 
வனி ர ப ன ரி வத்தக்‌ 
(1) நரகு என்க மக சர வம்ப. 


2 


2 ஜு. இர 
(3) ர-௨--02 வமா அ மப 1 ம கோசை ௨-ம்‌ சைன்‌ ௪. 


அத்தியாயம்‌ 1--பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 


03 பு மற... மீ ம 
1) ௮-5, 2) - 0-1] 0-0 
ப 85 ம பு லே ல சே ்‌ 
81 


உட 0 
ற்‌ ம லர்‌ 


ர்‌ மிய] ஸ்‌ கர 
பக தவு ரே | 142) | ஆ 
2) ர? 
(6) (4(ஜ) வ) 9 ௮/5 து 2 ௮ 5. 
3 ரர ட 
மிடதுமுவடை “அத. அ அம 4 
பமக ன ற து (ஸ்‌ 2) (4) 





5 | மரு ம 5... 
8 1 ண 1. _2ர-ட02, 
(8) (௫) ை்‌ ) (11) ஏ-22ஜ.-௦௧ 
7/2 (12) --86-2 (14) 00₹௨ம--00£உம்‌. 


8 

(15) வகையிட்டு ௨-1, 4-2 என இடக. இதிலிருந்து ப எனவே ம கிடைக்கும்‌. 
3 

(110) (02-10) (1) நு ஐூ--6ஐ-- 1 


290 


(விடைக்‌ 207 


அத்தியாயம்‌ 14 


பிரிவு 14 
(1) 623--5ஹு--ுு* - 92 - 4-0. (2) சைன்‌ உதானழூ 4 சைன (ஐ--ம) 0. 
(9) சகு தானழ- 8-0. (4) ஐ-று.-0 மட (ஐ. 
(5) கழி. (6) 22. 
(7) வலீ(சைை2ற--கோசைல)-0. (8) ஐூறு-ட்க்ர 4-0, 
(9) 4/--0௨. (10) சை ஐகோசை 4-௦. 
. _ பிரிவு 17 
(1) (6-9)3-௦ (௨-3. (2) ஐ5-28 (௦-- மட) 0. 
(3) ஷூ£-௦ (௪-5. (2) கழுவு! (மீற. 
(5) (௨ -)5-௦ (௨-3 -9). (6) (ஐ--5/-4)7 (32 29-11) -௦. 
4 
(7) ஐ-9-௦-மட (2-0). (8) 2-3-0-2 மட (றே 0-1. 
பிரிவு 21 
1) 3 (6--௧)5--2௦ (24௦95. (2) ஈர --சைன ௨-௦ கோசை டி. 
(3) நூமடக- (மட£)*-10. (4) ஐூ-நுர (0 சைன்‌ உற. 
(5) 3₹(௪--௦2) -1. (6) உணு. (0) 2௪0 (6- தான). 
பிரிவு 22 
(1) பரவளைவு$/5-- 42-0௦. 
(2) செவ்வக அதுபரவளைவு ஐ$ -- 05. 
(3) பேணூயி பிறையுரு 73-88 சைன 20. 
(4) சங்கலியம$-$ அகோசை ட்‌. (5) ஐ$--05. 
(6) ுர--ஐ$-( 08. (7) 32-௩0. (8) ர3--0503, 
(9) மடச-$03-$05-௦. (10) சமகோணச்‌ சுருளிகள 9௦:10 ன அத்னு 
அத்துமாயம்‌ 11--பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 
(1) ஹூ 0. (89) ஊர்‌ - 87). 
(3) சைன்றசைன 4-8 சர்‌ பககம்‌, (0) ஜை - ஜே 3] மல 0. 
(5) ஊ$--ு- 470/5 -ல5). (11) வரே $-௦. 
(12) தான- (23) -- மட (ஐ]/9) --2. (18) (தூ 1-1) ௭-௦ 
(15) ம நிகர்மாற்றுச்‌ சுருளி ₹(0-0)--6. 
(ய) ஆச்‌சமீடிஸ சுருளி -௦ஈ(0 -09. 
(16) பரவளைவு 39%]. (18) உ (௦-மடழ்‌. 


1388 5529 (69/3) 


208 


(19) 


(20) 


(81) 


(1) 
(9) 
(5) 
(7) 
(9) 
(10) 


(11) 
(18) 
(19) 


(16) 


(1 
(5) 
(9) 
(8) 

011) 


களா 


(1) 
(2 
(3 
(2 


வவ... ஷஹி. 


வகையிீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


(0 சிஃ்ழ-97414௦, தந்த தொகுதியை நிமிர்கோணமாய்‌ வெட்டும்‌ ஒரு பொது 
யச்சு வட்டத்‌ தொகுதி. 


(1) ச3--௦5- 98 (11) ௮௪ (4 மட (கோச ௩0-- கோதா ஈ0)]. ' 


8 2 
(ரக 





மட (2-9 9. ன்‌ ப மீம்பு 
ஜஹி ௪ ரா 
அத்தியாயம்‌ 111 
பிரிவு 28 
நூ 46-30 06-55, (2) 9/--.4கோசை232--10 சைன்‌ 22. 
நூ. 45). 45, ்‌ (4) முன (4 கோசைஐ-- ம சைன ௨). 
௪௧5-343 (4 கோசை 37-12 சைன்38). (6) ச- 4-1 தகர்‌, 
/--.4௪-1-8௪- 5). 06-84. (8) முூ.99-2 _ த 88. 


3-4 கோசை (2-0) கோசை (32 -0). 

9-4 அகோசை (லை -௦0)--ம அகோசை (98-06) அல்லு 

ரண்டு உப டப ர 2. 

34-34) கோசை (௨௩/3 -2. 

425௪-52). இ”-2 கோசை (௨4/3 -0) 4-7 கோசை (24/3 - 0). 


0-6 கோசை 4/ (7/1). (14) 444770. 
2 1] இர 
 _ - இழ/22 அவ்வகை சூ 5 ஜை கவல்‌. அ: வெல்வான்‌ 
௦9 ( கோ தார அம்‌ வளவ), இங்கு % 7/2 ஸு. 
பிரிவு 29 
$ 25 (1--.4 கோசைஐ-- 8 சைன்‌ ஐ. (2) 4-8 4-1 ௮௧௪, 
9-2 சைன்‌ 3ஐ--.4 கோசை 25-11 சைன்‌ 22. (4) ௧-2; 58]. 
0); 8-4 7, (6) ம 43 ௮2. (7) 91; 8--21ற-1, 
௨௯3. (9) 4635. (10) 8273, 
- 5 சைன்‌ 02. (12) 3$கோசை 6௨-32 சைன்‌ 8௨. (18) 9, 
பிரிவு 34 
ந 4 மிஐ* (8ீ-டிற) ௪-௪, 


9 (42-04) கோசைல-- (8). 2-1 023) சைன்‌ 2. 
ஏ- (44-22 ௪-8 கோசை 2-7 சைன்‌ ஐ. 
94-22 செ3ம-2 ௨-௪, 


(1) 
(4) 
(4) 
(4) 
(6) 
(6 


ஸா 


(1) 
(2) 
(3) 
(4 


(1) 
(3 
(4) 
(5) 
(6) 


ஷி 


(1) 
(4) 
(த) 
(5) 
(6) 
(7) 


(1) 
(3) 
(௮) 
(4) 
(6) 
(6) 
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ப பிரிவு 38 
2௧72-46-74 (4 கோசை 4ஐ--98 சைன்‌ 42. 

[௪27 (4 கோசை ர2-- சைன்‌ ரல) -- 688/((-)4-ற)1)- ரூ. 
நு (4 4-09ஐ) ௪2. இட 12, 

௩44 (84-12) சீ: (0-1ற சா௪, 

9-5 (4--௧௨/2ஐ) அகோசை றம. 3 ௮சைன்‌ ஐ. 

*- 4-1 (721-0ஐ 1) - 82. 


பிரிவு 36 
9-9 சைன்‌ 9-4 கோசை 2-|.,4௪-4. 
4 கோசை 4-9 சைன்‌ 4ஐ-) 4272 ப). 82. 
2 கோசை௰- 4௪-42 (4 கோசை 39-இ சைன்‌ 82), 
3-௩ சைன்‌ 302--௪-* (4 கோசை 20ஐ-1-நி சைன்‌ 202). 


- பிரிவு 37 

ஜீ றே ்றேஃ-63. 42-3, (2) (ந 6த - தே.க). நம 
ஏ 0ஜ.1-6-1- (4-2 , 

நூற்‌) 3-7) (4-1 0.2, 

நு 223-142 -6-.4-21. ந 

0-7 -6ஐ- 4-2) 0: 


பிரிவு 38 
3 -.4கோசைற. (08-9௦ சைன்‌ ஐ. (8) 9.4௯ - (2-12)௪4, 
-௮.4௪55-- (210-202 - 2028 -. 154 - 925)2-2, 
94.4 சைன்ற- (2 -ற) கோசைறஐ)6-3, 
(4-2 5) கோசை றஐ-- (8ீ-ட சீற-. 321) சைன்‌ 2. 
3-4 (5--3)௪--0-21-ஐ3--.7 கோசை ஐ-- (7.92) சைன்‌ ச. 
(4 சைன்‌ 4௪-- (8 -௨-௨5) கோசை 4224, 


பிரிவு 39 
41 மலி ஜை 
*-2--.4ஐ-4 கோசை (8 மட2த)--மற-4 சைன்‌ (3 மடஐ). 
3-8 கோசை (மட2௨) - சைன்‌ (மட 2)--..49- 3-9 கோசை (,/3 மட௨ -. 
க்‌ மடக. மட ே (மட)? 02 (மட௮)5. 
*--(1-(2ை)3 மட (1-29)]4-(.கீமட (1422). 
5.4 கோசை (மட (1-ஐ)-61-42 மட (1-2) சைன்‌ மட (142). 
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பிரிவு 40 


(10) 9.4 கோசை (௨-ஐ);2- -.4 சைன்‌ (6 - 00. 

(9) ஏ.க்கீ2-நிகீ2 ; 2-6 25 -7]ிசிர. 

(3) 9-4. கோசை (2-௦) ; 2-4 “ம கோசை (௨-9) 

(6) மூீ.4- 26-25) 5-4 _5- 85 

(5) $ூ-.4 கோசை (௨-9)-- 48 கோசை (2 - 8) -- கோசை 72. 
2.4 கோசை (2-௦) கோசை (2 -8) -2 கோசை 72 


(6) பூ 6425-40-22.) கோசை 32 - சைன்‌ 32. 
த 4235-1. இச... 3௨-84 கோசை 2922-5 சைன 22. 


அத்துமாமயம்‌ 111--பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 
(1) (4) நிஉட்கச2ா. ௫) ம (க நித 029) - ௪8 
(3) 4-4௨-88ப)_ இட ட06-2.). 8-ட02௪-34 (சைன ௨-3 கோசை 2) 
(() நு ரீ. இகோசை (022௨-0 -28 (4 சைன 82-1- கோசை 2. 
6) 4/ு-(4 4 இற -ட0ற5)6 2-4 (நீற3 527 
(6) 39-.4 சைன்‌ ௨-3)-4289 சைன (2-8) -3 சைன லை 
(7) 9- (44-22-16௦5) அகோசை ஐ (8.12) அதத்‌ ்‌ 
(8) 3-3. றை (44 நறட்கறி- கோசை 92 
(9) 49-(4--ற-ட3 சைன றெ -4ஐ கோசை மை -98 சைன 9925 
00) --4 கோசை (௨ -ஐ-12-1 கோசை92 3௦ கோசை ஐ-ட-்‌ சைன 9 
(11)9--.4 கோசை (௨-9) கோசை (35 -8) -3 கோசை ௨--௨ கோசை 92. 
02) 9- (அர அற அன்‌ படமோ ர5/ (மடக ௦8, 
(13) 42 மடற-9 (மட 95, (149-42௨ 1-2ஜ4*, 
(15) 483 கோசை (4/2 மடு, 
(16) 9.44 மட மட்டும (மட (ஐ௮1)5427 182. 
(11) 2--.464 இட்‌ 7 கோசை 1-7 சைன [ஓ 


3-4 2526-34 (317-149) கோசை 11 (377-497) சைன 4 
(19)2-.464 -86-॥ கோசை (4/3/- ; 

4 4 2௨-4 கோசை (34 - 19/5) ; 

2-௭ அி97ர4- 6-1 கோசை (4/3 - ௩-ட 4௯/8) 
(19) ஐ-.44--இர-1; ஜநா மம 
(20) 2-4 கோசை (மட -00-129-3 கோசை (மட 8 தர்‌, 

8-4 சைன (மட -9) 1-1 சன (மட 9). 
(27) 002-1௦7; (0 ழ$(₹-9ஊ--1) சைன 2உ-ம 3-1) கோசை ஐ. 
(1) 42. 


(52) 9 (சைன 8ற)/ம- 25) 1.4 கோசை ற௰-டி சைன ற2. 


விகடாள்‌ 20% 


(33) 4 462-262 10 9 மடலஐ- 12. 
(35) (ம) $--.4 கோசை (2௨ -ஐ-உகோசை ஐ சைன்‌ உ மட சைன ௨. 
(37)(1) %/(2ற%9) ; (1) பூச்சியம்‌. 


(38) 4-8 கோசை 2-4 சைன்‌ 12-- 0 அகோசை 2-4 அசைனா. 


அத்தஇயாயம்‌ 13 


பிரிவு 42 
ய 02 02 
03 “22. 
92 9 
௨-1. - 0 (இரு பரிமாணங்களில்‌ லபபிளாசின்‌ சமன்பாடு). 
0௦ 0” 
(8) 072 ழ்‌ 02 ] 82 () ம ன்‌ 02 டத்‌ 
ஜி ஜு 67 05. “ஜு. 
92 02 
(6) ்‌- மா  ”ரும்த 
9 ட்‌ 
(6) 2 அர்த்‌ ௩ (எகலினச்‌ சார்புகள பறுறிய ஒயிலா தேற்றம்‌.) 
பிரிவு 43 
ர்‌ 052 02 2) 052 ட 032 ர 952 ்‌ (3) 92 ழ்‌ 92. 
ய 2 ட ர யர ப இ றே. 


ன்‌ 4 (2; 
௦2 04 ளெ 047 
(2-0). ல்‌ 
0 017 ல்‌ ௨ 0] 


பிரிவு 45 


(1) ஏ.45- 250270) (2) 2.4 சைன றற சைன ற௭$3/ (3) 2-4 கோசை ற(௦௨-). 
(7, 4-28489 சைன 2 ஆ/(ற?-1- 03) இங்கு ஐ உம ர உ௰ தேரரானவை. 
(5) 7-0 கோசை (றர து -1- 972) 


(6) 74274 சைன (௩௨/3) சைன (௩1/4), இங்கு ௩ உம ௩ உ௩ம யாதும்‌ நிறை 
வெணகள அத்துடன 71313 (௩8-84) 


பிரிவு 48 


4 
(1) - (சைன்‌ ஐ சைன்‌ 2 ”சைன$த*.......- ). 
% 


(2) 2(சைன ௨-4 சைன்‌ 2-3 சைன்றே-.......- ). 


3 த 03 [த 0 6% 
(4) ்‌ ட 2 04 சைன இஃ 14 ர ்‌ சைனி 2ஈ-- க. ஆ. வனை சைன 92 ] 
ஈ 1 13 ன்‌ 93 3 98 


505. வகையீட்டு்‌ சமன்பாடுகள்‌: 








க்[ ட 4 
வகை. ௩ இரய்காககையுரிசளவைப் வமா னிைமியாவ்‌. 4 க்‌ 
1 சட ல த அம ட ப தம 


(5) 2ம்‌ 04ள)சைன்கஃ 3(1-௪) சைன்லை- ஆீ(1--௪) சைன்‌ 2-1 -௪) 
% 


சைன்‌ 2-4 ........., ]. 
92௬1 9 1 89% 

(6) பலர ன்‌ 4 சைன்‌ --- -ஐு கோசை-ஃ ) சைன்‌ 2 
உழ 2 4 1 


(7) 6) (2, (8, (6% (6) 


அத்இயாயம்‌ 157 பலவினப்‌ பமிற்சிகள்‌ 
$ ( $ந7 உ 
(2) ப (5) ன வ ட. ்‌ 
(7) 7739 சைன்‌ (ம - 8௮), இங்கு 94 447 (௬௩/28). 


8 ] 1 
(12) 74 (௪34 சைன்‌ 2 ரால்‌ சைன்‌ 392-- த கம்‌ சைன்‌ 62- 
ப 4 


(19) ௨ஐ ஈ2/! ஆற பிரதியிடுக, 6 யை ஈ₹/13 ஆற்‌ பிரதிமிடுக. 8/௩ என்ற காரணியை 
88/௧3 ஆற்‌ பிரதியிடுக. 


உ 
(02) 72 த (62-48 காசை ஜேஃ.49- 1884 கோசை 42-15-8041 கோசை 62-ட....) 


400 
(5) *-.-. 6-3 சைன்‌ ௨-435-941 சைன்‌ 8த-($4-24&4 சைன்‌ 6௨- ...) 
௪ 


(0 இற்கும்‌ ஈ இற்குமிடையேயுள்ள எல்லாப்‌ பெறுமானக்களுக்கும்‌ 17100 ஆயி 
னும்‌, ஒரு தொடர்ச்சிமின்மை ஆயே ௨-0 இல்‌ அல்லது ஈ இல்‌ 7-0 என்‌ 
பதை அவதானிக்க.] 

(16) (18) இன்‌ இர்வில்‌ 7” இற்குப்‌ பதிலாக 100 - 17 ஐ இரக. 


(18) ர, - குள கோசை (ாஐ/23) -$௨-947"4/41* கோசை (82/22) .. .].. 
ர 


(19) ட (சைன்‌ 2 கோசை 08 -2 சைன்‌ லைகோசை 98-- 2ீ சைன்‌ 62 கோசை 5 2 ஒதர 
ர்‌ 
அத்தியாயம்‌ 9 
பிரிவு 52 
(1) ((-2-௦ 432௨-90 (3) (ஆ-28-0) (ஆ -90 
(8) 49 (1-5 (4) ே-2-௦ (ே-ு-40 


(6) (9-௮ -௦) (4-௦) புர௨-1-௦8-5)-40 
(6) (ஏ-௪-௦) 46-₹-9)0 
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பிரிவு 54 


(முற்றிய மூலிகளை மட்டுமே தந்துள்ளோம்‌. சில சந்தர்ப்பங்களில்‌ ஒன்றித்‌ தீர்வுகள்‌ உணடு 
என்பது பின்னர்‌ தெரிய வரும்‌.) 


(1) 
(3) 
(9) 
(8) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 
(10) 
(11) 


ய 
(2) 
(9) 
(8) 
(5) 
(6) 
(7) 


(1) 
(2) 


(9) 
(4) 
(9) 
(6) 


0) 


ஐ-க்ற்க்ற?) முறேர றே 0. 
ஈர்‌ மரற); மூனழ்றி ர்‌ மடற௦, 
(2ஐூ-1)*ஐ-௦-ஐ மடதத; (ஐ-18 270-234 மடத)2 
ஐ 42-18 மட (ஐ-1) 1-௦) ற] 22135 மட (ஐ-1)4௦ 
ஐ தோன்‌ -?ஐ -ஐ-140; நு-மட (254) 
தற-௦-2) நகந்த42 (ஐ-1)ச-2 
ஐ-றை ற (ஐ -1)-ச்‌; றர 1-0 (௩-1) 

சைன்‌ ஐ--0; ற சைன்‌ றஐ-கோசை ற 
ஐ தான்‌ றஐ--௦) $/-ற தான்‌ ற- மட கோசை ற 
ஐ-மட (ஐ--1) “மட (ஐ-1) 4 மடற? 2; ற மட (நா-1) 
ஐ-த/(1-4-ஐ5)-ட தான்‌-1 ஐ; ௦ -1/(14-ஐ5. (02) ௪-1. 


அத்தியாயம்‌ 97 
பிரிவு 58 


மூ.மூ. (7-2) -னி; ௨௭௦0 ஒரு கூர்‌ ஒழுக்கு 

மு. மூ. (8-2) -2-2; த. த. ௨-3. 

மூ.மூ.ீரஒுர2ீ-0; த. த. நூ-க்தர 

மு.மூ. நசைன்‌ (6-௦) ; த. தீ. 3-1 

மூ.மூ. (ஜே-)-ு-0)4-4 (ர)-)5-0 ; ஐூ-9-௦0 ஒரு கூர்‌ முக்கு 
மூ.ஜூ. 8-1]. 805 - 127 -10ஐ3--0 : ூ-ஐ-0 ஒரு கூர்‌ முக்கு. 
மூ. மூ. 4-60-2ரூ-2ஐ (3ூ-ஐ)3-0 ;957-ஐ-0 ஒரு கூர்‌ ஒழுக்கு. 


பிரிவு 65 

மு.மூ. (40) -ஈ(௨ஐ-1) (2-2);5.தீ.ல6-1) (-3)-0; ஐ-1-1/47/ 8 ஒரு 
பரிச ஒழுக்கு ; ௨-1-1-1/4/3 கற்பனைத்‌ தொடுகைப்‌ புள்ளிகளின்‌ பரிச தமுக்கு. 

மு.மூ. (53 -௪௧(2-1)5; த.த. ௨-0; ஐ-1/9 ஒரு பரிச தமுக்கு; ஐ௮1 
ஒரு கணு இழுக்கு. 

மு. மூ.நு ௦-0) த. தீ. 3-௭. 

மு.மூ. வீரமே -ழே4௦8-0; த. தீ. (வேற (4-ு)-௮0 

மு.மூ.ஏ-ஜீூ 20; த:£. ஐ$-ட்கம-௩0) ஐ-0 தரு பரிச தமுக்கு. 

மு.மூ. ூ-௦(ஐ-௦5; 340 ஒரு த. நீ. அத்துடன்‌ அது ஒரு குறிப்பிட்ட 
தொகையீடும்‌ ஆகும்‌. 279-420 ஒரு த. ந. 

வகை. சம, ஐ 93 கோசை* ஐ -றேறு சைன்‌* ர--37--ஐ சைன்‌ ஜ-0); ஓ. $. ஏர 
கோசை” ஜீ சைன்‌* ௫ ; 9-0 ஒரு பரிசவொமுக்கு. 


304 வகையிட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


(8) வகை. சம. (2-1) 8-2 -௨£--0; ஓ. தீ.ஜீ$7-1) ஐ-௩0 ஒரு பரிச ஒழுக்கு, 
(9) வகை. சம. (223.1) ஐ? (ஐ--ஹே-33--2)-ஐ-- 2441-0 த. தீ. ஒர. வம 
3-4; எ-டு ஒரு பரிச ஒழுககு. 


(10) வகை. சம. ற5(1-ஐ3) -(1-359)-0 ஓ. தீ. ௨-1); நு 1. 
பிரிவு 67. 


(1) மு.மூ. நூுனகதே௦்‌; த த. ஐூதழ-0 
(2) மூ.மூ. 8-0; த. ந, 2737-42-௦0 
(89) மூ.மூ.ு-ல்்கோசை ௦; த.த. (4-2 சைன-* 2321 ஜீ 
(8) மு.மூ. நூனஃப/(ம-65)) உ. இ. ஐ5/யழு5/07-1 
“ 6) மு. மூழு ம்‌ - ௪6 ந. தீ.மு-ற (மடற-1. 
(0) மு. மூ. -சைன-3 0 : த.இ. -பர/(ஐூ-1) -சைன-! 4/(1- 1/ஐ5). 
(7) $ -றற)3- ற, ஜே, அசசுககளை அனுகுகோடுகளாகவுடைய இரு செவ்வக 
௮ இபரவளைவு. 
(8) 6-9/3-9% (ஐ-ட)-௩2₹-0, அச்சுமகளைத்‌ தொடும்‌ ஒரு பரவளைவு. 
(9) நாறகூருளள உட்சக்கரபபோலி ஐ$-373 8 


அத்இயாயம்‌ 71--பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 


(4) த. தீ. இல்லை ; ஐ-0 ஒரு பரிச ஒழுக்கு. 
(2) 4 24--2/2-01. 
(6) 3: $ே சூழிகளைக குறிக்கும, 40 ஒரு சூழியும கூா.-ஒழுக்குமாகும. 
(6) மு. மூ. ஐழ-3$0- 63 
(7) மு.மூ. எரு; த. ந. ூ4ற3-40 மு௮3/3: ஐ1/% என இரடுக.). 
(8) (1) ற--ஐ_-38 என இட, ஜை-3 (84-13) ; 4-9 (628-488 5/4) 4-௦ என வரும்‌. 
ம்‌) மூ.மூ. நூ 41; த.இ. கூ தற734-௬0 7; ந40 ஒரு பரிச ஒழுக்கு. 
ர (1-1 கோசை (0-0), ஒரு த. தீ. ஆகிய 38 என்ற வட்டத்துள்‌ 
உளவரைந்த சம இதயப போலிகவின ஒரு குடுமபம்‌. 7-0 என்ற புளளி ஒரு கூர்‌ 
ஒழுககு. அததுடன ஒரு. த.த. 


அத்துயாயம்‌ 1 

பிரிவு 70 
(1) மட சகஜ ர 
(2) ௨௨4-4௦௦ மட (4-5) 
(3) ஷூ கோசை (௨-6) 
(4) மட (சக (ஸுூ-5)-4 தான்‌ (௨-1 6))1-௦. 
(5) ஜீ மட ஐஐ. 
(6) மூ கீ டத ... ஆக்தர்த்‌. ்‌ 


(7) 6-3 ((-6)3- 453 எனற வட்டம. வளைவுஆரை % இற்குச்‌ சமனென வகையீட்டுச்‌ 
சமனபாடூ எடுத்துரைகஇற து. 


(9) 4/1) 0) சஙககிலியம ூ-5 ற்‌ அகோசை (௪-1. 


விடைகள்‌ - 306 : 


பிரிவு 73 
(1) நுறு (கமமடகரடு. . (9) $-௨(2 மடஐ-(ம்‌)* 
(2) ஏ--ஈஐ கோசை (2 மட£ஐ) 14-62 சைன (2 மட. (4) ஏஐ$(கமடற-9)5. 


பிரிவு 74 


2-6 
(1) ஏ அகோதா ல (2) 8 -மட (1-2. (3) சைன்‌ 12. 


(க) 3 ] ந கோசை-1 ச்‌ ந்‌ பத 
ஈக ர பா தத தட 


(5) (0) கூம்புவளைவு &-பூ/2-- (1/௦ -ப/45) கோசை 0; 
(4) 08-கோசை 04/(1 - ம/45) அல்லது அகோசை 04/(ப/43-1), ம 5 8” ஆதறகேற்ப. 





பிரிவு 75 
(1) -௧ஈ(ஐூ-1)406-5, (2) 4--௧(ஐ--1)--6௪-5, 
(3) ர-௧(ஐ-1) 466-527 (1௧7/5 
(65% நூ 675. 

பிரிவு 77 
(2) 23-02 - 9/௨. (3) ர (03 ௦) --62. 
(5) நூ (0-0). 6) ஏ--ச--6ஐ-3 
(6) நூ. சைன்‌ ௨. 

பிரிவு 80 


(1) 4-(௨-ஐ) கோசை த--(5--மட சைன ற) சைன்‌ ௨. 
(2) 9-6 - மட தான்‌ (4௧) கோசை 2-6 சைன்‌ 22. 


(3) 394(௧-௨- 8-4 மட (1-2-5))8- (ம - மட (14-8))2-௪. 
(ட ஏ-௯-௦௨-1-0(1-ஐ-1)சீ. (5) ௧௨-௨6 -ஐ)27-0 0258. 
அத்இயாயம்‌ 7711--பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 


(10) 3௦2/5 -6. . (2) ௧-4 மட (ஐ5-65. 
ஓஜா --1 ஜி ்‌ ஜி 2 

அன்ப 

அட டாட்‌ சத எக ன 

(க) ஏ -88-ரகோசை(92 -$௩ - 23 -- ககோசை௰ --மசைன£--ஊூ- 3-1... 4-4. 


(5) $3$--௯௭--0௦ மடம்‌. (6) --8௪-ட்0(2£ - 1)225. 


பூ 3-3... 2-0. 





ஐ 1 
(0) 3 கோசை ௭-6 சைன்‌ 1 - சைன்‌ ல - -- கோசை ல மட சிகர. 
7 75 


(8) (2-3) -௨ மட௰--5-4 சீ. 
(9) டூர-/(0-9)) (ய 34/(கமடலாடு. 
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(10) 
(2) 
(1) 


(18) 


(19) 


(1) 


(2) 
(5) 


(4) 


(6) 


(1) 
(4) 


வகையிட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
மு (கோசைல-0 சைன்‌ 2-4- சைன்‌ 25) 255. 
த 22. (14) - 7 32, 
() ஏ-௧௪”-ட6௪-2*- சைன்‌ 2ீ. (2-7 என இரக). 
ய) (1 22): (1-௧). (ஐ தான்ச என இரக). 


ன்‌ 2 (128) ) ஏ சைன்‌? 2-4 அகோசை (4/9 சைன்‌ ௪-0). 
5 


9௩ கோசை (29 (1--ல)6-5)-1-6 சைன்‌ (2 (1--2)6-5)-- 149௪-5. 


அத்இயாயம்‌ 711 
பிரிவு 83 
வு 2-ற1 - மோர்‌ றர ; செப்பமான தீர்வு 4--2--௨ஐ-127. 


2 -2மடல௨-3 (மடஐ; செப்பமான பெறுமானம்‌ ௪4. 
24274 ளிர்ஜ்னிர் ஷின்‌ 
த 32 1 8-1 அளி லி. 

9542-4 ஆன 30 ஜின ஸ்ம 
213327 242427 நஜி 1 கய 
நூ இன்‌ பெறுமானம்‌ பயி. & இல்‌ உள்ளதே. 


பிரிவு 87 
2:18 (3) 2:192 (8) 0412), 6) 4118 
வமுக்களன்‌ 0:0018 ; 0:00017 ; 0:000019 ; 
மேல்‌ எல்லைகள்‌ 0:0172 ; 0:00280 ; 0-000420. 
பிரிவு 89 
1:1678487 ; 1:16780250 ; 1-1678449, 


அத்துயாயம்‌ 1% 
பிரிவு 95 


ன்‌ ்‌ 
(1) ௬4 2 ட்‌ -- கோசை _/௪ ; ஒர்‌ த்ர. பட - சன்‌ 4/௪. 
21 41 1 ட! 


1௮4 25 


92” 924 92 
(3) உ தெ ல. ணப ; 59-ஜர்‌(1 -ஐ. 





1,4 
(௮) உபுபபபள ர 1 ஜர்‌, 


்‌ விட. ட த எத 
1013. “18௨ 1” 


இஷடகள்‌ 507 


1 ! 
ணல்ல்கல்‌ டன்‌ பபப படப்பட தத்‌ 
41 ரர அபக ர எனா என 
1 
“819 (1-1ஐ (24௫) (84-௪0 


(க) வளி ௬ 
தீ. ப. 


ர ம்‌ 
ஆ விலிருந்து உ யைப்‌ பெற ௩ ஐ -௩ ஆகீ்ருகு. ம வை ஊர்ப்‌ என்த மாதி 


ஸியாற்‌ பெருக்க வருவது % வரிசையுள்ள பெசல்‌ சார்பு எனப்படும்‌, எத வீ௩(௪) 
சஎன்‌.று குறிக்கப்படும்‌. 


பிரிவு 96 
(1) உம்‌ (4) ௨ம்‌. ஐ இன்‌ பெறுமானங்கள்‌ யாவும்‌. (3) உம்‌ (3) உம்‌ 12] 4]. 


பிரிவு 9? 


4,9,16 
உலஒுமடல3 (ஜே -ஐீ-7லி... 


5.5 இ,5,10 
(1) (பச்சடி வ தக்‌, 1 





| 
(கட [ -னிர்லன்‌ 43 “கணீர்‌ 
] 
ஐ மட 40 - ௦ ல்‌ பப சடா 04144௪ எ, 1 
3 என்பது பூச்சிய வரிசை உள்ள பெசல்‌ சார்பு எனப்படும்‌, ௮௮ 2௦ (2) எனக்‌ 


குறிக்கப்படும்‌. 


3 ச்‌ 
அன்‌ அன்‌ ௨.௬ ன்‌ இ: 
(3) ன 2 தத்‌ 


4 
ம மட ன்‌ ய்‌ எழிற்‌ - மர்‌ “நி 4 ச திக ௪. . 


1.4 1.5.5.7 15.5.7.9.11 
ப  வம்த்த்‌ விர்‌ டகர ததத ட்‌ 1 


௩ 


1. 
௧௫ மட அணிப்‌ லி 


1.3.0.7 
னாரா 133-242 பழக. 


பிரிவு 968 

1 3 ரூ 
௫ வெது மகத கர வணவடிவக ககைவகஹாகசளாள்‌ -ை ஆனயவவளாவாகை இரு 
(பி அதி தர்‌ தட்‌. 25.47.6.8 


்‌ 1 
பர சபா 1 (மர 2 
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(3) 


(5) 


வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


ட்‌ த 1 ரிச்‌! ட 
உரை மட்சர்க? 14 ஒளிர்‌ ஒரக்‌ - இழு 
5ம ர்‌ 
4 ப கடகஐக 2 ன சட சத 

ஊற ஜே ஜீ3.. 2 (1-9); 
உூரெமடற 1 றி... .அமமடற. (1-௮) 
(1. 2தி32243 42 ........ ) 
உம மமடற3 (14 ஐ 53 றர டப % 
உ (ஜே வீ -றர4- தத. ட 
மற மட௰3(1-த-ஜ-1/2...... 3. 


(1) 


(8) 


(ய) 


அரு 
6ம்‌ 
ணன்‌". 


(6) 


பிரிவு 99 





ற்‌ உட்க ல [ச 
முி11-23 ௨ -நல .ர்கஹ்‌ ஜம 12 ட்‌ 4 உல. 
ஜீ 


ன ்‌ கருட்டு  ஈர-2 கய கரகர _ 
லட ட ட ட 2. 





ஸ்‌ 
9] ப 4] 


ரு 2 1 8 2 & 
ச்கப்க- தட்டப்‌ ர ட்‌ ளட 


ர்‌ 
்‌ இன வலுககளிலான இரவுககு அத்தியாயம 1& இன்‌ இறுதியிலுளள 
ஐ 


பலவினப பயிற்சியின்‌ 7 ஆம்‌ கணக்கைப பாரகக. 


1 1 1 
அ இப்தத்‌ அ இன்விய்‌ பல அப்பக்கம்‌ பயன ட படவ ிக வி 
்‌ | நக இதரர்‌ நமர்‌ 


்‌ 
ட ர ர்க கலன்‌ பட்டடை 138 ப தப்‌ 





(1 - 12 - ஆ லீ க்‌. ப (2-3 - ஹீ கிர ஜி 4 


பிரிவு 100 


ட 


8 
25 72 4 ன (1 - 3-0. (௮) 3- ம (1 -[- 29] 


மூர்‌ (142) கன 1.21 க்‌ 


2-3 உம [223 மட 2421(1-91 (14) 24 (413) 28 -...) 


உம்‌, இங்கு 2-- 1/2. 


(1) 


(3) 


(4) 


(5) 
(6) 


(7) 
(9) 


ட 
(2) 
(8) 


க 


விடைகள்‌ - 209 


அத்தியாயம்‌ 1%-- பலவினப்‌ பயிற்ிகள்‌ 


௮௮ 


ன்‌ சட்டம ட சர்‌. வ] 


-( ப 
ஊர த ட கர்ஆ 2 க 


உளார்‌ ர கட்டக்‌ ட 


1 1 1 
அணை 1 அனை  வெவையகககககை. 3 வைகை கசளாகை ட ௪ 
64 4 கலர்‌ 1125. 4 ர ராக. ள்‌ ஷி 


௬ ட்‌ 1 1 உன்‌ 
ட வட்ட லம மா 
௫. த! 


௨-௨ (மட₹--2 -மமடஐ) மட2 


்‌ 8 6 
அதத ட்‌ க்‌ 


அத்தியாயம்‌ &1 





பிரிவு 113 


5/2--9/6--2 ; உற்பத்தியூடான தோகோடுகள்‌. 

2-0] -- 12 -- 6 : ஜ?--3?-2-0 : வட்டங்கள்‌. 

17/02 ) ஐ?- 1 ூ- ௨3-52 ; வடடஙகள. 

ஜீ; 2-0 1; செவ்வக அ.தஇபரவளைவு உருளைக்‌ குடும்பங்கள்‌ இரண்டின்‌ 
இடைவெடடுககள்‌. 

௨-௨ (2-2); (௨-3) (ஐ-டட--2) 0. 

ஐ$-டம3-23-௦ ; 3/5 - 99/5 2-0 ; ஒரு கோளக குடும்பததுடன செவ்வக அதிபர 


வளைவுக்‌ குடம்பமொன்றின (3 இடைவெட்டுக்கள. 
வூ). (8) ௮ இபரவளைவுரு நு 2-8 ட 
(28-35) (8 தான்‌? 3/2)5 ௮ 233. 10) 1/1 ர $௮1/2-2, 


்‌ பிரிவு 114 


32௧) ச தான! (37 _9ஐ) 524. .' 


4-௨--௨; மட எட்டு29 ௧௮ அட. 
2/0 3 (28-ஐழ)3 ஐ. (0) நு-ண;மட(- ஊத) ஐ ம... 


4 


510 


(1) 
(2) 


(4) 
(5) 
(6) 


(1) 
(8 
(5) 


ளர்‌. 


(8) 


(1) 
(8) 
(5) 
8) 
(10) 


(14) 


(1) 
(5) 
6 
(6) 
(1) 
(8) 
(9) 
(12) 


வக்‌ 


வகையிீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


பிரிவு 116 


ஐ) 27௭04 ; உற்பத்‌ இயை மையமாகவுடைய கோளங்கள்‌. 


தட்ப) 2 2 அச்சிலே மையங்களை உடையனவாய்‌ உற்பத்தியூர செல்லும்‌ 
கோளங்கள்‌. (9) ௨௪-85. 


32-௦8 உற்பத்‌ இயை மையமாகவுடைய இயல்பொத்த கூம்புருக்கள்‌. 


ஐ ரு-ு மட. 

ஐ.) 32 227--08; உற்பத்தியை மையமாகவுடைய இயல்பொத்த கூம்புருக்கள்‌. 
பிரிவு 419 

நு மட2. (2) 31-௦2. 

(2-2 ச”-:௦. (4) நூ(ஐ-2) (4-2. 

(--2)/2-- 6-4-2)/-௦. (6) ரூ -772--0 (12 -72) பொதுக்‌ கோடு 

ஐ/--/%--2/௩. 

பிரிவு 120 

தரத்‌, (4) ஐ 44௮0. 


அத்தியாயம்‌ 211--பலவினப்‌ பமிற்சிகள்‌ 


0; 2" ஏழும்‌. (2) ஐச ௫; விழு தரு, 
ஏக; மு - 2௮ம்‌. ்‌ (4) சைன்‌ ஐ--௦8/(11-27. 
2-4 272--8-1௦. (6) ரீ); கர -முர. 

8/௨ ஜ3/29/-- 62/92. (9) 29-38 ;$73-23-3. 


0) றர 2-௦ ம): (ய ஐ -அு---௦. 
(1) ஹூ 42-22-௦025. ட்‌ 


3/0 சைன்‌ 1. 


அத்தியாயம்‌ 21 


பிரிவு 123 
$ (2/2, 3/2 0. (2) ம மீற ஈடு ௩, வீழ 25) ௮0. 
ம்‌ (ம/5, (253424) /2)-0. (க) ம (ஐ, ஐ) 0. 


$(ஐ-* ரத, 6-ம/6-ஐ)-0. 
ம்‌ ஜீ 2, மூ ஜே -22)-0. 

9 மூ- 32, 6-₹51(52-1 தான்‌ ம -39))]--0. 
த்‌ புஜ, மட (28-17 -1 மல) -2)-0, 


வரக (10) க(ன-ூு) 5 (௮௨௮0. 


ம்‌ 11,320; ௪ அச்சுப்‌ பற்றிய சுற்றற்‌ பரப்பு, 


விடைகள்‌ 5911 


பிரிவு 126 

(1) ச்‌ (6-2), உரக, உத 0, 
(8) த (க, கப, உட 2, 3) 0. 
(8) *(௪-ஐழ உடர் கடை எனு 0. 
(4) ந (சேகர்‌ ஐ*- க, க3ீ ௪) ௮0, 
(5) ம (44/2-ஐ, ட -ஐ2்‌ வை -ஐ,5) 40; சிறப்புத்‌ தொகையீட 2௯0, 
(6) ம(2-9ட 2-9, 2--64/(2-உட- ட -த௦]௮0. 

சிறப்புத்‌ தொகையீடு 2-2, -- ஐ, 1: ஐ. 


பிரிவு 129 
(1) ௧-(26₹:1) 2094-6. (2) 2-௨ கோசை 8-9 சைன்‌ 64-௦6, 
(82) உ-௧௮௨-- மடக--௦, (4) தமி) நார, 
(5) கைக ம-(3 தான்‌ 40௦. (6) 2ஃத (1414-2) (141/2 
பிரிவு 130 
10) க ஜு-9)5. (2) 2-4 அகோசை(- ஈ4-[9)/47(1 1-௧) 
(3) 23--4-(2-- 9-5) அல்லது 2. (4) 2(14-64)-8 ஐ வ49)5, 
(5) 6) சார்ச்‌, (6) 23-97 237, 
பிரிவு 131 
(1) 8242-05) ௮-1 86. (2) 205-- வதை 33) 26ம்‌, 
(3) ரலி மி கிர, (5) (த ஃர$3-29)3-16ர4. 
(5) சர (௪8-._6).-ம, (6) 5₹--025-5 சைன்‌ ஐ-4 சைன்‌ ஏ-( ௦5. 
பிரிவு 133 
(1) 2 -$ மடஷு (2) ணு வீழ, (8) டைல 97ஜரமி, 
(4) 2 ம்‌ (5) 2-0, (6) 24௮], (7) 8-௯0. 
பிரிவு 136 ப 


(ட 4-௩. 
(4) பொதுத்‌ தொகையமீட்டின்‌ ஒரு சிறப்பு வகை. (0, -1, 0) என்ற புன்ளியூடே செல்லும்‌ 
... சிறப்பியல்புகளாற்‌ பிறப்பிக்கப்பட்ட பரப்பினைக்‌ குறிக்கும்‌. 
அத்தியாயம்‌ 11 -பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 


(0) 2-0 - 676 ; ஒன்றித்‌ தொகையீரு 23-௮3 
(இ) ச--நழஃ-0ழ- 0 ; ஒன்றித்‌ தொகையீடு 2-2. 
. (8) (மு, ீழ*-ஐ௫)--0, 
(ஐ சஜ -8கனிய விற்ரேர்‌ - ககர கே? - எிழட்ட, 
(5) 2-ம்‌ மடஐ (67-26) ஷு1-1-௪. 
(6) 2-த்‌((2,--2)/௪௦ சபி ௪ல்‌. 


312 
(7) 


(8) 
(9) 
(11) 
(19) 


(14) 
(15) 
(17) 
(18) 


(19) 


(20) 


(1) 
(3) 
(5) 
(1) 


(1) 
(2) 
(8) 
(8) 
(5) 
(6) 
(1) 
(5) 


வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌. 


98 (உர) -(142) மட 2 அல்லது 2-ல்‌. 2 இனுள்‌ 2-0 அடங்கும்‌, 
எனினும்‌ அது ஒரு தனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வுமாகும்‌. 


2 (1-6:-ட635)- (உட்க) 62, -- 0)“. 
(222 22622 த 6825) ௮0. (10) ச-- (28-3௨-3635) 39-ம்‌. 
தூ - (2-- 32-ட163) 35-ம்‌. (19) 23-(14-64) உர ஷீ-டம்‌. 


2: தான (2--க-6), அலலது ௪-௦, 2-0 தரு தனிச்ிிறப்புத்‌ தொகையீடு, 
ஆனால்‌ ௮து 2-8 இனுளளும அடநஙதியுளள நு. ர 


தர 53 -384-105. தனிசரிறப்புத தொகையீடு ௧5- 923/9 34/4. 
ச-௨-ட-1247/((2-1(-1)) (16) 2-1. 
ழ்‌ (2[ற, 2/3) --0 ; உறபத்தியை உசசியாகவுடைய கூமபுகள . ர க 


ஐ-ட3--22-2௨ கோசை ஒறு சைன ார6; தந்த வட்டததில்‌ மையஙகளையு 
டைய கோளங்கள... பொதுத்‌ தொகையீடூ பிற தாவுகளைத்‌ தரும்‌. 


ற92--0. (இதுவே தனிசரறபபுத தாவு. முற்றிய தொகையீடு தொடலித தளங்களைத 
தரும்‌.) 

(-றற-ரம) (1-1/2-1/2)-0 எனற வகைமீட்டுச்‌ சமனபாட்டூககு தனிச 
சிறபபுத தொகையீடுூ இலலை, மூறறிய தொகையீடு களங்களைக குறிககும்‌. பொதுத்‌ 
தொகையீடடில அடஙகய ஒவவொரு கொகையீடூம்‌, ஒரு பரமானத்தை மாத்திரம்‌ 


கொண்ட சமனபாடடினையுடைய ஒரு தளததின்‌ சூழியை, அஃதாவது ஒரு விரிதகு 
பரபபை3 குறிககும்‌. 


அத்தியாயம்‌ %111 


பிரிவு 139 
32((ஐ-.ஐ)3-37--2:) 85. (2) 23-22-3536. 
_௯-ட5லிடு 0-5, (5) ச5( 115-195. 
த ர௰-- 3631-ம்‌. (6) (2₹485)8-9(ஐ4- 3-6)“. 
228. ஈ௦-$(3-௪2-5 (8) ச-ஊ.]- 88-68 64. 
மிரிவு 141 


த ரன - மன்டி 1 (1 - ஈபீ - ஜேி)2%-* ஈ3. 
2-8.) -௨ல,-- சைன- 1(ஐ, ம) -* ஷீ. 
2-8) மட; ௦ மடஐ;-ட257 (8) 4 02) 4 ஷூ 

22 பற 4 ஜே? 4- 002” - 2(2,௪,8:)1 மட ஐ, 6௨ 
2(ஈர0)* மட 2-2; ஈறு? ம 1. 
48,2480 மட - 22) (0-2 - (ஐ, 4-ஐ3-- 42) 0. 
1-4௨,82) மட2-()- 0 (2-1 ஈனா ௧5 -- க. 


2 - (81-2௨, (36; - ஈட 1-( - ௨-4 2௧22 


-3(எபிர்ற2ீர்கல) 2202 அக - கேபி] ௮ - கே)? 4 ஷூ. 


(1) 
(8) 
(9) 
(4) 
(6) 
(7) 


(1) 
4(8) 


(5) 


(7 
(9 


(1 
(2 
(4 


ஷ்கள்‌்‌... ளி... எனி 


(1 
(2 
(3) 
(4) 


ணர்‌... ரி. 


பிரிவு 142 


ப 2-௩ -(ஐ;--ஐ)5-- மடஷிா௰. (8) பொதுத்‌ தொகையீடு இல்லை. 


கற்ற, அல்லது தறம வைர 2. 

2(ஐ; 2) 1-9 மடஷி--220௦ மடத;*0. 

2--8(92, -ஐஜீ -ஐ5)-டம்‌. ப (6) பொதுத்‌ தொகையீடு இல்லை. 
2--ஈ(2, --ஐப--5(ஊ -௮9)--0 அல்லது 2-௩(2) - 2)- (2௨, -20-1-0. 
2--0(92) 4-2 ஐஜி. 


2--0(2) -ஐ) ஈஏஜ - ஐ) அலலது 2--0(ஐ) - 2, 2 - 1. 


அத்தியாயம்‌ 111 
23--2, மட ஐ; - எ,66 மட ஐ_-- ஈட மட ஆ ]- நே. 
பொதுத்‌ தொகையமீடு இலலை. 
2--௨) மட ஐ, கண, -*- (௪, 4- ம)ஐ-4/(உ)(௨* 22௨7 ர 8. 
0-௨, மடஐ; 4- ஐஐ; |: (6) 4- சில 447 (டோ 22)25) - 1. 
2 மட 2-௦-(ஐ.3-- 5-1. (6) 23-ம்‌ ஐஜி டலஜி16, 
42--ஐ.2- ஐ,” -ஐ;?-0. (10) ச -ஒ(கஜ அடர 229 


(11) (18) 32-32-3௨௯௦. 


அத்தியாயம்‌ 19 


பிரிவு 144 
2-2 ஜ/4)-- 70) (2) ச-மட௰மட[*72)சி7. 
ள்‌ 
சல சைன்ணர்முகுரிலு.. (4) சலனிழிர்ரிடு மடக்சிடு. 
1 
2-- சைன பதக தனா அட்டு (6) 2 -தழ47(2) -- எீச்சி2. 
5-- (ஐஜூ-]5)5-1. (8) 27. றை ஊக 0௪-10. 
2 (ஜூ--3/5)5. (10) 291 2). 
பிரிவு 145 
2-7) (1--)-( (2) அடி 1 94. 
சரீ -9)--2(8 -ற). (3) 2-7) ச -௮. 


கூம்புவளைவுரு 42 - 8ஜ]-ட377-1 8ே - 4ர/-(2--2-0, 


பிரிவு 146 
2ரீ(ஜ - 99) -௨(2 - 9௪). 
2759-42) 1 ௨7(5]-- 49). 
ச](-- 29) --க(-ட 2௪) 69. 
2(2௮--3/) - 92. 


௦24 வகையிட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


பிரிவு 147 


(1) சத்‌ ஜீ ப்ரீழு ௮ கரி ஐ. 
(8) உவ 7டு 2௦) 30(ஜ4௮. 
(8) *-- ஜிய, ்‌ 


பிரிவு 148 
(1) ச்சர ரீடு-௧௪(44-2. 
(2) ச-௪*(2ை 4-9) 1704-92) ௨2 99. 
(3) ச - ஐ கோசை (9ஐ]-9) 701-252) 1 ஊடு 4 2) 4-0. 
(4) 2--௧௯௪-4-- 7-2) 429 99. 
6) 7-(ஐ-4-3--7(- 2) அடு 22. 
(6) 2-௩ மட 2-22)--/(39-142) 1 ௪73 --௮). 


பிரிவு 149 


(1) 8-2 சைன்‌ 4/--7((-2)--௧௮ -௮. 

(3) 8-2 னை 7ீடு 62) --27மு - 9). 

(8) 5- சைன்‌ ௨-ு கோசை ஐ-(7ரீ(- 99) 2௮) 
(4) 2- சைன்‌ 2-0 25) 4 டு ௬2). 

(5) 2-ழ்‌ தான்ற தான்‌ $-ரீடு த) டம - 2. 

(6) ஏ-௯ஐ மட£--7 மடஐ-7ீ0- 2) - 7௫ - 22). 


பிரிவு 150 
(1) சஃ-ரீனு) (மு) 1 சீட 4 2). 
(3) 2-8 8(7ரமு-ஐற-தாமு 2), 
(3) 221), 
(6) க-ரீ்‌4)- சிடி ஐ. (5) உ-2.44(௪௭ஐ) 1 52 


(6) 7-2 4ளி ர கோசை ரம சைன்‌) (0) தல சீட 42424), 
(8) ௧௮1 8-8(7 நு) 1. 


பிரிவு 151 
ய 5-ந்சீ2- ட கர்மு2 4 சிடு 2. 
(4) 81,442 ஜு வழு 4 கரினா. 
(3) 2 ஆ1[சைன்‌ (௪ஐ-3)4-9 கோசை (௨ - 3999-1 2).4௮), 
(5) ச-ஐ-- ர்‌ ச ய.ஐ. (5) ஏ சீர்கெழு சதான்‌ ஒ4-்க்ள்‌ 
(6 உ (தான்‌ (193 ஏீ(9 ௨32) 3704-52). ப 


(1) 
இ 
(4) 
(6) 


(1) 
(9) 
(4 
(5 
(6 


(0) 
(3 
(4 
(6) 
6) 
(0) 


ஷ்ஷ்‌. ணி 


ணார 


41 


ரி 


டு 
(9) 
(4 
(6) 
(6 
பம்‌ 
(8) 


ண்‌ 


ரி 


(1 
3) 
(4) 


அர்‌. 


அன்பன்‌ 315 


பிரிவு 152 
ஹூ சற 1 0]. “ (9) ஐ$-ரச-ர£, 
௪9௪-161 (ம ௪8) ௭1. 
ஐர(ஈ-2) (ற -ர5)ச- (று - ரை)(₹-2)40. 
ஐரஃ)- 1 - ஹர(ு்‌ - எ) 21, (6) எ. (6ர- 22-40 
பிரிவு 154 


சரடு சைன்‌ அ]. - சைன்‌ த. (2) 2ல/(ச-1 210. 
ஓட ழு2 -ட(ஐ), அல்லது உகர) 4௪24-42. 
த-7(2-1 தான்‌ 9)--47(ஐ- தான்‌ ஐ). 

தரீ(ஐூ-3- 7) 770/2) 4. 


72-72) --ஊரி(2-டநா2. (7) 3த-க்தழு றற 6 மடநு 3. 
பிரிவு 157 

ஐட்த-ேரி(ட 3): 9- “3 

ஐ-தரீர ற) 194௦ (3) ஐ-ீ-7(-3) ௦. 

ஐது) ; ஐர்மு-சி(ஏர ௫) 1-3. 

ஐஃரீ(ர ஜை); ஐஃு-மி(ஏ-2) ; &- -1 அல்லது ர்‌. 

ஜல ரூ 2); ௮ அலலது -$ு 


ஐ - ைரீ(கர 3) ; 9-2]. 
பிரிவு 158 
ச க௨-( நம -$ல1ட 2 - 3-0; 
௪1௧5(1- 884) 1 (2-- 38) ஷூ-டரண-6(ம- 802) 


9-1 (7-3) மடம்‌ மு) 
தழ (71-35) ௦2-017-0 : ச-த(2-(ந) 4 ம்ம -8௧). 


$-67-_7-மல-( 6-0 ) 765. 3/7-)- ஜ- ட ப்-178௧2). 
த$(6--6)) 3618) -82))2 ச--ஐர-1(6(௦ - 4(8))-( 09. 
ஐஉெஃ6-௦ 900-016): 2-௮ -8( 442) 89. 
த ஏ - டம -௩ மட) 1 மதிற முறை தவறி விட£றது. 
28 ஜரூர்‌ 2017-07 23-ஐ3- 1 /௩)/- 8 ப்(-- 2௧௮. 
8 ழா - 27, 
அத்தியாயம்‌ 1117 பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 
ம ஜீரா ட்கர(ு) 12097. (2) 2௪724 7(2 42௫) 


ந மட - 7(2)-927(2. 
ச ரீ(ச--ம)-டகமி(ச-[-ந) - சைன்‌ (22-1- 340... 


316 
(6 
(7 
(8) 


ணா... வள்‌. 


(9 
(10) 
(11) 


வளி 


(12) 
(20) 


ய 
(5) 
(4) 
(5) 
(6) 


(7) 


வகையிட்டூச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


2-7 (மட) கிழ மட). (6) 2-249- 7(9)- (ரு). 
2--மட(ஐ--3). ரீ(ஜூ 5) மு. 

4-6 - ர 34-42 404/-- 6; 

42 6ஐமு - 323 - நூ) ஊஊ 1 20-௬௮. 

92 8௦-.?(2--2)7--2(-6)3. 

72-- சைன 04 சைன்‌ உ- ௯ --ும்(நு -- 12). 

2-௩௫-0, 3/--0(8) -9(00: 

22--3ஜ? - 6ஐறு - ழ3-- (ஐ) - (8) -- 39. ப 

2-2) 4 (ஐட 304 (18) 2-௪ -ஷு]7. 
றர 7(25-4 95); ற -2-1(ஏ]2). 


முழு நூலிலும்‌ பலவினப்‌ பயிற்சிகள்‌ 


2-3). (2) 3-ி௦௪4 
2 சீகஜ சீேகர-றஐ-- சைனஐ கோசை 2-௦. 

ூ-03--1(ஐ57 (5-2. 

144-964 சைன 12),4/(1 - 25). 


3-5 (4 -1ஐ) கோசை 9ற-மி சைன்‌ 22. 


3 ஐ 28 
ட ட்டம்‌ படட படட பற்தத ன்‌ -த 2 
9 த 155 ]- 15 ஐன்‌ (சைன 2 கோசை 92 -- 4௪2 4 798 கோசை 
(249. 


4-4 2-ளேமடற-- மடஜ- 12 (மடற)?- 125. 
$்‌- சீகஐ-௦ தான்‌ ஐ. 
உ 4218௪3: -3 (கோசை/- சைன 4); 4231-39 ௪3! - $கோசை 4. 


253-140; ஒ.£. 1 (12) ௨ கோக (5-2. 


2 
2 ப பததி 
(பறட ) சைன்‌ 22 -- (மட: அ கேசை 22. 
3 ன்‌ 


221 23 6. 


(15) 2ழை ௦-9 -ஐழ்‌. 
ஜூ-- 33-23 மழ, 


(17) 2-7ீ(ஐமு) - 123 - 187, 
(ச ௨ 92-2)/2-4)2 7(( 3 2௮/63). 


642)“ (213) 7/௮. 
2-0ற2--00- 03-22; 
5-7 -ஐ மு. 


ஒனறித தொகையீடு 42-ஐ£-ட3--0, 


2025-4 00--18*) தனிச்சிறப்புத தொலகையீடு 1065-1 ஜ$௮0, 
27/42 சம -ஐ மு. 
2-2] (9) 1.72. 


(25) ௦2-(ஐ-௦) (/--9. 
சழ ஐ 70/2) 4௧7/2. 


(87) 27(24-)-4இட ட 


விடைகள்‌ 3117 








(28) (2-௦) -82; தனிச்சிறப்பு தீர்வுகள்‌ 3-0 உம்‌ ஓ-4ஐ3-40 ௨ம்‌. 
1-3 கடந 
(29) சூர (ஐ-0). (30) ௭.4 கோசை ்‌ இ சைன்‌ ட்‌ ச 
்‌ ௬1 1-1 
(81) ஐ$- டு 2-2 (ரகோசை 6-4] சைன 649. (32) நூல - $2ந்ல்‌. 
(33) ௨௪௪8 (2 கோசை )7-ம சைன )4) 4-0 கோசை (24 - 6) இங்கு 0-4/4/(ப/2 
_ஐ$)3 4, தான்‌ ம/(6-12 27). அத்துடன்‌ 6 யும்‌ 6யும்‌ 
எதேச்சை மாறிலிகள்‌. ்‌ 
(34) மூ-ு.4 கோசை (சைன ு)- த சைன (சைன்‌ ௮. 
(8) (4-4 (௪-2) 2; 
(ம) 2-4]. ௪ 428842; ச்‌ _ 4 தய வ1ட 
477 
1 2 
ட 7௮ 4 5 4 7 (322 - 75) மத ட (002 _ 9033-94) ) இங்கு 5-2”. 
2 த்‌ ஐ 
99) ௮. 1 ே ௦ வ 20 
(59) 2 (145 ட்‌. ர 1 4 )4 காசை 8- (அ ராது ரா 
2 
ச 71௧7 4 . . ரீஅசச்5ம . 
(41) ூ-௨-(ஐழு - 1)25. 
(42) ர (142250 ஐக்‌? (ச ர்‌ ஆஜக்ச1(1 பவாளன்பகற 2 ஒரு நிறை 
வெண்‌ ஆமின்‌, 2-4 (1-2)/(1-8) என இடுதலால, தொகையீட்டைக கணிக்கலாம்‌. 
(43) (0) $/-(1-28) (4-4 மட2; 19-(1-௦௨4) (ஐ--.4-- 8 மடம்‌. 
(4 (1 _அழவ(ஸ்6] என்‌ (4 [ய 2) மே என இடுக. %& விலான 
வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டுககு 82 ஒரு தீர்வாகும்‌. 
ம்‌ ்‌ (௫-2) (௯-2) (2-4) (௩-6) ஐ* 
ட டத வாடா னல 5 கேடி) ௫-3) 11... 
(2-2) (௩-4) 2 ்‌ 
எர (௯-1) (2௩-32) 31 
(46) ஏ கீ லி --4( ஐீ--1)), கீயை 0/6 ஆற்‌ பி தியிடடு. 
டு 
(47) 12 கழ்‌ சமல பையை 
41 0 


த்‌ 6(௦-1 ட. 112)... ன 
--2)) 


2 
2) 


ட்டு பவட யயர 24 ள்‌ 
. ்‌ 51 12 5 | 2 அங்தயவன்‌ 


இரண்டும்‌ /2/--/8/ எனற வட்டத்துள ஒருங்கும்‌. 





௮18 
(49) 


(௦0) 


(51) 
(52) 


(589) 
(54) 
(66) 
(57) 


(98) 
(69) 


162) 


(65) 


(07) 
(08) 
(70) 
(71) 


59 


(75) 


(77) 


வகையிீட்டுச்‌ சமண்பாடூகள்‌ 


ல்‌ ற 4 (9 25). 


(2 99 


31% “22 


0 என்பது உ மட்டும்‌ கொண்ட சார்பாகும்‌. 


தீரு கார. 
23). ழி 892ம 2௭2 


வணயய எனம, இங்கு 179/2; யக 


2% கோதா (2-- ௦6)4-9-782-. 

/ (1-4 (3-2) த(1 -2௮)-8. 
23-92 -௦(4-42). 

4௪-21 8ீ (ம கோசை௨ஃ/3-.0 சைன்‌ 54/8) 


4323-1 ட 827 (1672 (6 கோசை ௪4-11 சைன்‌) -3 (785 கோசை ஐ.-$6 
சைன்‌ 2)). 


9 (8--425) (4 ற 05 423) -32- 827ரீற). 


24(ஐ--9)4 (ஐ--93--29) ௦04 98-2),  (60) ஐ2-௦0(-2). 


ந்‌ [747 ன்‌ ஐ (6-* தான்‌ ஈ) 
டட (ம ஏ 
0,(2ஐ) மே 1-௦ தாவாஜ 





(3 - 


[முறையை அறிய பமி. 41 பார்க்க.] 


ஒரு துணிக்கை 7? யானது, ஆரைக்காவி 02 யிற்கு வித சமமானதும்‌, 02 யிற்குச்‌ 
செங்குத்தானதும்‌, ஒரு நிலைத்த கோடு 0& இற்குச்‌ செங்குத்தானதுமான 
வேகத்துடன்‌ இயங்குமாயின்‌, அது 0& யை அச்சாகவுடைய ஒரு வட்டத்தை 
மாறாக்‌ கதியுடன்‌ வரையும்‌. 

3 சைன்‌ 9 (0--௦0)--1 ; தனிச்சிறப்புத்‌ தீர்வு 74], 

33 0228. 04/(423 - 05) ; ஒன்றித்‌ தீர்வு 85 - 28- --3ேழ. 

4(3-௦)-(ஐ- ௦); தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வு 3--2 - 6. 

2-௦ கோசைம்‌ ௦ மட தான்‌ 1ம்‌. (72) ஈகோசை 0--6 கோசை 0-4. 

203-- (2-௦) ; தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தாவு -99)-0. 

ஐ--ற9-1 2-0; (/-4-௧ற)47(2₹-41) - 2-5 அசைன்‌ ற, 

ன்‌ கஷ(ஐ₹--1)-டற (6-௨ அசைன்‌ “1)--0. 

தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வு இல்லை. ஐ- பிரித்துக்‌ காட்டி 43-42 கூம்பிகளின்‌ கூர்‌ 
ஒழுக்கைக்‌ குறிக்கும்‌. 

3-2, 2-6 4 ஆசீ(னி437) 1 272310) 470/2. 

உப தொகையீடுகள்‌ 2 ௮ச்சினூடான ஒரு தளக்‌ குடும்பத்தையும்‌, 2 அச்சை அச்சாக 
வுடைய செவ்வட்டக்‌ கூம்புக்‌ குடும்பம்‌ ஒன்றையும்‌ குறிக்கும்‌ ; பொதுத்‌ தொகை 
யீடானது தளங்களும்‌ கூம்புகளும்‌ இடைவெட்டும்‌ முடிகில்‌ தொகைக்‌ கோட்டிச்‌ 
சோடிகளை ஒவ்வொன்றும்‌ உடையதாகிய பரப்புக்கலின்‌ குடம்பமொன்றைக்‌ குறிக்கும்‌. 


[(78) ஊர்தி மரற) ; சிர்றிர் சில 2) 20 

(9) (2 -49)7--682 6-4 29. 

(80) (௦௨ -89)/(2-1- 6) -7((2--09)/(2 - 0). 

(0 07-22.) கியம்‌; மு 4ட-2/2; (ம்‌) 7-௮. 

(82) 7-௧ கோசை (2 - 6)-1-.46--234/4, இங்கு ௨--8/4/(23- 1829), 

்‌ தான்‌ 6--12/2, இங்கு .4 எதேச்சையானது. 

(88) கசைன்‌ (றர்‌-9) 
இங்கு தான்‌ 8 (சே? -1) ற02 ;) அத்துடன்‌, 
5--380//((நே3 -1)8 327024): 

(85) 2-4 கோசை 6-௦)-- கோசை (8-8), /--2.4 கோசை (24 -௦). 

- நதி 5கோசை (32 - 0). 
(86) கயும்‌ £யும்‌ ),2 (278 - 345) -), (6273-1) 4-225--௦ இன்‌ மூலங்களாகும்‌. 
(91) ஐ-.& கோசை (0-0) --2 கோசை ழம்‌ - 8), 3-4 சைன்‌ (8- ௦ 


-ம சைன்‌ (ரர-- 0). 
இங்குற--ட/ (42-18) 4-8, ர--ஒ7 (கி) 2. 
(92) ச ட்ம௮ு 4 சக்க 


(99) 2-7 (மீ -3ே5) குறிப்பிட்ட தொகைமீட்டின்‌ வீச்சத்தை உயர்வாக்கும்‌, 8ப.* ஆனது 
3 இலும்‌ குறைவாயிருந்தால்‌. 
(94) உ-.42- 74 கோசை (ஐ - ,, இங்குற--4/(3 28. 
(97) 1 77237-3 கோசை 0, (98) 3 சைன்‌ (றம்‌/2) 4 சைன்‌ (ற௪/௦) கோசை(2 -1- 0) 
(100) ஜ்‌ அகோசை 1௩ (--%) கோசை (12 - 10). 
(115) (ம) ஐத--.4(-2)242(-2)7) 


ஐ. 
ம்‌) டி-28 (2 கோசை கன] 


2 
(ஐ) ஷுக்‌(-924-24 
% 9712 
(1190) ம---- கோசை-- சைன்‌ 494. 
975 6 


(120) 28-88 சைன்2. 


மாற்று விடை வடிவங்கள்‌ பற்றிய குறிப்பு. 

பல பயிற்சிகளில்‌, செய்கை முறையைச்‌ சிறிது வேறாகக, முற்றிய மூவி வித்தியாசமான 
வடிவத்திலே கிடைக்கக்‌ கூடும்‌. இவ்வாறு, மிரிவு 70, பயி, 3 இல்‌, தரப்பட்ட விடை 
. ூகோசை (ரஜ£--9) ஆனால மாணனுக்கு அந்த விடை மர--சைண்‌ (௨-6) எனவோ 
ரம அசைன்‌ (லே) எனவோ வரலாம்‌. முதல்‌ வடிவத்தில்‌ ம்‌ யை 5- $ ர ஆற்‌ 
பிரதியிட இரண்டாம்‌ வடிவம்‌ எமக்குக்‌ இடைக்கும்‌. இரண்டாம்‌ வடிவத்தில்‌ 5 மையும்‌ 
5 யையும்‌ முறையே ஈ$ யாலும்‌ ந$ யாலும்‌ பிரதியிட்டு, $ யினாலே பிரிக்க, மூன்றாம்‌ வடிவம்‌. 


1 ப்‌ * 4. 4. 
இடைக்கும்‌. கயை - ஆழ்‌ (9ிரதியிட வேறு வடிவங்கள்‌ இடைக்கும்‌. 
8 


5920 வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


பிரிவு 116, பமி. 4 இன லிடையில்‌ 68 இற்குப்‌ பதிலாக, -04ஐயோ, ௦ யையோ, -௦ 
யையோ இடலாம்‌. பொதுவாக, எதேச்சை மாறிலிககு மெய்‌, கற்பனை, சிக்கல்‌ ஆகிய 
சகல பெறுமானஙகளும்‌ இருககலாமெனக்‌ கொள்ளல்‌ வேண்டும்‌. அம்மாறிலியை, புதிய 
எதேச்சை மாறிலி ஒனறின்‌ எச்சார்பினாலேனும்‌ பிரதியிடலாம, 


தொகைமீட்டச்‌ சோடிகள தேவைப்படும்போது, மாறறுச்‌ சோடிகளும பெரும்பாலும்‌ 
பெறப்படூதல்‌ இயல்பு. 'இவ்வாறு, மிரிவு 118 இன்‌ பமி. 5, 6 என்பவற்றின்‌ விடைகளுககுப்‌ 
பதிலாக, முறையே, நு -2-6 (-ஐ, (-2(2-94--2) 6 எனவும்‌ ஐீ-3£-2“--௦, 
ஐ$-ட 93/3 - 3-6 எனவும்‌ இடலாம்‌. இந்தப்‌ பமிற்சதித தொடையில்‌ 4-௫, 9-௦ 
என்ற சோடிககுப்‌ பதிலாக, 7 (௩2) -௨ எனவும்‌, 7(௫5)-5 எனவும்‌ இடலாம. இஙகு 
ரீ உம்‌ ிஉம என்பவற்றின எவையேனுயமிரு சாராச சா£புகள்‌. 


பகு5இ வகையமீட்டூ சமனபாகேள பற்றிய பமிற்சிகள பலவறறுக்கு மாற்று விடைகள்‌ 


92 02 
காணலாம. ஊம்‌, பிரிவு 45 பமி. 8 இற்கு 2 சைன மதத அவய்புமு 8; பிரிவு 199, 
2 3 
பயி. 2 இற்கு 2*(௧ -3)5- (ஐ-6)4. 


எல்லைத்‌ த: வுகன்‌ பற்றிய குறிப்பு. 

முற்றிய மூலிகளைத்‌ தலிர, சில வகையிடடுச்‌ சமனபாடுகளுககு எலலைத தீர்வுகள்‌ 
(திச சிறபபுத தாவுகள அலல) உணடு. தா எதேச்சை மாறிலியை முடிலிலியாக அனுமதிப்‌ 
பதால இிவை கடைகளும்‌. உதாரணமால பிரிவு 14, பயி. 4 இற்கு முற்றிய மூலி ௨- 4-௦ 
மடல-டு). ௬-9. ஆகுமபோது ஐ.௮4-௩0 எனற எல்லைத்‌ தாவு கிடைக்கும்‌. அவ்வாறே 
பிரிவு 70 இன பயி. 2 இற்கு முறறிய மூலி ஐ--ஏ--ு-0மட 1-0). 8/6----0௦0௦ என எடுக்க 
நும்‌ எனற எலலைத தீர்வு டைக்கும. 

தகதய 3ாவுகள பறறியும்‌, அவற்றின கேததிரகணித வகைக குறிப்புப்‌ பறறியும்‌ 
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